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Estratto  della  Legge  del  19.  Luglio  179-3. 

Art.  Ilr.  „ Tutti  i contraffattori  saranno  tenuti  di 
ti  pacare  al  vero  proprietario  una  somma  ecjuiva- 
9,  lente  al  prezzo  di  tremila  Esemplari  ,, . 


Gli  Esemplari  che  non  saranno  contrassegnati  dalla 
mia  firma,  saranno  considerati  some  contraffatti. 
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AVVISO 

DELL’  EDITORE.* 


INfon  vi  è staro  sicuramente  alcun  Li»- 
bro  di  Matematiche , che  abbia  avuto  un  e- 
sito  così  rapido  come  le  Lezioni  Elementa- 
ri dell’  Ab.  Marie  tradotte  ed  illustrate  dai 
celebri  Professori  Canovai  e Del- Picco. 
Cinque  successive  e ben  copiose  Edizioni 
son  già  esaurite;  e le  incessanti  ricerche  che 
se  ne  fanno  tuttora,  autenticando  ii  sommo 
pregio  del  Libro,  assicurano  il  pubblico  gra- 
dimento del  mio  pensiero  di  riprodurlo. 

1 dotti  Illustratori  che  con  i loro  trava- 
gli avevan  contribuito  al  miglioramento  d’o- 
gni  Edizione,  a segno  rii  potersi  mettere,  in 
dubbio  se  avessero  pareggiato  o forse  ancor 
superato  il  merito  dell’Autore,  avevan  già 
preparati  dei  nuovi  miglioramenti  per  questa 
sesta  che  se  ne  vanta  arricchita . 

Molte  già  erano  state  le  ragguardevoli 
aggiunte  da  E«si  fatte  : e dopo  i loro  Trattati 
originali  delle  Vai  fazioni,  dell’  Equazioni  a 
Differenze  finite  e a Differenze  parziali 
parea  che  nulla  avesser  lasciato  da  desidera- 
re. Pure  il  loro  genio  e 1’  appassionato  tra- 
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sporto  per  il  vantaggio  della  Gioventù,  gli 
determinò  in  seguito  a dare  alle  Lezioni 
snddette  nn  ordine  più  metodico,  che  in  mi- 
nor-volume contenesse  senza  confusione  e 
senza  oscurità  maggior  numero  di  utili  co- 
gnizioni, a rifondere  totalmente  i Trattati 
delle  Potenze  e Podici , dell’  Infinito , del- 
le Ragioni  c Proporzioni , dell’  Equazioni 
dei  Gradi  superiori , le  due  Trigonometrìe 
piana  e sferica , e il  Trattato  delle  Sezioni 
Coniche  ; togliendo  intanto  alcune  inutili  ri- 
petizioni, come  l’articolo  separato  della  qua- 
dratura di  queste,  incluso  nel  Calcolo  Infi- 
nitesimale. 

Ciò  per  altro  ancor  non  bastava  al  lo- 
ro insaziabile  desiderio  di  render  questo  Li- 
bro ( ormai  divenuto  loro  più  che  del  Sig. 
Ab.  Marie  ) capace  di  mettere  gli  studiosi  a 
portata  di  farsi  strada  a quanto  di  nuovo  e 
recondito  souopre  in  oggi  1’  Analisi  più  su- 
blime, e ad  impossessarsi  delle  profonde  teo- 
rie onde  si  è arricchita  in  questi  ultimi  tem- 
pi la  Fisica . 

Quindi  avevano  già  ideato  di  rifonder 
totalmente  il  Calcolo  Differenziale  e Inte- 
grale: ma  essendo  stato  l'uno  di  essi  con  gra- 
ve perdita  delle  Scienze  rapito  al  Mondo , 
1’  altro  occupato  in  impieghi  affatto  stranie- 
ri , entrò  in  queste  vedute  il  loro  celebre  Al- 
lievo e Collega  P.  Giovanni  Inghirami , Pro- 
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fessore  attoale  di  Matematiche  Superiori  nel 
Collegio  di  Firenze,  ed  Aggiunto  di  Astro- 
nomia nella  Specola  Ximeniana;  ed  egli  ne 
ha  così  degnamente  e perfettamente  adempi- 
to il  nobile  incarico,  con  nn  piano  tutto  sno 
proprio,  che  può  asserirsi  donato  al  Libro 
nn  maggior  merito  ed  una  nuova  e partico- 
lar  perfezione. 

Ho  conservato  in  questa  Edizione  il  si- 
stema dei  due  caratteri , il  cui  uso  la  stessa 
esperienza  ha  bastantemente  raccomandato, 
contenendo  il  piccai  carattere  ciò  che  è ri- 
servato a un  secondo  studio  di  chi,  essendo- 
si impossessato  già  dei  precetti  esposti  in  ca- 
rattere maggiore , brama  avanzarsi  più  ol- 
tre: sistema  pregiabilissimo  che  risparmia  non 
poca  mole  del  Libro,  conserva  Tordi  ne  con 
maggior  rigore,  e facilita  anche  il  corso  no- 
tabilmente; laddove  il  trascurarlo  o il  non 
avvertirlo  farebbe  incontrare  ai  Principian- 
ti la  confusione  e le  difficoltà  dove  tutto  è 
diligentemente  spianato,  ed  esattamente  me- 
todico. 
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rag.  ver.  ERRORI  CORREZIONI 

3 29  9-+/» 1~~P 

U34a-+6eda  — b ....  , a4i  od  a — i 
16  22  5426  ovvero  99;  il  reato  è 1 2476099}  il  reato  è 19 

ivi  33  Tl4 >1  »94 

BN<*J±=R<*>  BN<*J±=Rf*> 

..*3  9 m|T> 

51  4 radice  di  a radice  terza  di  a 

57  5 (356) (156) 

ivi  tilt,  z — 1 z = l 

58  12  3«*F . 3mAF 

84  37  a -+  b .. a -+  d 

102  8 p'  =£'■+  2d  . p'=g'-t.2d' 

I04  9 a’(A4l) a*  ( A — I ) 

109  pen  °cJ(2W~l)  , °ca(2*  — I)  ^ — 

VP^  2 2.3  2 "Ì.3 

m -4.  I «4!  . 

ivi  tilt.  — £1- 2 ££; 

i.3.4ec.  1.2.3 4.  ec. 

I»3  6 S S 

n n n 

1 15  i b(A*4  raAm  ^^-4-ec.  «(A'-fmA’71  *B  mu  m-4-  ec. 

116  3 ~ * ““  ~7\  **  ■+ ** — *•*  -4  ec. 

ad’  a a’ 

122  IO  eleo  =*  00 le  = » e leo  = oaZs  «0 

143  29  Infine  359  Infine 

144  8 359  E qui ,. . . E qui 

ivi  19  Sia 360  Sia 

150  25  hk“  -fi k'k"  l 

160  8 ±=  r* 

( a -4.  * )♦  (a-}-*)4 

162  9 I>*.  374  n°.  375 

186  6 AP=a AP  = * 

240  1 gfb 

301  22  accento apice 

302  5 con  quello con  quella 

« . ' dx  1 dx  /dx  . dx  \ 

304  19  A ( 1 -4 2 — ec.  ■ A ( — — » —»  ec.  j 

*0  V*  a1  / 

309  8 dXdp\X) dXp'(X) 

*“■(£> (£) 

322  5 daranno  d*u,diu,d4u, ec.  daranno  rfsu;  e nell’  istesaa 

maniera  ai  troveranno  d’u, 
d*u,  ec.  , 
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CORREZIONI 


1 

^ e due  grappe 

5 che  esigendosi  ec.,  un  equa- che  potendosi  con  Nequazio- 

Zl0nc .•  pi  eliminare  N — i costanti, 

un’  equazione  ■ 

i 20  dipende  da  quella  dei  coef- esige  che  oltre  F svaniscano 
fidenti  . . . . . . . . ancora  i coefficienti 

("V  , i)  ( 'V ,'») 

» 23  g'  v . y ’ 

i 8 in  forza  poi  dell’equazione  in  forza  dell’ equazione 
9 sarà si  ha si  ha e perciò 

>3  (829)-  ....... (844) 

» 9 p’y [ = p pj  = p‘,  p "y  = p",  ec. 

15  SP  P"' 5P"1  ‘ 

22  ultima  ..........  ultimata • 

» 19  845.  Nella  ...  ...  i . . Nella 

I 9 (887)  (889)  

> 5 PS P.S 

ì 3 e 4 b</  -t  I ••»..  ...... i&V'—  l‘  ‘ - ..  . ò i 

5 A* --4.  A* t . • S*1-4-a*  « 

7 { ( a3  — m*  H-  n ) i<  n1  -J-  m*  -4-  ±n  ) 

9 dx* J'a- 

( 24  2 r.  . 2Ò* 

4 5 dy  • • « • » 5^**' 

» 14  n ■ — ’ ‘ , 

1 25  e scg.  n(t4I)41.  . . rat-  -4.'  1 ’ . \i 

32  Per  esempio  se  07  = 4 ,na=  Se  n = 1 11  ninnerò  delle  quan- 


bP'' 

ultimata 

Nella 

(889) 

P.S 

iV-i  . 

ì -+-  a*  ix 

H *l  — «n*  -4- ) 

d1  x 

ibis 

Sdx *■ 

n * 

nr  -f  1 • 


J > r = 2 . titk  da  eliminarsi  potrà  egua- 

• gliate  quello  dell’ equazioni 

A , M , N 4- 1 

(ivi),  ed  avremo  N = . 

r -I-  2 

Così  con  m — 4 ed  r — 2 

13  (856.2*),.  ......  È ^6/\.  , , VA"  1 ' 

3 fdx^dy%-pd%*).  . . . -+dt  ),•  . 

12  7#* 

6 — m».  . “ ÌOT* 

3 3 2.1  l’S  f * ' 

16  Si  domanda’.  ’.......  Supposto  ,*  > ?«n  si  domanda 

16  traccie taccie  ■ . 

25  ossia.  . . ro* 

23  varj i • • veri 

40  976*. . . 92 . . . 170. . 976»  ...92 »:• 
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LEZIONI 

ELEMENTARI 

DI  MATEMATICHE 


1.  filò  che  può  crescere  o scemare  sì  ehia- 
\J  ma  Quantità : i numeri,  il  moto  ec.  eoa 

quantità. 

2.  Le  Matematiche  comprendon  tutte  le  Scienza 
che  trattano  delle  proprietà  e rapporti  di  queste  quan- 
tità : ma  ciascuna  Scienza  ha  un  nome  particolare  se- 
condo l’oggetto  che  contempla.  Si  chiama  Aritme- 
tica la  Scienza  dei  numeri  5 Geometrìa  la  Scienza 
delle  misure  in  lunghezza,  larghezza  e profondità? 
Meccanica  la  Scienza  del  moto  e dell*  equilibrio  ec» 

3.  L'  Aritmetica  è il  fondamento  di  tulle  le  Ma- 
tematiche! bisogna  dunque  cominciar  questo  studio 
da  lei,  che  è inoltre  di  tanto  uso  nella  Società. 

4.  Si  distinguono  due  sorte  d* Aritmetica:  l’or» 
^dinaria  che  ha  per  oggetto  il  calcolo  de’  numeri , a 

speciosa  o 1*  Algebra , che  abbraccia  il  calcolo  » 
-4.  rapporti  d’ogni  specie  di  quantità. 

' — — - 

:)  ELEMENTI  DI  ARITMETICA. 


* 5.  "E1’  inutile  definir  l'Unità  e la  Pluralità  ; 

tutti  ne  hanno  un’  idea  distinta.  Ma  poi- 
ché la  pluralità  risulta  da  unità  particolari , per  di- 
stinguere uua  pluralità  dall’altra  s’immaginò  il  Nu- 
mero, che  è là  riunione  di  molte  unità  simili  o pre- 
in conto  simili . (Quindi  tre , sei , venti  uomini  triti» 


Digitized  by  Google 


X a X 

filli,  doveann  essere  espressi  con  numeri  o segni  dif- 
ferenti;  e potendo  coneepirsi  infiniti  uomini,  pare» 
necessaria  p*vr  esprimerli  un’infinità  di  semi , la  cui 
moltitudine  avrebbe  oppressa  la  memoria,  e scorag- 
giti i più  intrepidi  Calcolatori.  Perciò  tutti  i nume- 
ri si  espressero  ingegnosamente  con  la  combinazione 
delle  dieci  Ci  fre  si  note  : 

®»  1»  d,  3,  4»  5,  6,  7»  8,  9 • 

Zero  , uno  , due,  tre  , quattro  , cinque  , tei , sette  , otto  , novf. 

6.  Le  ultime  nove  dimnsi  ci  fre  significative , men- 
tre la  prima  nulla  significa  se  è sola:  ma  a destra 
a un’  altra  , le  dà  per  convenzione  un  valore  dieci 
volte  più  grande;  così  per  esprimer  dieci,  o Punita 
di  diecina , si  scrive  io;.  |ter  esprimer  venti  si  scri- 
ve 20;  trenta,  quaranta  , cinquanta  , sessanta , set- 
tanta, ottanta , novanta  si  scrivono  3o, 40,00,60, 
70  , So  , 90  . Del  pi  ri  per  esprimer  cento  o /’  unità 
di  centinajo,  si  scrive  ico,  e per  esprimer  dugento, 
trecento  ec, , si  scrive  200, 3oo  ec.  Off  ni  cifra  a de- 
stra d'  un’  altra,  la  rende , come  lo  zero,  dieci  vol- 
te più  grande.  Un  5 , un  4 » e un  6 scritti  così 
„ 546,,  «un  dunque  F espressione  del  numero  cinque - 
sento  quaranta  sei  ec. 

7.  Le  tre  cifre  646  forman  la  classe  delle  uni- 
tà , diecine  e cent  ina  ja  semplici',  tre  altre  poste  in 
diritto  alla  sinistra  così  ,.  921.546  ,,  forman  la  clas- 
se delle  unità,  diecine  e centinaia  di  miglia] a , e si 
pronunziano  ,,  novecento  vent' un  mila,  cinquecento 
quaranta  sei  „ : quindi  seguon  pure  a sinistra  1« 
classi  dei  milioni  e delle  m'gliaja  di  milioni,  dei 
bilioni,  e dplle  migliaja  di  bilioni,  dei  trilioni  e.  del- 
le migliaia  di  trilioni  ec.  Onde  il  numero  semente 
1 o3o ciò  oro  i alt  81 2 600  co3  « I ivjso  in  classi , si  lcgje^ 
rà  : mille  trenta  trilioni , diecimila  bilioni , cento  venti- 
cinque. mila  ottocento  dodici  milioni  , seicento  mila, 
tre;  e il  numero  sei  trilioni , duemila  milioni  sette, divi* 
dondolo  in  classi  , si  scriverà  : 6000  000  002  000 ooc  00". 
Ciò  basta  por  pronunziar  qualunque  numero  scrittoi 
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ite  cifre  , o peìr  scrivere  in  cifre  qualunque  numerò 

pronunziato  . 

8 Con  queste  nazioni  e col  Binomio  di  Newton  ai  tro- 
va I9.  che*  1’  espresston  generale  d’  un  numero  inteto  con  de- 


cimali è lo^a  *+•  iom 


io 


c •+  re. 


lo  1 a'  -t-  lo  ‘V  . . . -+  io  "“‘"  ‘y-t-to  , óve 
m,b,c  cc. , a' ,b‘  ec.  sono  una  delle  dieci  cifre  ptiihmve  , 

. . . ...  Oli  tinta 

ed  nt  ,n  numeri  interi  e positivi:  1 che  la  potenza  m 

di  io  diminuita  di  l , è un  multiplo  di  y : 3’.  che  le  po- 

tenze pari  di  lo  diminuite  , e le  impari  accresciute  di  1 , 
«orto  un  multiplo  di  1 1 : 40.  che  il  mimmo  numero  di  n ci-’ 
* pi  «m.  « n . j<  rndL 

(Ve  è io  , il  massimo  lo  — 1 ; e la  potenza  m 

di  quello  ha  un  numero  m ( n — I ) -I-  I di  cifie  , di^  que- 

sto ne  ha  un  numero  un , o non  maggiore  di  mn  : 5 ch* 

«n  numero  di  mn  cifre  ha  una  radice  »»s£  n.a  di  n cifre:  ec. 


9^  t numeri  sono  interi  o rotti  . Nei  primi , o- 
pni  unità  è un  tutto’,  come  due  uomini,  sette,  mil- 
le ec. ; negli  altri,  ogni  unità  è parte  il"  un  tutto; 
come  due  terzi  di  lega , sette  ventesimi  di  lira  ec. 

IO.  I numeri  c tutte  1’ altre  quantità  sono  anche  razio- 
nali o irrazionali,  realt  o immaginane  già  definite  (14,1)  t 
algebriche , le  quali  derivano  dalle  volgari  operazioni  dell’ Al- 
gebra, somma  , sottrazione,  moltiplicazione,  divisione  ec  , 
o trascendenti,  che  nascon  da  operazioni  più  sublimi,  e 
son  composte  di  logaritmi,  di  seni  , d’archi  , d’  esponenti 
variabili,  di  differenziali,  d’integrali  ec.  Osserveremo  a 
tal  proposito  1°.  che  tra  due  numeri  p , q razionali  e co- 
munque contìgui,  vi  è un’infinità  d’altri  numeri  raziona- 

q — p q -4-  p 

li  evidentemente  espressi  da  p -+•  ~~T  ° da  q — ~-^r-  , 


ove  m , r son  numeri  interi  : 2°.  che  perciò  può  sempre 
aversi  una  quantità  razionale  masscgnabiimente  diversa  da 
una  data  irrazionale  o trascendente  che  sarà  dunque  un 
limite  della  razionale  ($12). 

11. Del  resto  l’Aritmetica  o aumenta  i numeri, 
il  che  si  chiama  somma , o gli  diminuisce,  il  che 
dicesi  sottrazione',  da  queste  due  dipendono  tutte 
le  operazioni  sui  numeri.  Cominciamo  dagl’ interi. 
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Somma . 

12.  Non  ri  è difficoltà  per  sommare  o faceogiie* 
re  insieme  dei  numeri  semplici  o che  non  passan  io: 
così  5 > 7 j 4 *onimati  fanno  l6 , e per  abbreviare  il 
discorso  , si  scrive  5 -4-  7 -4-  4 = 16 . Il  segno  -4- , de- 
stinato alla  somma,  si  pronunzia  più\  il  segno  = si- 
gnifica egualità  e sì  pronunzia  eguale. 

13.  Se  i numeri  da  sommarsi  son  composti , per 
esempio»  Se  si  cerchi  la  somma  di  43-2  e di  363 , 1°. 
scrivo  questi  numeri  t un  sotto  C altro , onde  le  uni- 
tà , le  diecine  , le  centinaia  ec.  si  corrispondano  in  co- 
lonna* Q.°.tiro  una  linea  al  di  sotto,  e andando  da  de- 
stra a sinistra , prendo  la  somma  delle  unità;  se  el- 
la non  passa  p , la  scrivo  sotto  la  colonna  delle  u- 
nità  ; se  passa  9 , scrivo  le  unità  e serbo  le  diecine 
per  aggiungerle  alla  colonna  seguente  : 3r.  prendo 
nel  modo  stesso  la  somma  delle  diecine , delle  centi- 
naja  ec.,  e la  scrivo  sotto  alle  colonne  corrispondenti  . 
Così  nella  prima  colonna  dico  2 -4-  3 = 5 , scri- 
vo 5 al  di  sotto:  nella  seconda , 3 -4- 6 = 9 ; 

ngo 9 : nella  terza  , 4 -4-  3 = 7;  scrivo  7 : 
somma  cercata  è 795.  Ma  se  debbo  som- 
mar tre  numeri,  6078 , 9198 , 483 , gli  scrivo 
l’un  sotto  l’altro  secondo  la  regola,  e dico*. 

8 -4-  8 -4-  3 = 19  o sia  una  diecina  e 9 unità  ; 
scrivo  9 sotto  la  colonna  dell’unità  , e ten- 
go la  diecina  per  la  seguente.  Dico  poi-? 

3 ,-4-7-t-9-4-8  = 2.5;  scrive»  5 sotto  la  se-  lòjòq 
ronda  colonna  e tenute  le  due  diecine  per  la  se- 
guente, dico:  2, -4-0-4- 1 -4- 4 = 7 » e pongo7;  final- 
mente dico:  6 -4- 9 = l5  , e perchè  questa  è l' ultima 
colonna,  scrivo  i5  tutto  di  seguito:  la  somma  è 
15759.  Per  assicurarsene  si  rifaccia  1"  operazione  pren- 
dendo la  somma  delle  colonne  di  basso  in  alto  ; se 
si  operò  bene,  deve  tornare  la  stessa.  Ma  bisogna 
abituarsi  a ben  separar  le  colonne,  a ben  formar  le 


432 

363 

795 

6078 

9198 

483 
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cifre,  e ad  aggiungere  alla  colonna  eegnente  ciò  cLf 
ai  ritenne  nella  precedente* 

Sottrazione . 


l4»  tja  sottrazione  fa  trovar  la  differenza  di 
due  numeri,  cioè  il  resto  d*  tui  di  essi  quando  «e 
ne  è tolto  l’ altro . Nei  numeri  semplici  si  trova  sen- 
za calcolo:  per  esempio,  togliendo  a da  5 rimani, 
differenza  fra  a e 5.  Questa  operazioné  si  esprime 
così  : 5 — 2 = 3 ( il  segno  significa  meno  ) . 

l5»  Nei  numeri  composti , metto  il  pi.il  piccolo 
gotto  al  più  grande  3 come  nel  sommare  , e tiro  li- 
na linea  ; cominciando  poi  da  destra  , scrivo  sotto 
ciascuna  colonna  le  differenze  tra  le  due  cifre  di 
sopra,  ed  ho  la  differenza  totale  tra  i due  numeri. 
Così  per  sottrarre  243  da  695,  gli  scrivo  come  - 
Vedete , e,  dico  : 5 — *3  = 2 che  pongo  sotto  le  * 
unità : 9 — 4 — ^ che  schivo  «otto  le  diecine:  24^ 

6 — 2 = 4»  c^e  P°ngo  «otto  le  centinaia:  la  77^ 
differenza  è dunque  452. 

1&  Allorché  la  cifra  inferiore  è più  grande 
della  superiore , aggiungo  a questa  una  diecina 
presa  dalla  sua  prossima  a sinistra  ■:  e dalla  cifra 
così  aumentata  sottraggo  V inferiore  : manca  perciò 
un’unità  alla  superiore  che  segue.  Così  per  sottrar 
38  da  64,  dico:  4 — 8 non  si  può:  stacco  un’unità 
dal  6 e la  trasporto  alla  colonna  delle  unità  dove 
ella  vai  io,  e aggiungendo  queste  10  unità  alle  4» 
dico  14  — 8 =6:  poi  5 — 3 = 2:  la  differenza  è 26. 

17»  Se  la  cifra  che  segue  a sinistra  sia  zero,  o 
•’  egli  stesso  sia  seguito  da  altri  zeri , si  andorà  in- 
dietro fino  alla  cifra  da  cui  può  slaccarsi  un’unità. 
La  decomposizione  di  quest’unità  cangia  in  tanti  9 
gli  zeri  precedenti , e resta  una  diecina  per  la  cifra 
che  era  più  piccola  dell’  inferiore . Per  sot-  O()0 

trar  18  da  200  dico  : c — 8 non  si  può  ; 1*  u-  g 

nità  staccata  dai  2 si  decompone  in  diecine, 

«e  ne  lasciai!  9 in  luogo  del  secondo  zero, 


Dìgitized  by  Google 


K « )( 


« posta  la  decima  in  luogo  del  primo,  dico: 

io  — 8=2;  9 — 1=8  ; l — o = l,e  resta  Zcoo 

182.  Coat  per  sottrae  1296  da  3©co,  dirò:  1206 

le  — 6 = 4‘>  9 9 — °>  9 — 2 — 7 > 3 — 1 = 

1 , e resta  1704. 

18.  La  sottrazione  ai  fa  anche  in  altro  modo  . 
Per  sottrar  2964  da  ifijl  8*  dirà  : dalla  ei- 
fra  inferiore  4 non  può  andarsi  alla  «upe-  t<)64 
riore  1 che  è più  piccola , ma  andando  all, 

In  differenza  è 7 che  scrivo,  e porto  1 per-  it'°7 
che  sono  andato  ali:  parimente  da  6 , -+  1 ( = 7 ) 
andando  a 7 , la  differenza  è o che  scrivo4,  quindi 
da  9 non  può  andarsi  a ó , ma  andando  a i5,  la 
differenza  è 6 che  scrivo,  e porto  1:  infine  da  2, 
-4-  1 ( = 3 ) andando  n ls  differenza  è 1 che  scri- 
vo ; e il  resto  è 1(107. 

ig.  Per  verificar  la  sottrazione ,'  sommo  il  resto 
col  minor  numero , e se  la  somma  eguaglia  il  mag- 
giore , V operazione  è ben  fatta  ; poiché  un  tutto  d*- 
ve  eguagliar  le  sue  parti  prese  insieme  . 

Moltiplicazione . 

20.  La  moltiplicazione  fa  trovar  prontamente  la 
somma  di  un  numero  che  si  vuol  prender  più  volte. 
Cosi  per  trovar  la  somma  di  12  preso  9 volte,  invece 
di  sommar  9 volte  il  12,  il  che  sarebbe  lumto,  si 
moltiplica,  e si  trova  subito  die  la  somma  è 108» 

21.  Pur  talvolta  la  somma  è pre- 
feribile . Vogliasi  un  numero  k‘  tale 
che  ioi4’-»-52  formi  un  quadrato. 

Poiché  101  -+  52  non  può  esserlo  (167), 
ripeto  tot  finché  la  somma  non  ripu- 
gni al  quadrato  (l6?):  ma  456  non 
essendo  quadrato  , continuo  a ripeter 
loi  finché  trovo  il  quadrato  961 . Con- 
to allora  > tot  che  ho  scritti , cd  ho 
k'  = 9 , che  non  sarebbf  venuto  sì  pre- 
sto moltiplicando  tot  per  1,2,3  ec. , 
c aggiungendo  52  a ciaicun  prodotte 


loi 

5* 

lol 

101 

lOI 

456 

101  1 
lol 
loi 
lol 
101. 

961  = 31*, 
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22.  In  quell’ esempio,  12  si  chiama  il  Moltipli- 
cando. 9 il  Moltiplicatore  e 108  il  Prodotto  : io 
penerale,  il  moltiplicando  e il  moltiplicatore  si  chia- 
Diano  le  radici  o i fattori  del  prodotto. 

23.  Se  in  luogo  di  sommar  nove  12  si  sommi- 
no dodici  9,  verrà  la  stessa  somma  108;  onde  preso 
ad  arbitrio  l’  un  de’  due  numeri  per  moltiplicando % 
V altro  sarà  il  moltiplicatore  > e il  prodotto  non  va- 
rierà . 


2/j.  Se  i numeri  son  semplici , si  vede  facilmen- 
te che,  per  esempio,  il  prodotto  di  2 moltiplicato 
per  3 è 6 , il  che  si  esprime  così  : 2 X 3 = 2 . 3 = 6 
(il  segno X° il  punto  messo  tra  due  numeri,  significa 
moltiplicato  per  ) ; così  3 X 4 — 12  ; 7 ■ £ = 33  ec.  Im- 
parati perciò  i prodotti  di  tutte  le  combinazioni  dei 
numeri  semplici  da  2X2  = 4 fino  a 9 X 9 ==  Si  , per 
moltiplicare  i compisti,  come  32  per  24 , 1°.  pongo 
il  moltiplicatore  ( questo  è per  lo  più  il  minore  ) sot- 
to il  moltiplicando , e tiro  una  linea:  2°.  scrivo  da 
destra  a sinistra  il  prodotto  di  ciascuna  cifra  7 
(lei  moltiplicando  per  ciascuna  del  moltipli- 
catore ,•  e dico  : 2X4  = 8,  scrivo  8 ; 3 X 4 ^ ì 

12,  si-rivo  12;  pii  scrivo  pur  da  destra  a ti-  128 
nistra  ( sotto  la  colonna  delle  diecine  ) il  prm-  64 


dotto  del  moltiplicando  per  le  diecine  del  mol-  ,-J 
tipi i catare  , e dico  : a X 2 = 4 ’ scrivo  4 sotto  le  ‘ 
diecine  ; 3X2  = 6,  scrivo  6 a sinistra  ; 3°.  som- 


mo questi  due  prodotti  parziali , e il  prodotto  tota- 
le è 7fi8 . 

2ii.  Infatti  moltiplicar  3-2  per  24  significa  som- 
mare ii  3-2  quattro  volte  e due  di*  cine  di  volte  (20): 
ma  sommandolo  quattro  volte  , vengono  8 unita  , a 
diecine,  e l cenliuajo;  e sommandolo  due  diecine  di 
volte,  vengono  4 diecine  e 6 centinaja;  dunque  pò- 
che F unità  , le  diecine  ec.  debLon  collocarsi  nelle 
loro  respettive  colonne  (l3),  scrivendo  i prodotti 
parziali  con  la  regola  dal»,  si  otterrà  il  vero  pro- 
dotto totale . 
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Tleblia  moltiplicarsi  564  per  249-  Scrit- 
ti i due  numeri  l’un  sotto  l’altro,  molti- 
plico  tutto  il  564  per  le  9 unità  del  molti- 
plicatore , e dico  : 4 X 9 = 36 , scrivo  6 e 
porto  3;6X9=:545H-3  = 57;  scrivo  7 e 
porto  5;5X9  = 42>~4"5  = ik)>  scrivo  tut- 
» tyj  il  5o , perchè  la  moltiplicazione  per  la 
prima  cifra  è finita , Moltiplico  per  le  4 
diecine  del  moltiplicatore  il  564  dicendo:  4X4=3 
16  ; scrivo  6 tra  lo  diecine  e porto  1 3 6 X 4 ^ 24  » _+* 
1 = 25  3 scrivo  5 e porto  235X4—20»-*"2"22» 
scrivo  22.  Infine  moltiplico  564  per  le  2 centinaj» 
del  moltiplicatore  dicendo  : 4 X 2 ^ 8 3 scrivo  8 tra 
le  centinaia  3 6 X 2 = 12 } scrivo  2 e porto  l;5Xa 
lo  , -4-  1 = il  3 scrivo  il  » Il  prodotto  totale  è 
x4o436, 

26,  Quando  vi  son  degli  aeri  al  fin  dell*  uno  o 
dei  due  fattori,  si  moltiplican  l’ altre  cifre,  e si  u- 
niscono  al  prodotto  gli  aeri  tralasciati  : cosi  per 
moltiplicar  120  per  120,  preso  12  X *44  > *• 
ha  14400. 

27,  Per  riprova,  tolgo  dai  fattori  564>249(2^) 
una  cifra  qualunque,  per  esempio  il 5,  quante  volt® 
si  può,  e' noto  i due  avanzi  4>45  molti- 

plico  tra  loro , e dal  prodotto  16  tolgo  il  5 4 1 
quante  volte  gì  può,  notando  l’avanzo  1:  infi-  ^ j 
no  anche  dal  prodotto  1 40436  tolgo  il  5 quan- 
te volte  si  può , e se  1’  avanzo  sia  parimente  1 , 1® 
moltiplicazione  è ben  fatta . 

Poiché  sieno  F ( = gB  -e  tu  ) ed  F ( = 9C  •+  n \ i due 
fattori  che  contengono  B , C volte  la  cifra  qualunque  q con 
gli  avanzi  m , n di  cui  sia  il  prodotro  mn  = gQ  -+•  r : si  a« 
vra  F x F'  = g*BC  -+goB-+.  qmC  -4-  gD  -e  t • Ora  è chia- 
ro  che  tolto  g quante  volte  si  può  I°-  da  F , resta  m ; 
i!°.  da  F' , resta  a;  30.  da  mn,  resta  r;  40.  da  FxF'  , n | r 
resta  parimente  r . 

28,  Gli  Aritmetici  preferiscono  all’ altre  la  ci-», 
fra  9,  e però  questa  operazione  si  chiama  la  prov q 

dei  9*  • 
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'del  9.  Attesa  la  natura  della  nostra  Aritmetica  (5), 
tolto  ilg  quante  volte  si  può  da  io  , da  toc . da  lcco 
ec.  ,da  20 , da  200,  da  2ocoec.,  da  3o,  da  3co,da  3coo 
te. , resta  sempre  1 , 2 , 3 ec.  ( 8.  2°.  ) ; dunque  per 
togliere  il  9 da  un  numero  — 5co  -+■  60  -+■  4 » 
basta  toglierlo  da  5 -+•  6 -4-  4 5 0 sommar  le  cifre  del 
dato  numero  coinè  se  fossero  unità  , e toglierne  il  9 
a misura  che  si  forma  sommando.  Ciò  rende  la  prò» 
va  più  facile , 0 perciò  il  9 fu  preferito , 

29.  La  prova  del  9 può  fallire  : se  traspongo  le  cifre 
d’ un  prodotto,  se  metto  in  esso  degli  zeri  in  luogo  di  9, 
Se  tralascio  dei  9 ec. , torna  la  prova  , e il  prodotto  è fai» 
so  . Ma  errori  ben  difficili  a commettersi , non  debbono  im- 
pedir l’uso  d’  una  regola  si  spedita.  Del  resto,  la  divisio- 
ne direttamente  verifica  la  moltiplicazione  (42}. 

Divisione  , 

i 

3c.  La  divisione  fa  trovar  quante  volte  un  nu- 
mero entra  in  un  altro;  e come  non  vi  può  en*raf 
se  non  quante  volte  ne  può  esser  sottratto,  la  divi- 
sione è una  compendiosa  sottrazione.  Così  prsa|»er 
«mante  volle  il  4.  «la  Opl  120,  in  vece  di  sottrai r# 
il  4 da  120  quante  volte  gi  può  ( il  che  sarebbe  lun- 
go ) divido,  e trovo  subito  ohe  vi  sta  3o  volte. 

31,  In  questo  esempio,  120  si  chiama  il  Div'- 
’dendo , 4.  il  Divisore,  e 3o(che  mostra  quante  coi- 
te il  4 sta  in  1 30  ) diersi  il  Quoziente , 

32.  Perciò  1°,  il  prodotto  del  tlivisore  per  il  quo- 
ziente è eguale  a l dividendo  onde  un  quoziente  è 
esatto  se  moltiplicalo  per  il  divisore , riproduce  il 
dividendo;  e pitiche  il  dividendo  è ua  prodotto  i cui 
fattori  sono  il  divisore  ed  il  quoziente , dato  un 
prodotto  ed  un  fattore,  ae  quella  si  divida  pei  que •» 
sto  , si  avrà  l'  altra  fattore ? a°,  per  far  tT  una, 
quantità  un  dato  numero  di  parti  eguali  , la  divi- 
do per  questa  nurnetu,  e il  quoziente  dava  la  gran •* 
fjxAZà  di  ciascuna  parte  : così  qeU’  esempio  pòco» 
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dente  (3o)fl  120  è divino  in  4 parti  eguali)  ciascn- 
na  delie  quali  è 3o . 

33.  Or  se  i numeri  da  dividersi  son  sempliei  , 
facilmente  si  vede  che,  per  esempio,  8 contiene  4 
appunto  2 volte,  o che  il  quoziente  di  8 diviso  per 

v 8 

4 è 2 ; ciò  si  esprime  così  ? — = 8:4  = 2(la  linea  o 
i due  punti  messi  in  questo  modo  tra  il  dividendo 
« il  divisore , significano  diviso  per  ) : cosi  - ■=  8 ; 


15 : 3 = 5 . 

Quando  il  quoziente  non  è esatto  (come  se  si  divi- 
da q per  4?  dove  il  4 sta  nel  9 più  di  due  volte  ma  mo- 
llo di  3,  e perciò  il  quozi*  nte  vero  è fra  2 e 3 ) scrivo  per 
quoziente  il  più  piccolo  dei  due  numeri  fra  cui  è il 
vero  quoziente , e allato  ad  esso,  il  resto  diviso  per 
il  numero  divisore.  Per  esempio,  dico:  9 contien  4 
due  volte  e più,  ma  non  3 volte:  scrivo  dunque  2 


Jrr  quoziente , c r -sta  1 onde  — = 2 — , cioè  9 divi- 
so per  4 dà  2 per  quoziente,  ma  resta  ancora  un  u- 

hità  del  9 da  dividersi  in  quattro  parti . Cosi  - = 

_ i 8 2 ** 

3 — -,  — = 2 — . 

9 3 3 

34.  Osservazioni . I.  Se  il  divisore  è più  grande 
del  dividendo,  come  se  debba  dividersi  4 P,r  7»  s* 


scrive  — , e questo  è il  quoziente . Tali  quozienti , 

e generalmente  tutte  le  espressioni  indicanti  divisio- 
ne per  mezzo  di  una  linea  o di  due  punti  (33),  si 
chiamano  Rotti  o Frazioni  ( 9 ) . 

3.3.  TT.  Una  quantità  che  può  dividersi  senza 
resto  per  un’altra,  è multipla  di  questa;  cioè  du- 
pla , tripla  ec.  se  il  quoziente  è 2.3  ec. ; e questa 
e sum multipla  o aliquota  della  prima,  cioè  suddu- 
pla , suttrip/a  ec.  se  entra  nella  prima  2 volte  - 3 ec. 
Così  ic  è duplo  di  5;  18  è triplo  di  6;  8 è multiplo 
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2;  ogni  nummi  è multiplo  d’i  ep.  : all’ in- 
contro 2 è sum multiplo  di  tutti  i numeri  pari;  5 lo 
è di  tutti  i numeri  terminati  in  5 oppure  in  o ec.  Ma 
la  quantità  che  divisa  per  un’  altra , lascia  un  resto , 
dicesi  prima  a quest’  altra,  e ambedue  si  chiamati  pri- 
me tra  loro : così  8 e 5 , l4  3 *°n  ptinti  tra  loro. 
Per  resto  ti’  intende  in  generale  ogni  numero  che 
tolto  dal  dividendo,  rende  esalta  la  divisione;  onde 
il  resto  può  aumentarsi  a piacere  o diminuirsi  d’  un 

multiplo  qualunque  del  divisore  *.  così  il  resto  di  — 

3 

è 2,  ed  è anche  2±=3,2±=6,2i=9ec. 

36.  III.  La  forinola  dei  multipli  d’  un  numero  n è 
nm  , preso  successivamente  m = | ,2, 3 ec.  : cosi  se  n = 3, 
i multipli  di  2 o i numeri  pari  si  esprimeranno  con  sm, 
onde  la  formula  degli  impari  sarà  a»»  Jt=  I • Se  « = 3,4,5 
ec. , i multipli  dì  3,  di  4,  di  5 ec.  saranno  3/n  , 47/1  , 5«i 
ec.  Quindi  ogni  numero  intero  è compreso  da  una  delle  due 
formule  3/n  , ini  ±3  1 ; e secondo  1’  occorrente,  si  esprìme 
pur  con  3/n  , 3/n  ±r  1 ; con  4/n  , 4/n  1 , 4/n  ±=  2 ; con  f,m , 

57/1  ±=  I , 5 m ±=  2 ; con  6m  , 6 m ±=  2 per  i pari  , e 6 m ±=  I , 
6m  3 per  gl’ impari , d'onde  si  ha  che  6"i  fc  3 essendo 
multiplo  di  3,  tutti  i numeri  primi  , fuorché  2,3  son  della 
forma  6>n  rfc:  t . Gasi  possono  aversi  altre  fotmule  Ma  ecco 
alcuni  utili  teoremi,  da  dimostrarsi  in  parre  con  questi  prin- 
cipi, ed  in  parte  con  la  formula  del  Binomio:  1°.  la  som- 
ma, la  differenza  e il  prodotto  di  due  numeri  pari,  è pa- 
ri : 2e.  la  somma  e la  differenza  d’  un  pari  e d’  un  impa- 
ri, sono  impari:  30.  il  prodotto  d’  un  pari  per  un  impari  , 
è pari  : 40  perciò  afa  — 1 ) è sem  ’te  pari  : 50.  la  somma 
e la  differenza  di  due  impari,  è pari;  6°.  il  prodotto  di  due 
impari,  è impari:  ?°.  se  a non  sia  multiplo  il  3,  lo.  saia 
2a*  -+  I : 8°-  perciò  a ( 2a*  ■+  I ) è sempre  multiplo  di  3; 
9°.  se  gli  interi  a,b  non  gieno  multipli  di  3,  lo  saia  sem- 
pre a -pò  ed  a — b : to#.  perciò  a*r  — ò2r  è sempre  mul- 
tiplo di  3 se  a.b  non  lo  sieno:  110,  se  a ±=  b sia  multi- 
plo di  p,  i resti  di  u e di  b , divisi  per  p,  saranno  zero; 
onde  non  curati  i multipli  di  p,  sarà  a b = o ed  a = 

=F  b : 12°.  se  p sia  numero  primo  , lo  saia  pur  c?  1 — 1 
•e  c non  lo  sia , ed  anche  c^  ^ 1 — ^ se  c,d  non  Io 
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eicflo  : l3*.  *e  «appesti  a,b,c  ec.  numeri  interi  dati»  il 

polinomio  axn  *+  bxn  1 -t-  cxn  -t*  a sia  mul* 

.t  pio  di  1)  quando  * = F,F'.F"  ec  , Io  sarà  anche  quan- 
di x = F ir  n>D,  F'  ir  «D,  F"±=  pD  ec.  > supposti  m,n,p 
ec.  numeri  interi:  140.  onde  i valori  di  x indipendenti  tra 

loro  ed  arti  a tendere  il  polinomio  axn  ec.  multiplo  di  D, 

D D 

Eon  tutti  compresi  tra e -4-  — . 

3 2 

37*  IV*  Ogni  numero  intero  non  multiplo  di  ni- 
tro intero  maggior  dell’unità,  si  chiama  numero 
j^rìmo . Onde  un  numero  primo  non  potendo  finire 
jnc.2,4  ,5,6,8  perché  i numeri  così  terminati  son 
divisibili  per  2 o per  5(35),  finirà  in  1,3, 7,9. 
Su  questo  principio  è costruita  la  Tavola  dei  nume- 
ti  primi  fino  a looooo,  che  è al  fin  di  quest’ Ope- 
ra . T numeri  vi  son  disposti  sotto  la  lettera  N pur- 
ché l’ ultime  due  cifre  si  rerchino  nella  prima  o ulti» 
ira  fila  orizzontale:  così  per  sapere  se  85577  ® nume- 
ro primo,  cerco  855  sotto  N,  e 77  in  alto  n in  bas- 
so, e poiché  dirimpetto  a 855  e sotto  77  trovo  un 
punto,  il  numero  è primo.  8e  nel  modo  stesso  cerco 
9798.3,  troverò  3,  il  che  significa  che  3 è il  mini- 
mo divisore  o elemento  di  97983*.  divido  infatti  per 
3>  ed  ho  32661  che  cerco  parimente  nella  Tavola  ; 
trovo  3,  ppr  cui  pur  divido,  ed  Ottengo  10887  sotto 
cui  trovo  3;  divido,  e viene  3629,  sotto  rui  trovo 
19;  divido,  e viene  191,  sotto  cui  trovo  un  punto, 
ernie  191  è numero  primo:  perciò  gli  elementi  di 
97083  sono  3 x 3 x 3 X 19  X 191 J dai  quali  poi  si  ri- 
cavano i divisori  de]  nu- 
mero. sol  che  disposti  «-li 
clementi,  come  qui  <li 
faccia  nella  colonna  A, 
ti  moltiplichi  ciascun  e- 
lemento  inferiore  per  t ut- 
li  i numeri  superiori  , 
lasciando  i «rio  scritti . 

Quindi  i divisori  di 


A Divisori  di> 

li  979*3 

3; 

3-,  9; 

3;  c—, 

10*.  5-  I71  ; 5l3; 

19I;  573;  1719;  5l57 
3*inp-  10887;  3j66i; 
979*3. 
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q*q83  sono  come  qui  si  vede , dei  quali  prendendo 
il  primo  e l’ultimo^  il  secondo  e il  penultimo  ec. 
ordinatamente , si  hanno  a 2 a 2 i /attori  dì  97983 

triX  97983  = 3 X 32661  = 9 X 10887  = 19  X 51.97 

*=27  ><3629= 57  x 1719==  171  x 573  =191x513. 

Dal  che  segue  1°.  che  supposti  p,q,r  ec.  gli  clemen- 
ti d’  un  numero  N ripetuti  g ,h  ,tn  ec.  volte,  sarà  N =s 


p*  qh  r"  ec.,  e nell’ esempio  di  sopra,  ove  />  = 3 e £=3, 
q sts.  19  ed  h = 1 , r = 191  ed  m = 1 , si  ha  N =e  97983  — 

3* . 19.191  : a°.  che  tutti  i divisoti  di  N sono  { i ,p,p’,...p*  ) 

(*.».?*••••?*)(  ' ec.:  3*.  che  i termini  di  que- 

sti fattori  superando  di  l le  unità  di  g,h,m  ec- » il  nume- 
ro dei  divisori  di  N è ( 1 -+£)  1 1 H-  h ) ( 1 -+/n)  = 16  nel 
nostro  esempio.  Avverto  poi  che  se  N eguagli  la  somma 
di  tutti  i suoi  divisori , come  è il  6,  il  28  ec. , egli  si  chia- 
ma numera  perfetto  . 


38.  Il  metodo  stesso 
srale  anche  per  le  quanti- 
tà algebriche  , e si  han- 
no qui  di  faccia  gli  ele- 
menti e i divisori  di  2 ab* 
— 6a*C. 


1 t 

2 i 

a ; la  ; 

b%  — 3°r 
ab* — 3a*u 


Div'sori  di 
2abx  — 6a*c 

ih*  — 6ac  ; 

; lab*  — 6u1c. 


,39.  Sia  ora  il  dividendo  un  numero  composto  « 
il  divisore  un  numero  semplice  : 1 °.  cerco  quante 
volte  il  divisore  sta  nella  prima  cifra  si/iistra  del 
dividendo  ( poiché  cosi  si  fa  sempre  la  divisione): 
2°.  scrivo  il  quoziente  sotto  alla  corrispondente  ci- 
fra del  dividendo  : 3*.  cangio  in  diecine  f avanzo  , 
se  vi  è , l’  unisco  alla  cifra  seguente , e replico  f ope- 
razioni finche  sian  divìse  tutte  te  cifre  del  divìdendo. 
Così  per  dividere  7953  per  3 , scrivo  il  3/705,5 
divisore  a sinistra  e poi  dicor  in  7 quan-  n65i 

te  volte  entra  il  3?  2 volte;  scrivo  2 sotto 
il  7:  unisco  T avanzo  1 cangiato  in  lo , al  9 seguon- 
' le,  onde  ho  19,  e dico:  in  19  quante  volte  il  3 ? 
6 volte;  scrivo  6 sotto  il  9 , e il  resto  1 unito  al  5 
seguente  fa  l5:  quindi  trovo  5 e poi  l per  quozien- 
ti senza  resto;  onde  3 entra  26ji  volte  in  7953- 


Digitized  by  Google 


)(  *4  )( 

/jO.  Ogservazioni . T.  Si  rominria  la  divisione  a 
sinistra  affinché  i resti  delle  prime  cifre  possano  unirsi 
alle  seguenti  ; cominciando  a destra  , bisognerebbe 
spesso  tornare  indietro.  II.  Se  la  prima  cifra  del 
dividendo  è più  piccola  del  divisore,  si  dividon  su- 
bito le  prime  due . III.  Quando  fatta  una  divisio- 
ne non  vi  è resto  e la  cifra  seguente  è più  pic- 
cola del  divisore,  si  mette  zero  nel  quoziente,  e la 
riffa  avanzata  si  unisce  al  solito  con  la  seguente 
se  vi  è;  Jft  zero  nel  quoziente  conserva  il  valor 
respettivo  dell’ altre  cifre.  IV.  Bisogna  ricominciar 
la  divisione  e farla  meglio,  (piando  il  resto,  che 
sempre  dee  esser  più  piccolo  del  divisore,  lo  egua- 
glia o lo  supera . V.  Non  si  può  mai  metter  più 
di  p nel  quoziente,  perchè  la  nostra  Aritmetica 
è decimale  ( 6 ) . 

4l.  Tnfìne  ge  il  dividendo  e il  divisore  gon  nume- 
ri composti,  se  per  esempio  ho  da  dividere 
per  3 6-2,  scrivo  questi  due  numeri  co- 
ine  sopra;  poi  dico:  le  tre  prime  ci-  4°7 

fre  147  del  dividendo  non  contengo-  3G2  — l474f  > 
no  le  tre  del  divisore , astraendo  dal  2675 

valor  relativo  di  147  (7);  dunque  1 4 1 

prendo  le  prime  quattro  1 474 1 0 dico: 
il  3 in  14  entra  4 volte  e resta  2 , che  eoi  seguente 
7 dò  27 , e il  6 ( seconda  cifra  del  divisore  ) entra 
pur  4 volte  in  27  e resta  3,  che  col  seguente  4 dà 
34  ) in  cui  l’ultima  cifra  2 del  divisore  entra  pur  4 
volte;  gerivo  dunque  4 nel  quoziente,  che  si  pone 
lungo  una  linea  condotta  sul  dividendo.  Moltiplico 
il  divisore  3^2  per  il  quoziente  trovato  4>  e sol~ 
hat'go  a mente  { l8)il  prodotto  dal  dividendo  1474 
dicendo:  4X2::=^,  e Rndando  a 14(18)  resta  6 
che  scrivo  sotto , e porto  1 ; 4X6  = 24j-4-T=25, 
e andando  a 27  resta  2 , che  scrivo  accanto  a 6 , e 
porlo  2;  3X4  ^ 12,-t-  3 — i4 ’ e andando  a l4 
resta  o . 

Accanto  al  resto  2j  abbasso  la  quinta  cifra  7 eh* 
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aescno  con  un  punto  per  riconoscere  di  mano  in  ma- 
no ove  io  sono,  e ho  da  dividero  267  per  362,  ii 
che  non  estendo  possibile  , scrivo  o nel  quoziente 
(40)5  ed  abbassata  1’ ultima  cifra  5,  ho  da  divide- 
re 2(176  per  36-2  . Dico  dunque  : il  3 in  26  entra  8 
volte  e resta  2,  che  col  semente  7 dìi  27:  ma  il  6 
in  27  non  entra  8 volte  ; torno  dunque  daccapo , e 
dico  : il  3 in  26  entra  7 volte  e resta  5 , che  col 
seguente  7 dà  37 , e il  6 iu  67  entra  pur  7 volte  e 
avalli!»  l5,  che  col  seguente  5 dà  166,  in  cui  en- 
tra pur  7 volte  l’ultima  cifra  2 del  divisore;  scrivo 
dunque  7 nei  quoziente,  e per  7^  moltiplico  il  divi- 
sore 362  dicendo  ( 18):  2 X 7 = 1 4 5 andando  a i5, 
resta  1 che  scrivo  sotto , e jxirto  l ; 6X7  = 4*.  H- 
1=43  e andando  a 47  j resta  4 che  scrivo  accanto 
a 1,  e porto  4»  3 X 7 =*  2 1 , -+•  4 = 26  e andando 
a 26}  resta  1 che  scrivo  accanto  a 4 1 > e il  quozien- 

, . v . 141  ' 

te  completo  e 407  - , 

42.  La  ripiova  si  fa  aggiungendo  il  resto  al 
prodotto  del  divisore  per  il  quoziente',  la  lur  somma 
dee  ujiuajilia re  il  dividendo.  Poiché  se  36-2  è conte- 
nuto 407  volte  in  1 47475  col  resto  141  ( 41  ) , sarà 
362  X 4<>7  — t-  l4l  = \ 4747^  (32) . Quindi  la  divisione 
è Ì operazione  invasa  della  moltiplicazione , e que- 
ste due  regole  si  servono  scambievolmente  di  riprova  . 

43.  Si  fa  anche  la  riprova  sopprimendo  i 9 con- 
tenuti r.  nel  divisore,  2V.  nel  quoziente,  3°.  nel 
prodotto  dei  loro  resti,  4 • nel  dividendo,  e i duo 
ultimi  resti  debbono  essere  ejruati  come  nella  moiti- 

II  ira  zinne,  (27).  Ma  se  la  divisione  ha  un  resto, 
isolila  sommarlo  col  prodotto  dei  resti  del  divisore 
£ del  quoziente,  e toglier  dalla  somma  i 9 : rosi 
dal  divisor  362  e dal  quoziente  407  si  hanno  i re- 
sti 2 e 2;  il  loro  prodotto  è 4 5 che  col  resto  141 
dà  146;  tolto  il  9,  resta  1 che  restando  , 
ambe  dal  dividendo  > mostra  esat-  — j . *— 

ta  i’  operabile . - \ 4 


X >6  X 

44-  Osservazioni . I.  Se  il  dividendo  e il  divisore  fin?» 
(cono  in  zen,  ne  tolgo  ad  ambedue  lo  stesso  numero:  coai 

4|^ooo  __  4}Z°  , . _ _4  , II.  Se  ii  solo  divisore  finisco 

2500  25  5 

in  zeri  , separo  a destra  del  dividendo  un  cgual  numero 
di  cifre,  «livido  te  rimanenti  di  questo  per  le  rimanenti  di 
quello,  congiungo  il  resto,  se  vi  è,  alle  cifre  separate,  e 

tic  fa  „„  rotta.'  coti 


Sóoo 


36  30cq 


300* 


(53).  Ili  II  quoziente  ha  tante  cifre  quanti  sono  i pun- 
ti sotto  il  dividendo  : onde  fin  da  principio  si  sa  quante 
cifre  avrà  il  quoziente.  IV.  Preso  a caso  un  dividendo  D 
ed  un  divisore  d , si  può  scommettere  d — t contro  1 che 
la  divisione  non  «ara  senza  resto.  V.  Se  diviso  un  nume- 
ro n per  d e per  d‘ , si  abbiano  i quozienti  q,q‘ , sarà 

~l—  — • VI.  Per  aver  prontamente  ii  resto  d’  un». 


dd 


c*»»*ec.  c» 

lunga  divisione  — — — , osservo  che  se  — dà  un  quozien- 
te q ed  un  resto  — , sarà  c"  ~pq  -+  r , onde  cmn  = ( pq  •+. 

r )* , binomio,  i cui  termini,  fuorché  r” , son  divisibili  per 

p-,  diviso  dunque  r*  per  p , ho  lo  stesso  resto  che  avrei 

dividendo  c"*  ec.  Cosi  volendo  il  resto  di  3.—  , trovo  =es 

idi’ 

e per  1 8 1 divido  1*.  il  7’=;  343;  il  resto  è 163 

ovvero  — 19  f 35  ) : a*,  il  — 19'  = — 0859-,  U testo  è — 

16*2  ovvero  19:3°.  il  19*  = 3476  ovvero  9;;  ; il  resto  è I: 

180 

4°  1’  14  ; il  resto  è r,  dunque  il  resta  di  i — è I , come 
si  sa  ( 36  . 14*.  j . Idi 


DEI  ROTTI 


Natura  dei  Rotti;  loro  valore  e loro  paragone. 

45.  I J intero  diviso  in  parti , si  riproduce  dal- 
la lor  riunione;  se  dunque  ne  manchi  alcuna,  si  a-*. 
Tra  un  Rotto  o una  Frazione  v 

46.  LT  ideai 
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V idea  di  frazione  comprende  perciò  il  nu* 
mero  e la  specie  delle  parti  in  cui  fu  diviso  1’  in- 
tero, parti  che  si  suppongono  eguali  (32.2°.):  cosi 

— ( che  si  pronunzia  4 diviso  per  5 o quattro  quia* 
5 

ti  ) esprime  4 parti  delle  5 eguali , in  cui  1 intero 
fu  diviso:  il  numero  supcriore  4 le  numera  e si  chia- 
ma Numeratore , l’interiore  5 le  nomimi  e difesi 
D enominatore  : ambidue  sono  i Termini  del  rotto . 

47-  Un  rotto  è proprio  > apparente  o improprio 
Secondo  che  il  numeratore  è minore,  eguale  o mag* 

priore  del  denominatore  : così  r » p ec*  800  propr  j , 

perchè  son  meno  di  tutte  le  parti  dell’ intero  o dell’ ui 

trita  ; = 1 = i-j  ec.  (33)  sono  apparenti,  perchè  soli 

tutte  le  parti  dell’  unità  : — = 3 , = 5 -4-  — ec. 

nono  improprj , perchè  son  più  di  tutte  le  parti 
dell’  unità  . 

48.  Di  due  rotti  con  lo  stesso  numeratore , 
quello  che  ha  un  minor  denominatore  è più  granfia 

perchè  son  più  grandi  le  sue  parti;  così  \con 

lo  stesso  denominatore , quello  è piu  grande  che  Uà 
un  maggior  numeratore  perchè  ha  più  parti  ; cosi 

*?  > — . 

3 3 

49.  U valor  di  un  rotto  non  si  altera  o si  molti- 
plichino o si  dividano  i suoi  termini  per  un  medesi- 
mo numero.  Infatti  dividendo  2.3  |H*r  2,  e 2. 3. 5 
per  2.5,  si  ha  sempre  il  quoziente 3 (32);  dunque 

2 3.5 

— ■ =c , moltiplicando  o dividendo  i due  termini 
per  5 . 

50.  Onde  vi  è un  infinità  di  rotti  dello  stessa 
valore  benché  espressi  in  termini  differenti  ; coti 
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a 6 t8  6 i . , . 

— = — , ove  ì due  termini  del  primo  snn 

72  36  .32  r 

divisi  per  2 , quei  del  secondo  per  3 , e quei  del 
terzo  per  6,  clie  han  dato^-,  visibilmente  eguale  ai 
precedenti  . 

Operazioni  preliminari  sui  Rotti . 

5 1.  Trasformar  gli  interi  in  rotti  . Si  dà  a un 
intero  la  forma  di  rotto  1 °.  col  dargli  1 per  dono- 

ó d 

minatore:  così  6 è ^ , 8 = -j-  ec.  : 20.  col  moltiplicar- 
lo per  un  dato  denominatore  : così  per  ridur  6 al 
denominatore  7 , si  scrive  = y = 6 ( 49)  • Per  rir 

durre  a un  sol  rotto  un  intero  con  rotto , si  molti- 
plica l’ intero  per  il  denominator  del  rotto , si  ag- 
giunge il  numeratore  al  prodotto , e della  somma  si 

fa  il  numerator  del  rotto  cercato:  così  6 — = — , e 

3 — . 4 4 

•il  23 

52.  Ritlur  più  rotti  allo  stesso  numeratore  o de- 
nominatore . Moltiplico  i termini  di  cinscun  rotto  per 
i denominatori  o per  i numeratori  di  tutti  gli  altri, 
e i nuovi  rotti  hanno  il  valor  di  prima  e un  deno- 
minatore o numerator  comune  (49):  Cufc*  l*'r  ridur- 

re  — e - allo  stesso  denominatore , moltiplico  j>er  4 
tutto  il  rotto  — , e per  5 tutto  il  rotto  - ed  ho  ^ e 

— : del  pari  per  ridurre  i rotti  — , — al  numerator 

20  1 1 37 

medesimo , moltiplico  per  2 tutto  il  rotto  ~ , e per 

f 2 , , to  10 

5 tutto  il  rotto  , ed  ho  — e — . 

3 *6  J4 
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53-  Ridurr*  a rotto  continuo  un  rotto  ordinario.  Si  sa 
(49)<bc,pe,  esempio,  & = i = ^ ~ 

5 5 5 »-+« 


, j»y -n  _ i 

eing tnet*tp"(pp'^.l  )-i.p  j>"  (/>/>' -n  )-+•;» 

" pV'h-i 

L_  ac  — ss  — I—  : ora  l’ ultime  e. 

p-¥p"  P~ ? P-+-J 

p'p"-+ 1 p'p"-+l  p'-M 

““  //  — ~ li 

P P 

«pressioni  — — ec.,  — — ee.  diconsi  rotti  continui ; parlere» 
3-t-  P-+ 

mo  tra  poco  di  qualche  loro  proprietà  . 

54.  Ridurre  un  rotto  alla  più  semplice  espres- 
sione. Se  il  rotto  è improprio,  si  faccia  la  divisione 

( 33  ) ; così  — = 3 ; j = a ~ ‘ ma  se  il  rotto  è pro- 
prio e per  uno  stesso  numero  posson  dividersi  senza 
resto  i suoi  termini,  egli  diverrà  più  semplice  (49). 
Serve  a ciò  la  Tavola  dei  numeri  primi  (37);  poiché 

dato  un  rotto  — , cerco  in  essa  gli  elementi  di  91 
294  ^ ^ 

= 7 . 13,  e di  294  = 2. 3.7 . 7,  onde^=^'^  = ^. 

55.  Si  fa  anche  uso  di  certe  proprietà  de'  numeri  di 
cui  ecco  le  principali.  I Ogni  numero  pan  è divisibile  pec 

2 • così  i2-  = — , dividendo  quattro  volte  per  2.  IT.  Ogni 

43a  n 

20 

numero  che  finisce  in  o è divisibile  per  io  (8);  cosi  — = 

— , III.  Ogni  numero  che  finisce  in  5 è divisibile  per  5 
9 

(8);  cosi  — = — . IV.  Ogni  numero  tale  che  la  somma  def- 
85  ij 

le  sue  cifre  sia  un  multiplo  di  3 , è divisibile  per  3 (8)4 
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co<5  — — = --  = : se  di  più  il  numero  divisibile  per  1 

3.Ó'  «>:  .39  r v * 

è pan,  può  dividersi  per  6:  e può  dividersi  per  9 se  la 
somma  delle  sue  cifre  è multipla  di  9 (281  V.  Ogni  nu- 
mero è divisibile  per  2*  «e  lo  sono  le  sue  n ultime  cifre: 

così  =-!•—,  e (8).  VI.  Ogni  numero  è di- 

984  «46  784  98  b 

Visibile  per  il  se  le  somme  delle  sue  cifre  alternative  sie- 
ro eguali  o differiscati  tra  loro  d’ un  multiplo  d’  1 1 ; cosi 

J‘2l  = _!2?  , _»«_  ,±,  8, . 

46:687  4 ■?  5 1 7 1Ò0809  1320 

5r).  Ma  in  generale  si  riduce  un  rotto  alla  pià 
semplice  espressione  col  dividerne  i termini  per  il 
loro  massimo  comun  divisore.  Per  averlo,  divido  il 
maggior  termine  per  il  minore,  e se  nulla  avanza, 
il  minore  è il  divisor  cercato:  se  vi  è un  resto,  di- 
vido per  esso  il  minor  termine,  e se  nulla  avanza, 
il  resto  è il  divisor  cercato:  con  un  nuovo  resto,  ri- 
peto la  divisione  , e proseguo  finché  avanzi  zero  ; il 
resto  che  precede  zero,  è il  massimo  comun  divisore: 
perciò  se  T ulti  ino  resto  è 1 , il  rotto  è irriducibile 
o i suoi  termini  son  primi  tra  loro.  Così  per  ridurre 

, ic.  divido  204  per  A = 2q4 

2y4  A - B = qi  ...  3=  p 

91,  ed  I10  ò—p  di  quoziente,  p,  £ A—’ 

e 21  =1P  di  primo  resto:  2°.  — 21  - * - 


divido  91  per  21 , e vien  4 = p'  pw  ~ ^ ~~~P 

di  quoziente,  e 7 = R"  di  se-  0 

condo  resto:  3°.  divido  21  per  7,  e ho  3 — p"  di 
quoziente,  e o = Rw  di  resto:  perciò  7 è il  massimo 

comun  divisore , e — = — ( 54  ) • 

294  ' 

57.  Tofatti  I’  operazione  prescritta  dk  1’  equazioni  qu) 
poste  di  faccia  ; onde  se 

'divisa  A per  B . si  sbbia  A = p B -t-  R 

r . p 1 p'  _ , p» 

p iienza  resto,  saia  H = D — p n n 

o,  A=pB  c B il  comun  = P ^ R'" 

divisore  dì  B . A : se  sia-  : 

vi  un  resto  K',  e diviso  = (j,R  1 ^-j-R  ^ 2' 
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B per  R’,  venga  p senza  resto,  sari  R"=o,  B=p'R't 
A = (pp'-f  I ) R' , ed  R'  il  comun  divisore:  trovandosi  un 
nuovo  resto  R",  se  divisa  U'  per  R"  si  abbia  p"  senza 
resto,  sarà  R'"=o,  R'=p"R",  B = (pV'-M  ) R",  A = 
(p'(fp'+l)  + />jH"i  ed  comun  divisore  ec. 

SU.  I quozienti  già  trovati  (56),  cioè  I p , Il  p’ , III 

g 

p"  ec. , son  dunque  i denominatori  del  rotto  cangiato  in 

A 

continuo  ( 53  ) , e i rotti  pur  trovati  ( $2  ) , cioè^  I — , 

P 

Vf  p'  ...  p'p"  * . . 

II  — — . III  — -C £■ ee.,  sono  approssimazioni 

pp'-+*  p"{pp'-+l)-i.p 

g 

sempre  più  convergenti  verso  — . Or  poiché  V ultimo  rot* 

A 

*0  nasce  dal  moltiplicar  per  V ultimo  quoziente  i termini 
del  rotto  penultimo , ed  unir  loro  i termini  dell’  antepenul- 
timo : se  sia  p'“  il  IV  quozienre  , si  avrà  con  questa  rego- 
p‘"  ( p'„"  H*  1 )-4-p' 


la  il  IV  rotto 


ec.  Quindi 


p“‘(p"ipp‘  *+  * l -+P  ) -+PP ' -+  1 

per  sapere  se  il  I rotto  ì-  sia  preceduto  da  alcun  altro  in* 

P ’ 

cognito  — , eseguisco  con  questo  e col  I rotto  Is  data  re* 
y * , 
cola , e dovrà  venirne  il  II  : avrò  dunque  = 

p.p-+y 

— - — ; ed  eguagliati  i termini  che  debbono  essere  idea* 

PP-+  l 

tici , trovo  * = o , y = I , d’ onde  la  serie  completa  — , i.  , 

1 P 

• g 

— £ ae.  dei  rotti  convergenti  verso  — . Supposta  perciò 

pp  -+  1 A 

B 

1’ ultima  R = 1 , o il  rotto  — irriducibile  (56),  c chiaman* 

A 

do  ^ ^ i valori  approssimati  di  B o 

i numeratori , ed  N , N' , N"  . . . . b/  ^ i valori  appro«» 
sitimi  di  A o i denominatori  di  questi  rotti , si  hanno  le 
seguenti  equazioni. 


.*1, 


I 
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B = 

r 


fM  = o 

M'=  i 

M"=p'M'h-  m 


A = 


N = i 

N'=p 

N"= p'N'-t-  N 

N<t*f°=(pN)<‘)-+N(*',> 

59.  Quindi  l'equazione  A = pB -*■  R' (57),  postivi  suc- 

. 3 R" 

cessivamcnte  i valori  i°.  di  R'  = — , R"  = 

v • /(>  1 ' p’  ■> 

ec.  ; a°  di  B = p'R'  h-  R",  R'  = p"R"  -f 
P 

R'"  ec.  c sostituiti  M ed  N , diviene  in  generale  1*.  A = 
BN<‘,tR(‘) 

— , preso  il  -+  se  gli  apici  k sono  impari:  11  , 

A = NU"+',)Rf*)H-Nf*)R(*^,). 

60.  Perciò  i°.  eguagliati  i valori  di  A , e co!  metodo 

della  II*,  fatto  B = 1 * R(  * ^ -t-  M'* J R^*  "**  1 \ viene 

1 ) — nj(  * -+■  1 ) | t cj0£  J rotti  con. 

. . Ma>  m""0  ...... 

secativi — • — , — ; cc.  moltiplicati  in  Croce,  differì» 

Ma> 

scono  di  ±=  1 , e son  tutti  irriducibili , non  avendo  — — 


C*> 


N 

comun  divisore  , quando  non  lo  ha  1 ^ — 

M(  A -t-  I ) N(  * ) . . h j j.  ; dk  M fc 

N(i>  A 

• R<k>  Mfk)  B 

- — -7- , i rotti  — — che  differiscon  dal  dato  — ora  in  -*■ 

AN<k'  n""  A 

ed  ora  in  — , sono  a vicenda  minori  e maggiori  del  da- 
to , e sempre  più  vi  si  accostano  , arrese  le  differenze  sem- 

R<k>  B Mk> 

pre  minori  — tra  — ed  — — , nelle  quali  N o ere- 

AN<k>  A N 

•ce  o non  scema , ed  R scema  sempre  fino  all’  ultimo  re- 
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sto  ±=Rfl)=fci:  3S.  con  questo  resto  si  ha  dalla  I4, 

BNfU  = AM?t)  i , cioè  il  prodotto  di  B per  l'ultima  N 

o per  N * è un  multiplo  M * di  A , — ovvero  -+  I , re- 
con  do  che  z o il  numero  dei  quozienti  p , p'  ec.  è impari 
o pari  . 

6 1.  Anche  il  rotto  -ì-  . ove  l non  è quadrato  , ai  trac* 

fa  come  il  rot- 
B 

to  — : se  ne  ve- 
A 

da  un  esempio 
4 qui  di  faccia  in 

— * — . Divido  A 
V34 

per  B,  e poiché 
A = £ -+  un  rot- 
to , ho  p = 5 , e 
(57)  R'=  A- 
pB  = V34  5 • 

Ora  per  divider 
B = I per  R'  = 

V34— .5»  m0>- 

tipiico  i due  ter- 
mini per  v^34  -+ 

5 , con  che  B di- 
viene v34  -+  5 
ed  II'  diventa  9 : 
fatta  la  divisio- 
ne , bo  p — t 
ed  R"  = V34  — 4-  Cosi  può  proseguirsi  ad  arbitrio;  e con 
qu-sta  operazione  si  forma  la  Tavola  che  daremo  altrove 
(3^4)»  e *'  dimostrano  le  singolari  proprietà  dei  numed 
che  la  compongono , quella  specialmente  di  procedere  in 
periodo  simmetrico  : ma  basti  averlo  accennato  . > 

Somma  e Sottrazione  dei  Rotti  . 

r 

62 ■ Ver  sommare  o sottrarre  i rotti  gli  riduco 
allo  stesso  de  nomi  nato  re  (Ó2),  che  scrivo  sotto  la 


V< 


A=V?4 

B 1 V 

n'  = a —pB  = V34  — 5 


J 1J.LV34.-+6)  _ _ V34-+5 
R‘  (V34 — ò)W  31-+S)  9 

R"  =V34-t-5  — 9 = Va4^~4 

A = ■_9(v/34-+  4)  __ _ V34-+4 
R"  (v34-4;'v34-+-4)  2 

R'r'  — ^34-4-4  — 8 = ^34  — 4 > 


5 -P 


l=p’ 


4 -P 


R_  _ ( jV34^-4J___  _ V34-+4 

R ''  (V34— 4/V34-+4)  , 9 

R'v  = V'34-t4  — 9=V34—  5 
BT  _ _^'V34_-+l5J  _ = V34-+5  # 
R'v  (v'34— 5i(v34-»-5J  » 

Rv  = V34-t5  — «0=7^34  — 5 


io =P,y 


ec. 


ec. 


cc. 


e«. 
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somma  o differenza  dei  numeratori  : cosi  riduco  — 

2 

±r  — (il  -+  è per  la  somma,  il  — per  la  sottrazione) 
3 

a — ±=  — , cd  ho  la  somma  -7-  o la  differenza  — . Se  vi 

sono  interi  con  rotti,  riduco  tutto  a rotto  (5i):  così 

4~*=2  — = — ±=  — ==  — ■ ^-4,  e la  somma  è 6 ~ , 
T a 3 a 3 ù 6 

la  differenza  2 — . 

0 

THoltiplicazioni  dei  Rotti: 

63.  Se  un  rotto  ^ debba  moltiplicarsi  per  un  in» 
tero  5 , dovrà  prendersi  cinque  volte  ( 20  ) , il  die 
dà  — ; dunque  se  l’ intero  5 si  riduca  ad  un  rotto 

I c . 2 U 2.< 

qualunque  — (5l  ) » ai  avrà  sempre  — X =5 
3 ® 3 3 

— (49  ) = > cioè  per  moltiplicare  i rotti  , sot- 

• 3 3 »3*3 

to  il  prodotto  dei  numeratori  scrivo  quello  dei 
denominatori . 

64-  Onde  1°.  il  prodotto  di  due  rotti  proprj  , 
come  -y  e — , è minore  di  ciascun  fattore  ; poiché 

moltiplicando  y per  1 , si  avrebbe  appunto  y ; dun- 

() 

que  moltiplicando  per  - , cioè  per  meno  di  1 , dee 

4 

aversi  meno  di-yi  2°.  per  avere  nn  rotto  d’interi  , 
basta  moltiplicar  tra  loro,  al  solito,  il  rotto  e gl’ in- 
teri; così  volendo  -di  lo,  si  fa  - , 10  = J perchè 
Z i Z 

una 
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tuia  settima  parte  di  lo  è y (3i),  onde  tre  sellini» 

Ini  — : 3°.  per  avere  un  ritto  di  rotto , come  — di 
Z 5 

2*2  • A * 

— , il  rotto  — fa  figura  d’  un  intero  A : ma  — di  A 
7 2 p 5 

s=  — X A > dunque  — di  — = . Perciò  — di 

5 *5  l t-7  35  5 

^ = ldiA. 

7 2 5. 

65.  Se  i fattori  sieno  interi  con  rotti , gli  ridu- 
co ad  un  sol  rotto  (5l):  cosi  3 — . 7 — = — . — 8. 

v 9 3 9 3 *1 

CKservat.ioni . I Se  un  rotto  dee  moltiplicarsi  per  un 
multiplo  o summultiplo  del  denominatore  , ai  riduce  puma 

di  moltiplicare:  così  —.2=-  (50).  II  Se  debban  molti- 
12  6 

plicarai  più  rotti  , si  cancellin  prima,  se  vi  sono,  i nume- 
ri comuni  ai  termini  del  prodotto:  così  — . — 

2 l 3 4 6 5 

’à  ~y* 

Divisione  dei  Rotti  . 


66.  Se  i due  termini  d’  un  dividendo  — sieno 

'5 

respettivamente  multipli  dei  due  d'un  divisore  —, 
diviso  il  numeratore  8 p^r  a e il  denominatore  l5 
per  3,  si  avrìl  il  quoziente  ~ ( 32 ) . 

67.  Ora  i due  termini  di  qualunque  dividendo 

— posHon  sempre  rendersi  multipli  dei  due  di  qua- 
S 

1 s 2 3 9 |3  7 Q 

lumino  divisor  — 1 poiché  ( 4*))  — ! = — • — > on- 

1 z t ì *31  : 

ri,*» 

de  (65)  il  quoziente  «ara 


«4 


- , cioè  ver 
•o  ‘6  1 

D 


divido- 
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Te  i rotti , rovescio  i termini  del  divisore , moltipli- 
co tra  loro  i due  rotti  al  solilo  (63)  , e poi  divido 
se  è possibile  . 

GS.  Il  quoziente  di  - divisi  per  un  rotto  pro- 

ò 

prio  — , è maggiore  del  dividendo  : poiché  divisi  — 

3 ...  *5  . v 

per  l , si  ha  — ; dmujue  divisi  per  — , cioè  per  me- 

no  di  1 j dee  aversi  più  di  ~ ( 48  ) • 

69.  Se  i numeri  sieno  interi  con  rotti , gli  ri* 

, n - 1 2 1 1 S 33 

duco  in  un  sol  rotto  : cosi  b — : 3 — = — — — 7 7 • 

2 3 2 3 IO 

•io.  Osservazioni  . I.  Se  i rotti  hanno  lo  stesso  denomina* 

0 4 3 

tore , il  quoziente  cono  i due  numeratori  : così  — : — = — . II. 

55.4 

Se  i termini  del  dividendo  son  multipli  o summultipli  di  quel- 

. « 9 3 -l 

li  del  divisore  , si  riduce  prima  di  dividere  : cosi  — . 

19  1 10 


Frazioni  0 Rotti  Decimali  . 

•ri.  X Rotti  decimali  hanno  per  denominntor 

ft  23 

l’unità  con  uno  o più  zeri:  tali  sonoi  rotti  — : — s 
1 10  100 

--4'  ec.  5 e in  questa  forma  son  sngsfetti  al  calcolo 

JOOQ  / . 

deoli  altri  rotti.  Ma  alcune  r-golc  particolari  ci 
danno  por  questi  un  compendio  . 

y-2.  Olili  i cifra  alla  destra  d’ un’ altra,  le  dà 
un  valor  decuplo  (6):  così  per  scriver  3 diecine, 
si  poue  O alia  destra  di  3 e si  scrive  3o  ; dunque 
per  scriver  3 decimi.  Insta  p<  r 3 alla  destra  di  o, 
e scrivere  o3.  Si  è p'‘ro  convenuto  di  separar  srl  in- 
teri dai  decimi  con  una  virgola,  e in  vece  di  scri- 
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ver  , si  ernve  o , 3 ; cosi  o , 2 = — ; o , 7 = - , ec. 
io  io  ' io 

7-3.  Dunque  «lei  pari  come  per  scrivere  cinque- 
cento si  fa  >oo , cosi  per  scrivere  cinque  centesimi 
si  fa  o , o5  ec.  Tn  generale  si  scrive  il  numeratore 
come  gli  interi,  e il  denominator  sottinteso  è l’u- 
nità con  tanti  aeri  quante  son  cifre  a destra  delia 
virgola  . 

74-  Da  ciò  si  rileva  che  2 , 9654  è un’  espres- 

sion  compendiosa  di  2 -+•  — -4-  — — 1 — — - — 

1 io  100  1000  10000 

che  può  ridursi  a 2 -+•  — **--(52),  o a . 

r 10000'  ' loooov  J 

Somma  , Sottrazione , Moltiplicazione  e Divisione 
dei  Rotti  Decimali  . 

7.5.  Per  sommare  o sottrarre  i decimali,  scrivo 
i numeri  1’ un  sotto 

l’altro,  osservan-  4°j2’791  ^ 

do  che  le  virgole  4’0074:>  6,00 435 

sieno  nella  stessa  o,o°49  °’*7 

colonna:  y**i  gli  Som.  4836,3o335  DifF.  5,83435 
sommo  o gli  sot- 
traggo al  solito , e scrivo  la  virgola  sotto  1’ altre. 

76.  La  moltiplica  adone  dei  decimali  si  fa  al  so- 
lito senza  curar  le  virgole:  uum  quanti  decimali  so- 
no nei  fattori , tante  cifre  a destra  si  separano  nel 
prodotto  , in  cui  se  non  ne  sieno  abbastanza  , si  sup- 
plisce a sinistra  con  desìi  zeri,  come  nel  quarto  e- 
•ompio  seguente . La  riprova  si  fa  al  solito . 


4^7 

2,454-2 

21,32 

13 

©,o33 

3:7 

0,000 io3 

l3n 

s 

cn 

2834 

63q6 

4 37 

122710 

1236 

2l3i 

563,1 

0,1300726 

15,244 

0,00219596 
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Infatti  45i2X357  = p^X^  (74)  dà  ufi  prodot* 

to  eli  millesimi  (63)  rhe  si  esprimono  con  tre  deci- 
mali (73),  quanti  ne  hanno  i fattori. 

77.  Si  moltiplica  un  decimale  per  IO . ICO,  loco 
ec.  con  tirar  la  virgola  a destra  per  tante  cifre  quanti 
sono  zeri  nel  moltiplicatore:  così  45,3289 X 100  ^ 

433-2,89  ....  0,007854  X 10000  = 78,34  • 

78.  Se  i fattori  hanno  molti  decimali  e non  bisogna 
«n  ri.ultato  esatto  ( come  se  dovendo  moltiplicar  45 ,6-2 5 y 57 
per  28,6.-55,  mi  basti  un  prodotto  coti  tre  decimali  ) rove- 
scio l’ordine  dell'uno  e lo  scrivo  sotto  1’ altro  facendo  ri- 
sponder la  cifra  delle  sue  unita  sotto  il  decimale  inferioc 
di  due  gradi  a quello  a cui  voglio  limitare  il 
prodotto.  Quindi  moltiplico,  e trascuro  nel 
moltiplicando  tutte  le  cifre  a destra  di  quella 
per  cui  moltiplico  , e a misura  che  muto  cifra 
nel  mnlriplicatore  , scrivo  la  prima  del  nuovo 
prodotto  sotto  la  prima  del  passato  . Fatta  la 
somma  di  questi  prodotti , sopprimo  le  due  ul- 
time cifre  aumentando  d*  un'  unità  l’ultima 
«he  resta  se  le  due  «oppresse  passati  50  : do- 
po ciò,  separo  i decimali  che  mi  proposi  d’a- 
vere. e trovo  1306,499. 

79.  Se  nel  moltiplicando  non  fossero  tanti  decimai» 
quanti  dalla  regola  è prescritto,  si  suppliiebbe  con  degli  ze- 
ri. t’  facile  di  rendersi  ragione  delle  differenti  patti  del 
metodo  (8),  che  però  non  ha  luogo  in  due  casi  assai  ra- 
ri : t°.  se  gli  interi  uniti  ai  decimali  son  numeri  molto  gran- 
di : 20.  se  i decimali  son  molti  ed  espressi  con  le  cifre  mas- 
lime  8,9. 

80.  La  elivisione  dei  decimali  si  fa  al  solito, 
irm  .«/’  separano  nel  quoziente  tante  cifre  a destrq | 
quanti  decimali  ha  il  dividendo  più  del  divisore * 

3 2,6  2,44 

30,074/49^  ocoo 
89.520 
02240 
11944 


353i  15/6,9343 


3,22/8,445 

2005 

73 


45.6259.87 
53682 

91251914 

365007 60 
27.17554 
139875 
22810 


130649913 
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Infatti  8,445*  3,22= : -"2  «là  db  quoziente 

^ looo  IOO  1 

di  decimi (67),  che  si  esprimono  con  un  decimale, 

come  il  dividendo  ne  ha  uno  più  del  divisore . 

81.  Se  il  divisore  ha  più  decimali  del  dividen- 
do (3°.  esemp.  ) pii  si  aggiungono  degli  zeri  elio 
non  ne  alterano  il  valore  ( 73  ) : e volendo  conside- 
rare i resti  delle  divisioni , si  aggiungono  nuovi  ze- 
ri; così  (2°.  esemp.)  aggiunti  tre  zeri  al  resto  73, 
si  ha  il  quoziente  2,6226  con  un  resto  228  ec. 

82*  Si  divide  un  decimale  per  lo,  per  100  ec. 
con  avanzar  la  virgola  di  uno , di  due.  gradi  ec. 
verso  la  sinistra:  così  124 ,63:  100  = 1,2463. 


83.  Se  i decimali  del  dividendo  32, 22’348l  son  trop- 
pi , gliene  lascio  tanti,  più  uno-,  quanti  ne  vogl  o nel  quo- 
ziente ( qui  ne  voglio  tie  );  divido  al  solito,  e distinguo 


nel  quoziente  gl’ interi  (80).  Se  vi  è un 

resto  ( come  qui  4339  ) continuo  a divi-  (3 . 4464 

drre  per  9,35,  soppressi  nel  d visore  l’ul-  

tima  cifra  a destra:  poi  divido  il  nuovo  P ’ 3 5 ^ 32.22'3 
resro  per  9,3,  aoppressa  uh’ altra  cifraie  4t?43 

Cosi  continuo  finché  ho  tanti  decimali  più  4339 

uno  , quanti  ne  volli;  sopprimo  quest’uno,  599 

C se  sia  maggior  di  5 , aggiungo  un’unità  41 

«1  precedente.  Qui  si  ha  3,446.  6 


Trasformazione  e utilità  dei  Decimali  . 


84.  T mttì  decimali  si  trasformano  in  un’  infini- 
tà, d' altri  dello  stesso  valore  col  solo  ag<riun<rere  u- 
no , due , tre  zeri  ec.  alla  destra  del  rotto  ( 73  ) ; e 
però  0,4  = 0,40  = o , 400  = 0 , 4°°°  = ec. 

83.  Quindi  posson  sopprimersi  gli  z^ri  finali 
di  un  rotto  derimale  senza  alterarne  il  valore:  ma 
•opprimendo  altre  cifre , il  valore  scemerebbe  : cosi 

©,683  e 0,68  differiscono  di  — . 

1000 

86.  Per  altro  la  differenza  è tanto  minore  quante 
più  son  le  ciire  del  rotto  : così  o,68ooo3  scema  solo 


Digitized  by  Google 


)(  so  )( 

di  — ? — , soppresse  1*  ultime  quattro  cifre;  onde  pog- 
I oooooo  * 

son  trascurarsi  dei  decimali  senza  diminuirne  molto 
il  valore  . 

87.  Si  correo- ere  però  almeno  in  parte  l’errore, 
aggiungendo  un’  unità  all*  ultima  cifra  restante , se 
la  soppressa  supera  5.  Poiché  5 è una  mezza  unità 
dell’ordine  contiguo  a sinistra;  onde  se  la  cifra  sop- 
pressa è minor  di  5,  l’errore  «irà  men  il’ una  mez- 
za unità  ; se  è 5 - sarà  d5  una  mezza  unità  aggiun- 
gendo o non  aggiungendo  1 ; e se  supera  5,  l’erro- 
re sarà  più  d' una  mezza  unità  non  aggiungendolo. 

88.  Nei  calcoli  ordinar j spesso  bastano  sei  deci- 
mali , e anche  due  o tre  se  le  circostanze  non  esi- 
gono grande  esattezza  ; così  prenderò  senza  error 
sensibile  1/3,3  per  l5,3o49  : ma  se  i5,3  debba  pii 
moltiplicarsi  per  numeri  grandi,  come  8476,  i deci- 
mali soppressi  produrranno  un  errore  di  circa  42 
interi . 

89*.  Di  due  decimali  con  le  stesse  prime  cifre 
quello  è maggiore  che  ha  qualche  cifra  significativa, 
di  più  : così  0,763  è maggiore  di  0,76  ( 85  ) . 

90.  E se  le  prime  cifre  non  son  le  stesse , il 
più  grande  è quello  che  le  ha  maggiori  : così  0,54 
supera  0,53999,  benché  a questo  secondo  si  aggiun- 
gessero infinite  cifre:  onde  0,5399  « minor  di  o,54 
e maggior  di  0,539  ( 89  ) ; e 0.53992  si  accosta  più 
a 0,54  che  0,5399. 

91.  Di  qui  la  principale  utilità  dei  decimali 
per  accostarsi  sempre  più  al  valor  rigoroso  che  sp°s- 
so  non  può  aversi . Tutte  le  Matematiche  offrono  e- 
eeinpj  di  queste  approssimazioni  ; eccone  alcuni  ca- 
vati dall’  Aritmetica  . 

Q2.  Si  sa  che  = 4or-5-  • ma  la  firma 

36-2  ^ ' 362 

del  rotto  è incomoda  se  debba  valutarsi . Aggiungo 
dunque  degli  zeri  al  resto  141  , e affinché  il  divi- 
dendo non  s’ingrandisca  di  10,  di  100  volte  ec. * 
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colloco  i quozienti  Ira  i tire  imi.  Ira  i centesimi  t>r. 
Divùo  pertanto  141000  per  362,  scrivo  il  quozien- 
te 38g  tra  i decimali,  e te  questi  bastino,  trascuro 

il  resto  182  . Quindi  407  = 4C7  * 38g,  men  d1— 

dal  vero . 

g3.  Così  i rotti  ordinari  si  cangiano  in  decima- 
li esatti,  o prossimi  al  vero  quanto  piare.  Per  esem- 
pio , f = c,i>  esattamente,  perchè  aggiunto  uno  zero 
al  numeratore  1 , si  lia  5:  ma  * = o , 333  er.  per 
approssimazione,  perchè  aggiunti  {rii  zeri,  il  quor 
ziente  è seinprfe  3.  11  rotto  j è nel  caso  stesso,  e i 
suoi  decimali  danno  il  periodo  0,142837  142857  14 
ec. , onde  ripetendolo , si  ha  qualunque  approssima- 
zione senza  calcolo . 

94.  Un  rotto  ordinario  non  può  dunque  aversi 
esatto  in  decimali  se  fa  periodo  ; e il  più  gran  nu- 
mero possibile  delle  cifre  periodiche  è dato  dalle 
unità  del  denominatore  meno  una  : così  il  denomi- 
na tor  7 indica  che  le  cifre  periodiche  non  possono 
ecceder  le  sei,  e ne  è chiara  la  ragione:  ma  spes- 
so son  meno  , come  nel  rotto  j , 

Altri  Rotti  . 

La  specio  dei  rotti  è relativa  all’  unità  di  cui 
son  parte;  e pùrhè  le  Scienze,  1’ Arti  e la  Società 
usano  diverse  sorte  d’unità,  ecco  i nomi  dei  loro 
rolli  più  comuni . 

gj.  La  Circonferenza  del  Circolo  fu  divisa  in 
36o  parti  eguali  chiamate  Gradi  ( si  preferì  il  nu- 
mero 36o  ad  ogn’ altro  inferiore  e stipi  fiore , perchè 
ha  più  divisori  esatti  con  minor  quantità  di  cifre); 

onde  il  strado  è della  sua  circonferenza:  ma  bi- 

sognando  spesso  diverse  parti  del  grado,  si  conside- 
rò auclie  lui  come  un’  unità  divisa  in  60  parti  eguali 

o Minuti  ; onde  ogni  minuto  è — di  grado  ed  — \ — 
0 co  0 21600 
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di  circonferenza:  per  aver  una  misnra  ancor  pici 
precisa  i si  suddivise  il  minuto  Primo  in  (jo  Secondi , 
li  secondo  in  60  Terzi  ee.  ; onde  la  circonferenza 
ha  1296000  secondi  e 77760000  terzi , ed  ii  predo 
è 36oo  secondi  e 216000  terzi.  Hi  son  dati  dei  se- 
gni a queste  diverse  parti  , ed  in  vece  di  scrivere 
18  gradi , 34  minuti , 63  secondi , 26  tei  zi , si  scri- 
ve iS°34  63  26 

96.  La  divisione  del  tempo  in  Giorni  è antica, 
quanto  il  Mondo,  e si  divise  arbitrariamente  il  gior- 
no in  24  parti  eguali  che  formarono  1’  ore  ; 1*  ora 

è dunque  J-  di  giorno  e si  suddivide  come  il  grado 

in  60  minuti , il  minuto  in  60  secondi  ec.  Il  giorno 
è dunque  = l44°  — 86400"  =5  jibqoco"',  e il  minu- 
to =3  36oo"\ 

97.  P ‘r  misurar  le  Distanze  si  preso  un’ uniti 
di  nota  lunghezza  e si  portò  successivamente  sulla 
distanza  da  misurarsi . Uuest’  unità  tra  noi  si  chia- 
ma Braccio , tra  i Francesi  Tesa  , misure  però  di- 
verse fra  log» . La  tesa  ha  6 parti  eguali  chiamate 
Piedi  , il  piede  ha  12  Pollici , il  pollice  12  Linee 


e la  linea  12  Punti  ; onde  il  piede  è 


— della  tesa  » 


il  pollice  — ec.  Il  braccio  ha  20  parti  chiamate 

Soldi  ec.  Trai  Francesi  moderai  F unità  è il  Metro 
che  ha  io  parti  dette  Decimetri  ; queste  pure  ne  lian 
30  dette  Centimetri  ec.  Il  Metro  è piedi  SjOpd^s  ov- 
vero braccia  fiorentine  1,71343. 

98.  I bisogni  della  Serietà  introdussero  i Pesi 
c le  Monete.  L’unità  del  peso  si  chiamò  Libbra , e 
quella  delia  moneta  Lira  . La  prima  si  divide,  tra 
noi  in  12,  tra  i Francesi  in  16  parti  eguali  dette 
Onde  ; F oncia  è tra  noi  24  Denari  e tra  i Franca- 
si 8 Grossi ; il  denaro  è 24  Grani,  ed  ii  grosso  72. 
Una  libbra  pesa  dunque  tra  Francesi  128  grossi  o. 
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921 6 grani,  fra  noi  288  denari  o 6912  grimi:  i Fran- 
cesi hanno  anche  il  Marco,  metà  delia  libbra  o micie 
8.  La  lira  si  divide  in  20  Solili  e il  soldo  in  12  De- 
nari : 1*  altre  monete  si  rapportano  ordinariamente  a 
lire,  soldi  e deuari.  li  Franco,  moneta  moderna  dei 
Francesi  eguaglia  di  Lira,  cioè  lire  1,19048  ed  è 
diviso*  in  decimi , in  centesimi  ee.  come  il  Metro  . 

99.  Ora  per  sommar  queste  specie,  scrivo  1"  una 
sotto  l’ altre  le  parti  del  nome  stesso  ; poi  sommo 
le  colonne  al  solito , e scrivo  il  resto , tolte  se  si 


■può , le  specie  maggiori , che  porto  alla  colonna  se- 
guente . Esempj  . 

tese  piedi  poli.  lin.  pun.  lite  soldi  den. 

9*  3.  11.  2 *7  3 25.  17.  ^ 

49  33  28  ioc.  0.  0.0.0  i5.  li.  0 

53  3i  49  47-  5.  3.  8.  o 25.  1.  8 

^41  3i  4 il-  o.  io-  3-  4 4-  0 

168.  4-  *•  6.  11  371.  — . 6 

100.  Così  le  stesse  specie  si  sottraggono  ; e so 
F inferiore  è più  grande , si  toglie  un’  unità  dalla 
colonna  che  segue  nel  numero  superiore , per  decom- 
porla in  tante  unità  del  genere  di  quelle  da  sot- 
trarsi . Esempj . 

tese  pi.  po.  I.  p.  lire  sol.  den. 

48J  16'  17"  100.  o.  0.  o.  o 655.  3.  4 

24  a-3  12  17.  4.  5.  11.  8 3c.  6.  8 

23°  53'  5''  Sa.  1.  6.  o.  4 ^‘-4-  *6-  8^ 

101.  Ixi  moltipli- 
cazione si  fa  nella  ma-  678.  l5.  — X 3 


niera  seguente  . Si  cer- 
chi per  esempio,  il  prez- 
zo di  Braccia  246  di 
Stoffa  a 6'.  15*.  <jd  il 
Braccio . Moltiplico  lo 
dote  lire  ec.  per  io  e 
scrivo  il  prò  lotto  di  so- 
pra ; moltiplico  nuova- 


67.  17.  6X4 
B,  246  a JC  6.  i5.  9 X G 

1317.  io.  — 
271.  t c.  — 

4*-  

Somma  Jt?  1669.  1 f 6 


E 


» 
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mente  per  le  questo  prodotto,  e ciò  tanhs  volte  quan- 
te bisogna  per  distribuir  le  cifre  del  moltiplicato- 
re come  nell’  esempio  . E chiaro  che  moltiplicando 
la  quantità  superiore  (centupla  della  data)  per  2, 
avrò  il  valor  di  200  braccia  •,  moltiplicando  la  quan- 
tità che  sejjue  ( decupla  della  data  ) per  4»  avrò 
il  valor  di  40  braccia;  e finalmente  moltiplicando 
per  6 la  data,  avrò  il  valor  di  6 braccia;  i quali 
valori  raccolti  mi  danno  il  prezzo  di  braccia  246. 

Se  anche  il  moltiplicatore  contenga  diverse  spe- 
cie , e si  cerchi , per  esempio  , il  prezzo  di  42-  '' 
&/'*'  4/*'-  a lire  18.  6.  8.  la  tesa,  moltiplicò  le  lire 


tese  pie  poi.  l83. 

6. 

8 

42.  5.  4 a £ 18. 

6. 

8 

6^  T 

1. 

12  — . 

5. 

733. 

6. 

8 

36. 

i3. 

4 

i5. 

5- 

63 

1. 

0. 

4» 

Som.  <£  786. 

5. 

H9- 

X4 

X* 


er. , e poiché  i pie- 
di sonò  £ della  tesa  , 
divido  le  lire  date 
]>cr  6,  e il  quozien- 
te per  12  , perché 
i pollici  sono  J-  del 

* 1 M 1 . 

piede.  ratto  rio,  ni- 
stribuiseo  il  molti- 
plicatore come  nell’e- 
sempio ; il  primo  e se- 
condo prodotto  dan- 
no il  valor  degl’  interi  : il  terzo  e quarto  danno  i 
sesti  ed  i dodicesimi  «li  un  sesto  ; onde  la  somma 
di  tutto  è il  prezzo  cercato. 

Se  in  vere  di  moltiplicar  le  lire  moltiplicassi 
le  tese,  avrei  il  prodotto  non  in  lire,  ma  in  tese 
(come  talvolta  bisogna);  e questo  prodotto  sarebbe 
r86r‘  ’ 9”1  )j , un  poco  divers»*  da  quel  di  sopra 

nelle  frazioni;  per  altro  5'.  1 11*  £ risotto  alle  lire, 
son  precisamente  lo  stesso  che  ir‘.  g1"1 3 riguardo  al- 

le  lese , ente  — . 

2? 

Osservate  i°.  che  il  rotto  di  specie  superiore  si 
riduce  ali’  inferiori  col  moltiplicarlo  per  il  loro  nu- 


Digitized  by  Google 


X 35  )( 

mero  caratteristico  ; così  per  aver  J*  di  lira  io  soldi 
e denari , si  dirà  ■ t72  X 20  = Il  3 soldi , e poi  ^ X 12 
z=&  denari;  onde-T72-=  ot°  — . il.  8:  2°.  che  le  spe- 
cie inferiori  si  riducono  alla  superiore  col  dividerle 
per  il  loro  numero  caratteristico  ; cosi  jO  a.  3.  4-  — 
2 • 3 • — = 2 • 3 3 . =2  3 xió  ” ’2  6 • 

Esempi . 1.  Una  libbra  di  tabacco  coara  lire  3 4-  — ; 
quanto  costeranno  19  libbre  e 13  once?  ( presa  la  libbra 
Francese  ).  Risp.  lic.  63  8 — . II.  La  tesa  di  un  muro, 
di  data  grossezza  ed  altezza,  coirà  lire  3 7 lo.  — : che  co- 
steranno 9'.  sr.  li*’*.?  Risp.  lir.  374-  9-  7 • HI  Dee  pagar- 
si un  cerchio  diviso  in  gradi  , minuti  e secondi  a ragione 
di  lire  7.  8-  — per  grado:  l’artefice  ha  già  divisi  258°48'  12": 

|^’  r V: 

qual  somma  gli  si  deve?  Ritp.  lire  1915  2.  lo—. 

25 

102  In  vece  del  metodo  già  spiegato  (101),  si  puà 
trasformare  il  moltiplicando  e il  moltiplicatore  in  parti 
dell’ ultima  specie,  e moltiplicare  insieme  i rotti  che  ne 
risultano,  e che  poi  si  riducono.  Cosi  nell’  esempio  di  so- 
pra , le  42“"  5P‘  4f,,<  ( che  sono  42  -+  ~ -f  — di  tesa  ) si 

ridurranno  à 3^  e je  j;re  jg.  g,  ^ che  g0jio  I S — i h 

9 20 

— - di  lira  la  — ; il  loro  prodotto  dà  ——^2  = 786  — , 
240  3 27  27 

cioè  lire  786.  5.  II  i,  o tese  786.  lfl*.  9r'1  , come 

sopra  . * . 

lo3-  Quanto  alla  divisione,  voglia  verificarsi 
il  primo  esempio  di  sopra,  cioè  si  debban  dividere 
lire  1669.  14.  6 per  246.  Divido  le  lire , ed  ho  il 
quoziente  6 col  resto  193  che  riduco  a soldi,  mol- 
tiplicandolo per  20,  ed  asgiunjendo  al  prodotto  i 
soldi  della  quantità  proposta . Proseguo  al  solito  la 
divisione  ed  ho  i5  rii  quoziente  col  resto  184?  che 
moltiplico  per  12  e coll’aggiunta  de’6rf,  ho  per  pro- 
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flotto  22 1 4 e per  quozien- 
te 9 senza  resto,  come  do- 
veva essere.  Se  l’avan-  ~T?r  V,  7z 

zo  moltiplicato  per  il  r ’ . , . . 

• p 1 Q<5  X 20 

numero  rispettivo,  ii*s-  27  ' 

se  più  piccolo  rlel  divi- 
sore , passerei  a molti- 
plicarlo per  il  numero 
caratteristico  della  spe- 
cie seguente  , scriven- 
do zero  al  quozien- 
te: così  dividendo  lire 
526.  — . 5 per  35,  ho  lire  i5.  — • f- 

Ma  si  voorlian  dividere  <£*  786.  5.  1 1 | per  ^Q,tn*; 
ft*" . 4r*!  in  riprova  del  secondo  esempio  ( 101  ) . Ri- 
duco il  divisore 

alla  specie  ulti-  tese  pie.  poi.  | 18.  6.  8 

ma  , come  qui  le  , 2 5.  4 7S6“TTl  l X7* 

tese  a pollici;  cioè  /J  x g 566,3.  6.8 

moli  ìplico  42  X h > __ 

2.57  X 12 


25733 

1029X20 

2c586 

2058X12 

24704 

00 


nsr<ri'in<rendn  al 

{jrodotto  ( che  son  3 0 y y^ 
e tese  ridotte  in 
piedi  ) i 5 piedi  del 
divisore  , ed  I10 
257  ; moltiplico 
257 X 12  , e al  pro- 
dotto ( che  son  le 
tese  e i piedi  ridotti  in  pollici  ) a<r<rnn'ro  4>  ed  ho 

3o88  pollici  o sia  — - - di  tesa  per  divisore . Dipoi 

moltiplico  per  72  le  lire  786.  5.  11  § come  bisogna 
(67),  e finalmente  divido  il  prodotto,  che  è 566l3.6. 8 
per  3o88  come  nell’  esempio , e trovo  il  quoziente 
18.  6.  8. 

Dovendo  divider  £ 786. 5.  Il  £ per  et*  18.6.8  prez- 
zo della  lesa , onde  il  quoziente  sia  iu  tese , riduco  le 
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specie  inferiori  alla  superiore,  ed  ho  £ 18.  6.  8 = 
l8  ^ = — , £ 786.  5-  Il  | = 786  — ; dunque  786  — : 

3 27  2 1 


& = 2358 f : 55  = tes.  42.  5.  4. 

3 

104.  Per  ridurre  un  numero  m'  di  monete  d’ una  spe* 
eie  ad  un  numero  m di  monete  d’  un’altra,  e reciprocamen- 
te,  osservo  che  una  moneta  d’  ambedue  le  specie  essendo 
un  numero  q' ,q  di  monete  omogenee  di  specie  infima , co- 
me di  Quattrini , dovrà  aversi  qm  = q'm' , formula  della  ri- 
duzione quando  son  dati  5 , q' , ed  m o m . Cosi  se  m sia- 
no Lire  Toscane  ed  m‘  sieno  1°.  Paoli,  ho  9 = 60,  q'  = 
40  e 6om  = 4001'  o 3m  = 201'  ; 2°.  Papetti , ho  9'  = 26  e 
60 m = lòtti  o 1501  = 19/n';  30.  Pezze,  ho  9'  = 345  e 6om  = 
345 m'  04 m = 23»n'  ec. 

Lo  stesso  dee  dirsi  delle  misure  . Il  Piede  Francese  è 
144  linee;  il  Metro  ne  contiene  443,296;  «1  Braccio  Fio • 
rentino  258,71875.  Dunque  chiamando  p,m,b  il  numero 
dei  piedi,  metri  e braccia , si  avrà  I44P  = 443,2960»  = 
258»:i8756- 

Queste  «on  le  regole  principali  dell’Aritmetica. 
Per  insegnare  in  un  modo  più  generale  la  Forma- 
tion  delle  Potenze , V Estrazion  delle  Radici , la 
Regola,  del  Tre  ec. , premetteremo  i principj  del 
Calcolo  Algebrico . 


» 
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ELEMENTI  D’ALGEBRA 

Xj  algebra  è una  specie  d’ Aritmetica  universale, 
i cui  principali  vantnggi  sono  |°.  di  far  vedere  in  * 
un  modo  generale  ciò  che  l’Aritmetica  dimostra  per 
casi  particolari:  2°.  di  condur  prontamente  a risul-  .* 
tati  che  rare  volte  l’ Aritmetica  ottiene  senza  lun-v 
phe  ed  incerte  operazioni  : 3°.  di  esprimere  con  sin- 
gnlar  laconismo  questi  gtessi  risultati  che  T Aritme- 
tica esprime  con  molte  parole:  4°-  risolvere  un’in- 
finità di  Problemi  che  l’Aritmetica  non  potrebbe: 
b°.  di  dare  all’  Aritmetica  stessa  in  operazioni  com- 
plicate  molti  metodi  che  diminuiscon  la  fatica . 


NOZIONI  PRELIMINARI. 

Ogni  Scienza  ha  il  suo  linguaggio  ; l’ Algebra 
lo  ha  più  singolare  dell’ altre , e convien  cominciar© 
dal  rendersi  familiari  le  sue  espressioni  . 

lo5.  Tutte  le  cifre  hanno  un  valor  determina- 
to: così  la  cifra  3 che  può  significare  egualmente  3 
■pollici , 3 tese , 3 leghe  ec. , non  può  significar  cen- 
to o mille:  onde  le  cifre  non  son  sejnii  sì  generali 
da  rappresentar  tutte  le  quantità  possibili  ; perciò 
si  pensò  ad  altri  segni  il  cui  valor  non  fissato,  po- 
tesse variare  ad  arbitrio  . Questi  segni  son  le  lette- 
re dell’Alfabeto  volgare  e greco,  le  quali  di  più 
hanno  talora  un  piccolo  apice  come  a' , b"  che  si  leg- 
ge a prima , b seconda  ec.  ciascun  le  conosce  e son 
suscettibili  di  qualunque  valore , che  dato  loro  in 
principio  si  conserva  poi  per  tutta  l’ operazione  . 

lofi.  Si  chiama  dunque  Espressione  Algebrica 
tutto  ciò  che  è notato  con  lettere,  e si  rappresenta- 
no con  certi  altri  segni  le  diverse  operazioni  eh© 
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posson  farci  cu  queste  espressioni;  cosi  per  sommare 
a,l>,  si  scrive  a -+•  &(  12);  per  sottrarre  c da  d,  si 
•«■rive  d — c .(  14);  per  esprimer  b eguale  ad  a si 
scrive  b = a (12),  p^r  esprimerlo  maggiore,  si  scri- 
ve b > a , e per  csprinierlo  minore , si  fa  b < a . 
La  moltiplicazione  di  x per  y si  indica  con  *Xy  « 
con  x .y  ( a4) , anzi  si  stima  fatta  quando  una  let- 
tera è seguita  da  una  o piè  altre  senza  interruzio- 
ne di  segni:  cosi  xy  x=.  xy^y  , abe  — ay^by^c  . La 


div  isione  di  a per  b si  accenna  con  o con  a : b (33) . 


107.  Si  chiama  Monomio  o Termine  ogni  quan- 
tità non  unita  ad  altre  eoi  segni  -t- , — . Dalle  let- 
tere del  monomio  risultano  le  sue  dimensioni , ed 
ojrrii  leltent  ne  forma  una:  cosi  a è un  monomio 
cl’  una  dimensione , mn  lo  è di  due , bed  di  tre , 


— rii  nna 
<P 

semplice  numero : ciò  si  intenderà  meglio  nella  Geo- 
metrìa . Si  chiama  Binomio,  Trinomio,  ec,  la  riu- 
nione «li  due , tre  ee.  termini  coi  segni  -4-  , — ; e in 
generale,  può  termini  riuniti  dico  tisi  Polinomio,  che 
sarà  omogeneo  se  tutti  i suoi  termini  abbiano  la 
stessa  dimensione  . ( 

108.  I termini  sono  o Positivi  o Negativi-,  quel- 
li son  preceduti  dal  questi  dal  — , con  che  si 
indica  che  gli  uni  sono  opposti  agli  altri  nel  loro 
modo  di  esistere:  così  se  un  credito  si  nota  eoi  -+■ , 
un  debito  dovrà  notarsi  col  — ; se  una  linea  che  da 
un  punto  va  a destra  o ali’ insù,  si  esprime  col  -4- , 
un’altra  che  dal  punto  stesso  vada  a sinistra  o all* in- 
giù, dovrà  esprimersi  col  — . Or  poiché  un  credito 
si  annulla  da  un  egual  debito  , lo  zero  sta  in  mez- 
zo Ira  i termini  positivi  e i negativi;  ed  un  termi- 
ne si  dirà  positivo  o negativo  se  sani  maggiore  a 
minor  di  zero  . Del  resto  quando  il  primo  termine 
d’ un  polinomio  non  ha  segno,  si  ha  per  positivo, 
lcq.  Spesso  occorrono  i termini  stessi  in  uu  po- 


di  niuna , nel  qual  caso  il  monomio  è 
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linomio  , come  a -f  a -4-  a — b — fr  -4-  ù : allora  si 
scrivono  una  sola  volta , segnando  con  una  cifra  a 
sinistra  quante  volte  debbon  ripetersi  . Quindi  a -4- 
o — a — b — b d diventa  3 a — 2 b -+  d,  e la  ci- 
fra 3 , 2 che  precede  i termini,  si  chiama  Coefficiente  ; 
se  ella  manciù , il  coefficiente  è l ; cosi  la  lettere. 
d è un’ espressiou  compendiosa  di  ld , ed  fh  — pq 
s=  1 fh  — 1 pq  ec. 

110.  Una  quantità  moltiplicata  per  se  stessa  o 
si  scrive  due,  tre  ec.  volte  di  seguito  senza  segno 
( 106)  come  aa't  prodotto  di  a per  a,  aaa  prodotto 
di  aa  per  « e?.,  o con  una  cifra  a destra  ed  in 
alto  si  accenna  quante  volte  ella  dovrebbe  scriversi: 
cosi  a1  è un  compendio  di  aa  , a*  = aaa  , a4  = aaaa 
ec.  Queste  cifre  in  alto  diconsi  Esponenti , nè  biso- 
gna confonderle  coi  coefficienti;  i coefficienti  indican 
somma , e gli  esponenti  moltiplicazione  : così  3 a =s 
a -4-  a -+-  a , mentre  a5  = aaa , e se  a = Ò , viene 
Za  — i5  ed  ai  = i*>5. 

111.  Se  l’esponente  manchi,  egli  è l’unità: 
così  bc  = b' c‘ , xjcxyyz.  — x'y^z' . Per  distinguer  poi 
1’ esponente  numerico  n dal  numero  re  d’ apici  (1 0.5), 
questo  si  scrive  (re):  cosi  a“  esprime  a moltiplicata 

« — 1 volte  per  se  stessa , ma  a1**  significa  a con  re 
apici . 

112.  Si  dicon  simili  i termini  con  le  stesse  let- 
tere , ed  ognuna  con  lo  stesso  esponente  : così  a -4* 
3a  -4*  4«  son  termini  simili , poiché  la  stessa  a è 
presa  una  , tre , quattro  volte  ; posson  dunque  riu- 
nirsi e si  può  scrivere  8re  . 

1 13.  Se  fosse  a — 3 a -4-  4a > hi  stessa  quantità 
a sarebbe  sottratta  tre  volte , onde  da  a -t-  4a  tolto 
3a , resterebbe  2«  ; e se  si  abbia  o -t-  3re  — 4 a > i 
positivi  distruggeranno  i negativi . Queste  induzioni 
son  frequentissime  ; eccone  la  regola: 

1 14.  Bisogna  ridurre  in  un  solo  i termini  si - 
fnili  0 scancellarli  . bi  scancellano , se  con  coefficien- 
ti 
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ti  egoali  hanno  pepili  contrarj:  così  za  -+  b — za  — b 
va  a o.  Si  riducono  ad  un  sol  termine  se  hanno  lo 
stesso  o contrario  segno;  allora  la  somma  o la  dif- 
ferenza dei  loro  coefficienti  è il  coefficiente  del  nuo- 


vo termine.;  così  Zx  -+■  4/’a—  8*  = bf s — bx , 
% t -+•  2<p  | x — ib<p  = ~ x — 1 3<p  . 

ni».  È uso  di  seguir  1’  alfabeto  nelle  lettere  di 
ciascun  termine  : così  si  scrive  piuttosto  ale  che  eòa  , 
piuttosto^ yr  che  iry  : ciò  contribuisce  a tar  megliq 
conoscere  i tenuini  simili , 

i 


Somma  Algebrica  . 


ll6.  Per  sommar  le  quantità  basta  scriverle, 
l’une  dopo  1’ altre  r<»i  loro  segni,  e farne  la  ridu- 
zione se  ha  luogo  : così  la  somma  di  edu  e Ipm1  è 
cdn  lim‘‘-,  quella  di  xj  -+.  z5  ed  u — t — z’èi/4 
U — l ; quella  di  -lm  -t-  3«  — q e q — Zm  Zn  Ò 

zero;  e di  ~ e — e — -4-  — , 

o a b a 

Sottrazione  Algebrica  . 


tlf.  Per  sottrarre  una  quantità,  da  un’altra, 
le  cangio  i segni,  la  scrivo  allato  all’ altra,  e ridu- 
co : così  sottraggo  p-  da  r scrivendo  r — - p ; sottrag- 
go m.ì  — n*  — g da  x’z  — n1,  scrivendo  x'z  — • 

w1  — mì  -4-  rt*  -4-  g,  e per  sottmre  -^>da  ~ > scrivo 
— f.  a 6 

A rf  ' 

118.  Questa  mutazione  dì  segni  nella  quantità 
da  sottrarsi  è chiara  quando  sì  muta  -+•  in  — , poi» 
che  per  indicar  la  sottrazione  d’  una  quantità  p bi- 
sogna darle  la  forma  negativa  — p (lo&J:  ma  non 
par  sì  chiaro  che  per  sottrarre  una  quantità  — p % 
bisogtu  scriver  -+  p , 


« 
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lig-  Giacche  però  la  quantità  sottratta  dee  col 
resto  rèndere  la  quantità  «la  cui  si  sottrasse  ( 19  ) , 
'questa  non  si  riavrebbe  senza  mutare  i segni  alla 
quantità  da  sottrarsi  ; per  esempio , se. — g fu  sot- 
tratto da  c , il  resto  sarà  c -4-  g , perchè  sommando 
c ■+  ff  con  — S > torna  c : ed  è poi  certo  che  se  da 
c ( = c -4-  g — g)  si  tolga  -4-  g , resta  c — g-t  e se  si 
tolga  — g , resta  c -+  g . 

120.  Ver  indicar  la  differenza  positiva  di  due 
quantità  a , b ( qualunque  di  esse  sia  Ja  maggiore  ) 
si  adopra  il  particolar  segno  co  e si  scrive  a co  b,  il 
che  vuol  dire  a — b se  a >•  b , e b — a se  b > a . 

Moltiplicazione  Algebrica. 

Ogni  termine  algebrico  è compoeto  di  quattro 
parti  : del  Segno  che  lo  precede  , del  Coefficiente  a 
cui  è unito  , delle  Lettere  che  contiene  , e degli  Espo- 
nenti di  esse . Ora  la  moltiplicazione  di  due  termini 
# algebrici  esige  delle  regole  per  tutte  queste  parti . 

121  • Per  i segni , 1 fattori  con  segni  simili  danno 
il  prodotto  col  -4-  5 con  segni  diversi  lo  danno  col 

— : così  aXb  = ab,  — a\—  b — ab,  oX~i  = — 
ab,  — a'Xb  = — ab  . Infatti  moltiplicar,  per  esem- 
pio-,— 4X6,  significa  sommar  sei  volte  il  numero 

— 4 , ciò  che  dà  — 24  ( 116  );  e moltiplicar  — 4X 

— 6 significa  sottrar  rci  volte  il  numero  — /y,  ciò 
che  dà  -t-  24  ( 117)  • È però  assurdo  il  dire  che  -+■ 
X-+  dà  -4-  y c^e  -+ X — ^ dà  — - ec. , perchè  si  molti- 
plicano le  quantità,  non  i segni:  ma  l’uso  autoriz- 
za tali  hx-uzioni . 

La  regola  d$r  segni,  supposto  -4-  X -4-  Sfc  , si  dimo- 
stra anche  così.  Voglia  moltiplicarsi  ( a — b )(  c — d ) ; 
pongo  a — b = in  , c — d = ti , e moltiplicate  le  due  equa- 
zioni a = ni  ~h  b , c = n -4-  d , verrà  ac  ~mn  -4-  bri  rt-  dm  -4. 
bd  — mn  —r~  ho  -4-  dm  — 4-  bri  —4-  btl  -■ — bd  = ( b -4-  m ) d —h  (d  -4- 
n ) b - 4-  mn  — bd  — ad  -4-  bc  -4-  mn  — bd  j dunque  mn 
(a  — b ) (c  — d j = ac  — ad  — bc  -+  bd  , come  prescrive 
la  tegola  . 
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122.  Per  i Coefficienti  k I coefficienti  si  moltipli- 
cano insieme  come  nell’  Aritmetica , e il  loro  pro- 
dotto ® il  c.iefficient»!  del  prodotto  algebrico  : così 

ZaX9h  = %7ab ex— p = — cp  = c-£ . 

123.  Per  le  Lettere.  Le  lettere , come  si  è det- 

to ( lo6)  , intèndonsi  moltiplicate  quando  sono  scrit- 
te di  seguito  senza  segno  intermedio:  così  1 Hx'X'jy 
= 6cxy\  6oxyX.$az  = i8o  axyt . _ ‘ 

124.  Per  «rii  Esponenti . Una  lettera  con  espo- 
nente si  moltiplica  per  la  lettera  stessa  pur  con  e- 
sponente  i scrivendola  con  un  esponente  eguale  alla 
somma  dei  due  primitivi:  così  8azb’  X4a$^  — 32o7£+, 
Questa  regola  viene  dalla  passata;  poiché  go^’X, 
4 a*  b=  8 aabbbX  kaaaaab  = 32  aaaaaaabbbb  = Zo.X 

*7M(  Ilo). 

l'->-  Or  la  moltiplicazione  dei  politiomj  si  fa 
moltiplicando  ciascun  termine  d'  un  fattore  per  cia- 
scun termine  dell’  altro , e poi  riducendo  . Debba, 
moltiplicarsi  ,0  -f  3c  - d per  2a  — d ; moltiplico 
primieramente  a per  2 a ( il  prodotto  c 2 a1  ) quindi 

4-  3fcpéf  2a  ,(H- 

6ac)-,  poi  — d per  a -+  3c  d 

2 a ; (_  2ad) . Pas-  — 2a  ~ d 

so  al  secondo  terv  2 az-4-(jac  — 2 ad 

mine  del  moltipli-  , , ( — ad  — 3 de  -+  d1 

calore,  c molti-  *a*-+6ac -2ad-3cd+  d* 

plico  a per  — d , 

( — poi -+•  3c  per  — d,  ( — 3cd)-,  infine  — d 
per  — d,  Sommo  tutti  questi  prodotti  e 

f^tta  la  ^riduzione  , ho  per  prodotto  totale  2a*  -+■ 
6nc  — 3 ai  — 3 cd  -+-  di.  Jvceo  degli  altri  es'empj  . 

a -+■  x a~  H-  2ac  -r-  bc 

•-  ••  * 

^ ^ . -i..  ti  1 -O  b 


ax . 


— *». 


'**  - « — a'~ b — 2ahc bz o , 
a1  -+■  2a 3 c — o:4  — ’3 ale  -¥b'<£ 
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126.  I rotti  algebrici  si  moltiplicano  come  i nume» 


. . v x . . o r<x-  c ..m-+n  cm-pcn 

nei  : cosi  — X — = ~ ■ • • • -7  X = r • • • 4 

y z ys  d />-!-</  dp-vdq 

tt~pb  s/  a — b a* — b 1 

T— "x  ^ 1 -4-  * I — x1  ' ' 

127.  Talvolta  la  moltiplicazione  s*’  indica  sola-1 
inonte , e si  cuoprono  i fattori  con  una  linea  o si 
chiudon  tra  parentesi  : così  il  prodotto  di  a -+•  Zd  — » 


d1  per  bx  — Gd1  si  scrive  a -t-  Zd  — d1  X 
ovvero  ( a -+•  Zd  — • d1  ) ( bx  — 6d 1 ) . Quando  i fattori 
mn  molti , come  (a?-4-a)(<r-t-&)(xH-c)(,r-4-d)> 
ed  occorra  effettuar  l’ operazione , moltiplico  i pri- 
mi due , poi  il  lor  prodotto  per  il  terzo , e così  di 
seguito  . 

Divisione  Algebrica . 


128.  Anche  nella  divisione  si  osservano  alcune 
regole  per  i Segni , per  i Coefficienti , per  le  Lette-1 
re  e per  gli  Esponenti . 

Per  i Segni  , Si  vide  ( 121  ) che 

a4;  dunque  (32)  — — = 6,  e — — = — 4 > cioè 

anche  nella  divisione  le  quantità  con  ségni  simili 
danno  il  quoziente,  col  -+- , e coti  segni  diversi  col  » 
Per  i Coefficienti  . I Coefficienti  si  dividono  co- 
me nell’  Aritmetica  , scrivendone  il  quoziente  esatto 
se  son  divisibili  senza  resto  , o formandone  un  rutto  . 
Per  le  Lettere.  Poiché  aXi  — <26  (121),  sarà 

(Zn)~  — a ovvero—  =3 b,  cioè  dalle  Lettere  del 

' ' b a 

dividendo  si  scancel/nn  quelle  del  divisate , e età 
che  resta  è il  quoziente  ; così  se  si  chieda  quante 
volte  entri  in  in  mpr?  si  risponderà,  che  vi  entra 
pr  volte , poiché  scancellando  m in  mpr,  resta  pr 
per  quoziente.  Non  trovandosi  nel  dividendo  le  let- 
tere stesse  del  divisore  t se  ne  forma  ufi  rotto  corno, 
m numeri  s. 
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Per  gli  Esponenti . Una  lettera  ton  esponente  si 
divide  perla  stessa  lettela  pur  con  esponente , scriven- 
dola nel  quoziente  con  un  esponente  eguale  alla  diffe- 
renza dei  due  primitivi:  così  dividendo  6a4&}  per  ab2't 
il  quoziente  sarà  6a*~ * b,~2  = 6a:b . Quesia  regola 
Vien  dalla  passata1,  poiché  se  dal  dividendo  6aaaabbb 
si  scancelli  il  divisore  abb , resta  il  quoziente  6 aib. 
■ 129*  Or  per  dividere  l^acìdeì  per  — 2bdìeìJ\ 

io  dico  : -+■  4 diviso  per  — 2 = -*-  2 : passo  alle  let- 
' tere , e scancello  nel  dividendo  quelle  del  divisóre 
formando  un  rotto  dell*  altre  : quindi  il  quoziente 

v 2 ac*  -,  „ 3 abc  — &bd 

cercato  e — — ,r>  • Cosi  — — = i . = — 2 

bd  f 3 aie  •>" rt 


a*b  ec. 


ibd 

3 cdb 3 ab  I 2adb  ...  4a}b%d  

5 «c  5C  . 3a  ^ 4 °bd 

i3o.  Queste  regole  bì  applicano  ai  rotti  de’  po- 
linomj  se  una  stessa  quantità  sia  in  tutti  i loro  ter- 

. , at—  2abx  I — 2 b - » . . 

nuni  : cosi - — r = , tolta  ax  a tutti  t 

nx  -+ax  14  .x 

termini  e messo  1 ove  è sola  ( 109  ) . Del  pari . . ; 

3-v*  I 4n,x1  -+  3u!b*x  4x4-3  ab1 


a x ■ 


-ybx 


3ax 

l3l.  I polinom)  si  dividóno  come  nell’Aritmeti- 
ca, e per  minor  fatica  si  ordinano  i termini,  onde  il 
primo  abbia  Una  lettera  ( cornane  al  dividendo  e al 
divisore  ) col  massimo  esponente;  il  secondo  abbia  1» 
Tetterà  stessa  coll’esponente  prossimamente  minore 
ec.  Ecco  un  dividendo  e un  divisore  ordinati  per  a: 
a1  -4-  2 ab  -4-  b'  a*  -+  4 a'b  -+  6a2 b2  -¥  1±abl  -4-  b*  . 

Potevano  anche  ordinarsi  per  b : si  preferisce 
però  la  lettera  che  non  ha  lo  stesse  esponente  in 
più  termini  ; per  esempio , si  è preferita  x a.  bea 
nella  divisione  seguente . 

r * 


| — Zx*  -4-  ex 

,r-  3 b2x2  -4-  b'cx  gb2xs  — 3 b2cx* — Zb2cx*-+  b'c^x^ 
• — qb2x*-+-  Zb2cx*-+  Zb1cxì  — b2c2x* 

..  1 ■ »- — — ... - -- 

9 9 ' 9 o 
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ab 


dico  dunque  : , — — Zx* , che  pongo  al  quozien- 

te : moltipliro  per  — Zx*  tutto  il  divisore , e sottrag- 
go il  prodotto  9 bzxs  — Zbzcx*  dal  dividendo . Conti- 

— 36‘cat1  ..  . . 

nuo  e dico:  — -4-  ex , quoziente , per  cui  mol- 
tiplico il  divisore,  e sottratto  il  prodotto  — 3 b1cxì  -+• 
bzczxz , nulla  resta  ; dunque  il  quoziente  è — Zx*  -t- 
cx . Moltiplicandolo  per  il  divisore,  trovo  il  dividen- 
do ; dunque  1*  operazione  è bùoria  . 

l32.  Serviranno  d’  esèrciteib  espressioni  simili  a 

questa 


a'-t-m1 


a -4-  m/  a}  -t-  to’ 


— o» 


.1  - 


che  fan- 

ri  -+  m 

no  nascere  dei  nuovi 
terniini  nel  dividen-' 
do , nientre  si  prose-  0 . . 

g«e  la  divisione  .11-  1 •*'-es*;0  0 

quoziente  è qui  az — 

ani  -4-  to* . DlVifleri-  2*.  Resto'  - 
do  1 — x,z  per  1 — 
x,  il  quoziente  è 1 -4- 
x -4-  xz  -+•  x*  -+  x4 
-f  xs  -+>‘  xf  -4-  x7  -4-  x*' 

= 1 -+-  X H-  x1  -+• 

I X 


| a 1 —•  arri  -+  m* 


a m 


to’ 


azm 


am 


TO’ 

to’ 


am 
am 3 


x9  -4-  x'°  -+-  x" 


Così 


x*'  ec.  all’  infinito;  ed* 


— ==f  1 — x*  -4-  x*  — xK  - 


mrl  *•- 

C®  


ec. 


et.  in  ui- 


1 -+ar* 
finito . 

l33»  La  divisione  dei  rotti 'algebrici  per  interi 
0 per  altri  rotti, -o  d’  un  intero  per  un  rotto,  non 

lia  difficoltà  (fi**):  così'  si  divide^-  per  -p  scriven- 
do — : si  divide  — per  Lm  «c’rlVè'ddo1— — — ; si1 

m c 1 C.4 m 4 cm 

dfivtde^xpéf"—  scrivendo—,  _ 

X />  ‘ ' 

l34^~  Questi  rotti  si  ridueori  ‘ poi  all’  espression 
piu*  semplice  con  ordinarne  i*  termini  (i3t) , e o ri* 
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solverli  Jici  lor  fattori  (ia5),  o cercarne  il  comnn 
divisore  (56):  così,  poiché  x*  -+•  px  = x ( x -p) 

e bmx  -+  bmp  — btn  ( x -4-  p ) , sarà  — — 
* ' bmx  -f  bmp 

VmT^¥p)  = bm  ’ Par“nenteJ  giacché  dividendo  a1  — 
x'~  per  a -+  x si  trova  un  quoziente  esatto , sarà  a -+- 

te  il  massimo  coinun  divisor  di  i — . Ma 

a — a a — x 

non  sempre  si  conoscon  sì  presto  i fattori  delle  quan- 
tità , nè  sempre  è loro  applicabile  il  nudo  metodo 
del-  comun  divisore . 

«35-  *n  generale  (315)  per  avere  i fattoi!  delle  quan- 
tità x4 — s4  ed  xs  — sax}:  i°.  pongo  x4 — s4=o,  onde 
x4  = s4  ed  x*  = dt=*4:  dunque  i fattori  di  a;4 — z4  sono 
4 cd  x*  — s*  *=  ( x -+•  ® ) ( x — * ) : 9°.  pongo  x*  — 
jV  = O , cioè  riducendo , x 1 — s*  = o =?  ( x«+  * ) (x — s). 

Dal  che  ai  b,  -f— ‘-1=,'_£ ^ 
. Lo  stesso  metodo  darà  — — i ==- 

I2x  — gy 
6.r2  -4-  2y* 

136.  Parimente  per  aver  (5$)  jl  massimo  pompn  divi* 
•ore,  avverto  che  delle  due  quantità  proposte  possq  pJivjr 
dere  o moltiplicar  1’  una  per  qualunque  quantità  che  noq 
abbia  alcun  divisor  comune  coll’  altra  : ciò  non  altera  il  di- 
visor cercato  , che  per  ipotesi  deve  esser  comune  ad  anh 

. . m { À ) 12X1 — 15x7-4-37*  j 

bedue  . Ripiglio  il  rotto  , _ j ed 

( B )6x*—6x'y  -4-  Sxy  — 37 

osservo  1®.  che  A può  dividersi  per  3 ma  non  B,  e B per 
3 ma  non  A ; divido  dunque,  e viene . 

p°‘"  .f«H«  « 

per  C giusta  il  metodo  (56),  bisognerebbe  moltiplicar  D 
per  4,  e ciò  può  farsi  giacché  4 non  ha  alcun  divispr  co- 
mune con  C ; moltiplico  dunque  , e poi  dividendo  D pe* 
C resta  (E)  1 gxy1 — 1$ )y*  : 3®.  che  E può  dividersi  per 
lyy1  ma  non  C;  divido  dunque,  ed  E diventa  (F)  x — y 
per  cui  dividendo  C , nulla  avanza;  dunque  F è il  massi- 
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aio  cnmun  divisore  di  A,B  da  cui  si  ha 


IrL~_3? 

6x*  -4-  2y* 


T 


Potenze  e Radici . 


137.  Se  una  quantità  a si  moltiplichi  per  se 
♦tessa  un  numero  qualunque  n di  volte  ( e questo 
numero  n di  volte  può  essere  intero  o rotto,  positi- 
vo o negativo  ) , -1  prodotto  si  dice  Potenza  di  a , 
ed  a si  chiama  Radice  di  questa  potenza  , Ma  si 
noti  che  moltiplicar  più  n volte  una  quantità  a per 
se  stessa  , significa  moltiplicar  realmente  a in  a X 
a . . . X ° '•  laddove  moltiplicar  meno  n volte  la  quan- 
tità a per  se  stessa  vuol  dir  dividere  a per  «X«.. 
X a 1 tale  essendo  1*  effetto  del  meno  che  indica 
sempre  nelle  quantità  un*  opposta  maniera  d*  esiste- 
re (j 08)  e perciò  un’operazione  contraria  a quell» 
che  si  farebbe  col  più . 

138.  Quindi  se  a si  moltiplichi  una  volta  per 
se  stessa , avremo  a\a  — a2,  potenza  seconda  di  a ; 
se  due  volte  , se  ire  ec. , verrà  a . a . a — a' , a . a y a . a 
r=<x4eo. , potenze  terza  , quarta  ec.  di  a:  ed  a sarà 
la  radice  seconda  di  a*,  la  terza  di  a’,  la  quatta 
di  a4  ec.  Sicché  una  quantità  si  alza  ad  una  data 
potenza  col  moltiplicarla  per  se  stessa  tante  volte 
meno  una,  quante  sono  unità  nell'  esponente  della 

potenza:  così  g,  — , 5 & si  alzano  alla  2*  moltipli- 
4 

candoli  per  se  stessi  una  volta,  il  che  dà  9.9  = 9* 


3 

• f - 

4* 


u , = 


2 bb2  ; e in  generale  a si  alza  alla  potenza  rn  '”a 
moltiplirandola  m — 1 volte  per  se  stessa , d’  onde 


tteoe  a , a 


(Uo), 


539.  Dutv- 
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l3g-  Dunque  1°.  se  m = c , sarà  a = a#.m  — 
*1  = — i,  ed  a si  alza  alla  potenza  zero  moltipli- 
candola meno  una  volta  per  se  stessa,  cioè  dividen- 

* a 

dola  per  a (137)  : onde  o°  = — - = 1 . Perriò  la  quan- 
tità alzata  alla  potenza  zero  eguaglia  l’ unità  ; così 
<crf)«  = (^)  = (^±=A)°=  o*  = l. 


140.  Dunque  2 . se  m — l , sara  a z=a,m  — 
1 =0,  ed  a si  alza  alla  prima  potenza  col  molti- 
plicarla zero  volte  per  se  stessa , cioè  lasciandola 
qual’  è , poiché  a.  a =0(139)*  pr*ma  poten- 
za a di  a diccsi  anche  potenza  lineare , la  seconda 
a~  si  chiama  anche  Quadralo , e la  sua  radice  a 
dicesi  Radice  Quadra •,  la  terza  a5  si  chiama  Cubo , 
e la  sua  radice  a,  Radice  Cuba -,  nomi  che  vengo- 
no dalla  Geometrìa  . 

l4t.  Dunque  3°.  se  m = — l,  = — 2 ec. , sa- 


rà am  = a 1 , = a 1 ec. , m — 1 = — 2,=  — 3ec., 

, , ,,  lima  «ima  , 

ed  a si  alza  alla  potenza  — 1 , — 2 ec.  col 

moltiplicarla  meno  due , tre  ec.  volte  per  se  stessa, 
cioè  dividendola  per  a % a*  ec.  ; onde  0 = — = 


— , a 1 = ^ = -i  ec.  Onde  una  quantità  con  e- 
a a’  a 

sponente  negativo  equivale  all'  unità  divisa  per  la 
quantità  stessa  col  suo  stesso  esponente  ma  positivo . 
Mutati  dunque  i segni  agli  esponenti,  posso n por- 
tarsi o di  sotto  o di  sopra  i varj  fattori  d’  un  rot- 


to, salvo  il  suo  valore:  così  = rsj'  1 g 5 = 

_ir_  J 

«V')—  1 , 

142.  Dunque  4°-  8e  m — y»  sarà  am  s=ar3m  — 1 


G 
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ima 


1=  ^ — - j ed  a fai  alza  alla  potenza  (—  y 

X 

col  moltiplicarla  per  se  stessa  volte,  onde  ar  =i 

= -1 . Del  re- 


a.  a 


i — r 
r , 


se  r = 2,  gara 


x. 

2 


sto  la  potenza  (— )J'  chiaramente  significa  un’  e- 
etrazion  di  radice  ; poiché  come  moltiplicando  per  r 
1’  esponente  1 di  a , viene  a , e si  alza  a alla  po- 
tenza r,tma  ; così  dividendolo  per  r , viene  a'  , e si 
. sima 

deprime  a alia  radice  r 

l43.  Di  qui  le  regole  per  calcolar  le  potenze 
di  quantità  che  hanno  la  stessa  lettera . 11  calcolo 
comincia  dalla  moltiplicazione  : la  somma  e la  sot- 
trazione si  fanno  al  solito.  J.  Esse  si  moltiplicano 
col  dar  per  esponente  alla  lettera  comune  la  somma 

de<jli  esponenti  (124)*  ^ - — b ■ — b ,5  . 

5a  — 5^  3 = 5 1 = ~ . 11.  Si  dividono  col  dar  per 

esponente  alla  lettera  comune  la  differenza  tra  gli 

esponenti  del  dividendo  e del  divisore  (128):  così 

- « 1 t l 1 t 3 

c^:c^=c;,  " = c’>;  p*  : pf  = p-  J = p5;  4:4'  — 

41  “ 3 = 4 2—  £ . ITT.  Si  alzano  alla  data  poten- 

za, moltiplicando  il  loro  esponente  per  il  dato  (1-38): 

. , . •£  <3  6 m ,1,  sima  ,. 

così  c1  alla  Z diviene  o —c  ; a all  « di- 

viene a'"1 . IV.  Se  ne  estrae  una  data  radice,  divi- 
dendo il  loro  esponente  per  il  dato  (142):  la  radice 

ma 

1 . .6  , ,,  simn  ,,  mn  , ,,  f» 

3 di  c"  è c^=c5,  I n di  a e an  — a . 

*44,  Questa  estraziou  di  radici  si  accenna  col  se- 
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gnò  radicale  \f  : so  egli  non  ha  indico,  come  \/l> , 
esprime  la  radice  seconda  o quadra  di  b : ma  con 

3 4 

gl’indici  3,4-**raj  come  \J  a , \Jb J,  ^/c',  esprime 

la  radice  di  a , la  quarta  di  b} , e 1’  nsima  di  c'~ . 

m 

3 . ».  n m ~ 

Quindi  \Za"  = a3'  e i°  generale  z=  an  . 

l/p.  I radicali  son  tutti  compresi  nella  formula 


y/pm~rn  supposto  m > 1 : e potendo  essi  ridursi  a 
quantità  d’esponente  rotto  (144)»  sono  o proprj  o 
apparenti  o improprj  , come  il  rotto  che  gli  deter- 


mina 


Se 


m — n 
m 


n < o,  il  radicale  sj pm  n—p 

proprm  come  il  rotto  — — — \ in  tal  caso  si  chiama 

quantità  sorda  , irrazionale , incommensurabile  e an- 
che potenza  ioti  a o imperfetta.  Se  » = o,  il  radi- 


cale y 'pm—pm—p  è apparente,  come  il  rotto  — s 
e significa  la  quantità  razionale  p.  Se  n > o , il 


radicale  \J p m ~'rn  =p  =p.pm  è improprio  co- 

m 

me  il  rotto  — "l”—  , e si  riduce  a p\/pn  cioè  a quan- 


tità sorda  con  coefficiente  razionale  • Che  se  p si» 

m 

negativo  ed  m un  numero  pari , il  radicale  — p”l~^n 
dicesi  immaginario  o impossibile,  non  potendo  os- 
servi quantità  clic  moltiplicata  un  numero  impari 
di  volte  per  se  stessa,  risulti  negativa  ( t2l  ).  Tut- 
te l' altre  quantità  o razionali  o sorde  diconsi  reali. 
per  opposizione  all’  immaginarie  . v 

ì/f.6.  Ora  1°.  i radicali  si  ridneono  al  grado 
•tesso  j come  i rotti  allo  stesso  denominatore  ; cosi 
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} I à 

giacche  dyjb  ±=  Cy/n2  = ab'2  dt=  cn3,  come  \ c § diven» 


goti  j^ef , così  ay/b  i=  cy/n i*  = ab°=±cn6  =za^b'  ±3 

(5 

Cy/«4:  a°.  si  riducono  a minore  espressione,  corno 

À. 

i rotti  improprj  ad  interi  e rotti;  cosi  Zy/ d = 3a* 
i4i  j 1 X 

s=  3 a 2 = 3fly'fl;  e 2\/ 25co  = 2y^4-^+==2,43, 

x ? 


3 = io  (4 . 5)3  = IOy/20:  3r.  le  quantità  ra- 
zionali si  riducono  a radicali  d’  un  dato  indice  o e- 
sponente , coinè  gl’  interi  si  riducono  a rotto  ; cosi 
per  cangiare  ab2  in  radicale  quadratico,  cubico  ec. ^ 

24  3.  a 1 

li  fa  ab2  = a~b~  = y/a2b*  — «a6a  — y/ db*  ec. 

147.  I radicati  ( ridotti  a minore  espressione  (146)  se 
ei  può  ) si  sommano  e si  sottraggono  al  solito  (116  117), 
c se  hanno  1’  esponente  stesso  e la  stessa  quantità  tbtto  il 

segno,  si  riducon  pure  al  solito  (114):  cosi  /v/a-t-yi-t- 
b 3 3 

— 3v*  = 3v/'a  — 2\/&'>  y/zia'b  — V3a’if  ( = 3aV3afc— ; 

) = 1 3“’ — ab*)y3ctb.  Si  moltiplicano  anche  e si 
dividono  o coi  soliti  segni  (24.33)  o effettivamente  dopo. 


averli  ridotti  al  grado  stesso  (146);  così  V3V2  = (3  7J~  => 

V21 , *1  = V5J  = vi-,  fa  = JJ  = A/*  = 

V3  3 


= a' 1 : ò 1 1 = Infine  si  alzano  a potenza 

ejb"1 

intera  o rotta  moltiplicandone  l’esponente  per  quello  della 

-.3  5 

potenza  data:  cosi  (^2)’  = 2a  ' = aa=Va,  = ®V*}(Va"* 
‘In  2x 


ÌL  3*  ,0  „ 


b*  f — a.  1 b1  = a*b*  : e in  generale  se  il  radicale  ha  Z’e* 
sponente  della  data  potenza  , si  toglie  il  segno  radicale  : 
4 i • a 8 3 7,  7 7 

del  pati  /v/(v'Z»)  = ò =y/b-,  ^/(^/hì)—b  =\/b. 

148-  Anche  le  quantità  immaginarie  si  riducono,  si 
(«minano  c si  sottraggono  al  solito.  Quanto  alla  loro  moki'. 
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plicazìone  , è chiaro  che  come  . ,Ja  = \Ja*  = a , cosi 
V( — l)V(— •)=  V( — •)*=  — 1 ; onde  in  generale  V~  a 'A. 
y*  — a = ( y/a  .\/“  I ) ( ^a.  V'  — • ) — — I -Va*  = — « » 
zy/ — a • v — 6 = ( y/a  . ^ — I)(V4.  V — I ) = — 1 . \ab  = — 

^ ab . Dal  che  si  ha  V ( — I )2”  = ir  I e y'  ( — i J3'1  1 = 

v(  — 1 ) V — I = ±=  V — * » preso  il  segno  -+  se  n è pari  : 

*?  i 

perciò  anche  y/ ( — I )*  = \/[ — • I ) = ( ir  I )J  = , 

presi  i segni  -+  , -+  se  n — qm  ; -4- , — se  n = -+  I ; 

— , -+  se  n — 4m  -+  2 ; c — , — se  n=  4 171  -+  3 , essendo  m 
un  intero  . 

149.  Si  noti  infine  1°.  che  supposto  a •+  V*=c  = A + 
B^fccf  A , a , B , b son  quantità  rcal  i ) , sarà  A = a , e 
B = b ; poiché  fatto  a = A ±z  m , verrebbe  A t /114  b*J  ±r 
c — A -t-  B\/t  c,  ed  m i=  ( B — ijy'tc,  cioè  il  raziona- 
le eguaglierebbe  il  sordo  o I’  immaginario  , il  che  è assur- 
do; onde  se  una  quantità  di  razionali  e radicali  ( o reali 
o immaginar j ) sia  zero,  i razionali  da  se,  i radicali  rea- 
li da  se  , e gl’  immaginari  da  se  saranno  zero  : 2°.  che  un 
prodotto  o un  quoziente  di  radicali  reali  può  divenir  ra- 

m m ni 

zionale;  cosi  dividendo  airi  per  y'a  t y i , si  ha  (/y/a-f 

tu  m m m m 

Jh  ) ( y/am  ~ 1 — Va™  1 « -+  y/am—3  Lì  — ...±z^bm~l  ) 


s =a-+-5,  preso  -+  se  m impari;  e ( s/a  — ^/b)(y/am  1 -4 

\/am  " l>  -+■ . • • -+  y/bm  *)  = a - B : 30.  che  anche  un  ptodotto 
o quoziente  d’ immaginarj  può  divenir  reale  e razionale , come 

asj — • — <*y/ — , asj — ■!  — a-J — I, 


(*- 


-+  e 


-)•*(■ 


-)  = I : 40.  che 


2y/—l 

un  immaginario  — lircirjfv/ — I si  riduce  sem- 

pre alla  Torna  A -+  By/  — I , facendo  a±rc=A,cò±r 
g=  B;  onle  quanto  è vero  della  somma  e sottrazione,  dee 
pur  verificarsi  della  moltiplicazione  , divisione  cc.  , che  son 
combinazioni  di  queste  due  operazioni  fondamentali  (il): 
50.  che  perciò  anche  le  radici  immaginarie  dell’  equazioni 
fi  riducono  alla  forma  A ir  ByA — 1 . 

l,5o.  Volendo  ora  alzare  il  binomio  a z±.  b alla 

potenza  msima)  o basta  indicarla,  c scrivo  al  solito 


# 
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(a  ±=  b)  ( 1^3  • ITT.  ) se  m è positiva,  eri  — — nfl 
è negativa  ( i4]  )> 0 deve  effettuarsi , e pongo  (a  =±  b) 


(a  =+£>)'”  ( ] 38 ) . Dunque  1°.  se  m = 2,  verri 

( a ri-  b )2  = (artA)(orti)z=airt  lab  -4-  b~  ; on- 
de la  potenza  seconda,  o il  quadrato  (T  un  binomio 
a t hj  contiene  i quadrati  a1  , b1  dei  due  termini 
e il  doppio  prodotto  =fc  2ab  dell’  un  nell ’ altro.  I se- 
gni son  tutti  positivi  se  i termini  del  binomio  han- 
no il  segno  stesso;  se  lo  hanno  diverso,  il  doppio 
prodotto  è negativo:  generalmente  ( per  dirlo  una 
volta  per  sempre  ) in  ogni  potenza  son  negativi  quei 
termini  ove  si  trovano  potenze  impari  di  un  nume- 
ro impari  di  termini  negativi  . 

l5l.  Osservazioni.  I.  Il  quadrato  d*  un  polino- 
mio qualunque  2&  — 3c  -t-  d — 2 m risulta  dal  qua- 
drato di  ciascun  termine  e dai  doppj  prodotti  dei 
termini  a 2 a 2 , ed  è !\b%  — 12 bo  -t-  9 c*  -4-  \bd  — 
Gcd  -+  d1  — 8 bm  -4-  12 cm  — \dm  -4-  . II.  Il  qua- 

drato di  m r±  b non  perde  la  sua  qualità  di  qua- 
drato unendogli  il  quadra  pio  prodotto  di  mh  con 
segno  contrario  ; infatti  tanto  è quadrato  ( m b )*  , 
quanto  ( m =fc  b )z  -4=.  l\mb  =(  m b )*.  III.  Onde  per 
cangiare  il  non  quadrato  Q jp.  d in  vero  quadrato, 
basta  fare  il  quadrato  Q 1 = ( m rfc  b )i,  d = l^mb  , e 

— = 2 rnb  : quindi  preso  il  rotto  arbitrario  — = 2»i, 


verrà  m 


= -,b  = -s,eQ= f d = (~^-~y.  IV, 

2 a 2 A x v 2 A<x  ' 

b5x 

Un  quadrato  incompleto  x‘  =fc — si  compie  coll’  ag- 
giungergli il  quadrato  della  metà  del  coefficiente 

b% 

totale  di  x:  qui  il  total  coefficiente  di  x è r±  — , 

, „ . =t  b 1 K b*  ** 

ia  sua  meta  e . il  suo  quadrato  e — ; . c il  qua- 

*P  , I4  4i'  1 

, ♦ -,  ^ - . b*x  b 4 

drato  completo  e x~  rfc 1 1 , 

■ c e 4*  - . 
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I5'2  Tn  generale  sieno  m , m -+  n ec.  i termini  ignoti 
della  radice  bmomia , trinomi»  ec.  del  quadrato  da  compir» 

/j  jp 

si,  e si  debba  compire  x ±z  — — : fatta  x ir  m la  sua  radi- 

P 

b'x  . 6‘  , „ . 

ce,  sara  ixm  — — ed  m = — , onde  1 intero  quadrato  c 
P 

h*  -f a i5 

( x ir  — )*,  come  sopra.  Debba  anche  compirsi  h t 

"2/>  * x 

_/*  i , ,.  . 2fm  b 2fn 

e ; posta  - — t-  m -4-  n la  sua  radice  , sara  ~ — = — e — = cj 

X'  XXX 

1 b CX  ,1*  1 , / i— fcCX 

onde  m = — n — — , e 1 intero  quadrato  f - — 1 1 . 

2f  tf  v x 2/  / 

153.  Con  questo  metodo  può  anche  eliminarsi  un  dato 
termine  d’ un  quadrato,  salva  la  qualità  di  quadrato.  Ag- 
giungo ir  r ( preso  il  segno  contrario  a quello  del  termine 

da  eliminarsi  ) alla  radice  di  sopra  — e pongo 

2 fr  b*  .......  b*x 

_ = — ,,  termine  da  eliminarsi:  dunque  r—  — . e il 
x 4 f ^ «/” 

, b*  . / f b -+  ex  i*x 

quadrato  senza  — 4 sara  -+  — ~-}  ) . 

154.  Dunque  2°.  se  i»  =r  3 » sarà  ( a rfc  i )J  =2 
(arti)  ( a rfc  i ):  = a1  rfc  3a‘i  — H .oai1  ir  i';  onde 
la  terza  potenza  o il  cubo  tC  un  binomio  , contiene 
iWubi  de’  suoi  due  termini  e i tripli  prodotti  del 
quadrato  di  ciascun  termine  nell'  altro  . 

155.  Se  bisogni  compire  un  cubo  yl  ir  py , posta  y ir 

m la  sua  radice  , sarà  $ylm—  py,  m = , t il  cubo  com- 

3y 

plcto  {y  ir  £-  y. 

3 y 

1.56.  Dunque  3°.  se  m—  4,  verrà  (arti)4  = 
( a rfc  i ) ( a r±  b)’  — a*  rfc  l^a'b  6«'iz  rfc  4«i’  —ti4: 
se  m = 5 5 si  avrà  (a  rfc  i )s  = a5  rt  5a+i  -4-  loa*i:  rfc 
1C a‘i!  -t  5ai4  rt  if  ec.  Ma  ecco  la  formula  genera- 
le che  trovò  Newton,  per  formar  le  pitenze  , e che 
si  chiama  perciò  la  Formula  del  Binomio  di  Newton  : 
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. . , sm  m , m — I m — I m — 2 , . 

(arti)  =r za  rimo  b -+  m . — — — a />=t 


ni  — i ni  — 2 ni  — 3 , 

V “r  » • 

23  234 


m . . 

2 

m — 4 


— a 


m — I ni  — 2 m — , 
m . . . X 

rt  j ' 


l 4 rd-  ec. , ove  la  logge  dei  termini  è mani- 
festa, e l’ultimo  di  essi  è m . — — -... — - — . 

3 3 w — a 

12  I c » ^ 1 ^ ^ , 

, — ab  = b . iùOii  se  m =z  o , viene  a 5 

772  | 772 


-4.  S_L?  «è1  ( =='  Zab2  ) rfc  £---  af/>’  ( = ±=  6’  ) : 

— t 2.3 

qui  la  formula  finisce,  essendo  in  tutti  i termini  se-, 
guenti  m — 3 = o;  e dalla  formazione  stessa  delle  po- 
tenze, cioè  dal  moltiplicare  a z±  b per  se  medesimo, 
si  rileva , che  se  ni  è numero  intero , debbono  es- 

, , . rr  ■ m — l ,n  — In»  — 2 

serio  anche  1 coefficienti  rn  . , m . . 

2 2 3 

ec. , ma  se  m è numero  rotto , i coefficienti  son  rotti 
e La  formula  non  ha  mai  fine.  Del  resto  se  in  ve- 
ce d’ un  binomio  si  abbia  un  trinomio , un  quadri- 
nomio ee.  , come  (p  -+■  q -+■  r — s si  farà  p -¥  q 
= a , r — s = b,e  si  sostituiranno  poi  i valori  di  n, 
di  b e delle  loro  potenze  . 

157.  Or  la  formula  per  m intero  si  dimostra  os^p- 

vando  che  la  potenza  mS'"t<l  di  a ±1  L è il  prodotto  d’  un 
numero  m di  fattori  eguali  , onde  se  sia  a ±=  b — o , ella 
avrà  le  proprietà  tutte  d’ un’ equazione  del  grado  in  (317). 

Quindi  il  primo  termine  sarà  a”  (313)5  il  secondo  sarà. 
a”  1 nella  somma  delle  radici  b prese  m volte  con  se- 
gni conrrarj  (317),  cioè  sara  ±=  ma"  lJ>  ; il  terzo  sarà 

m — o 

a ~ nella  somma  dei  prodotti  delle  radici  b prese 

a 2 a 3 (317)  , cioè  sarà  m . — -a"  “/>*(  285)  cc. 

• 2 

Ma  sia  m o rotto  o irrazionale  o trascendente  o im- 
maginario nel  binomio  ( 1 -+  * )m  , Poiché  gl’  irrazionali  e 

i trascen- 
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i trascendenti , o reali  o immaginar) , posson  sempre  ridur- 
si ad  un  rotto  o reale  , o immaginario — I = — = 

2 V— 1 

_ =f.  £- 

— — ( fatto  q — V — I ),  si  avrà  il  binomio  ( l •+*)  ^ = 

q ^ 

V(  l-f«)  p,  che  riguardo  alle  potenze  di  a,  cammino* 

i=P- 

rà  come  b (25 6).  Pongo  dunque  ( I — i-  cc ) ^ = A -4-  Bah* 

2(t  £) 

Ca1  -4-  Daj-4-Ea4-4-  ec. , e perciò  I.  ( 1 -+  a)  ^ = AJ-+- 
2ABa  -+  ( B1  2AC)  A*-t-  2 ( BC  -4-  AD)a’  -4-  (Ca  -4-  2BD  -4- 

2(  fe  — ì 

2AE  ) a4  -4-  ec.  : inaili.  ( I -t-  a ) ? = [ I -4-  a ( 2 •+ 

±zp 

A ) ] ? = A -4-  Ba  ( 2 -4-  a ) -4-  Ca*  (2-4-  a )*  -4-  Da*  (2-4* 

a)5  -4-  ec.  = A -4-  2Ba  -4-  ( B -4-  4C  ) a1  -4-  ( 4^  -4-  8D ) a5 -4-  ec. \ 
dunque  paragonando  termine  per  termine  gli  identici  1,11, 
verrà  i“.  Aa  = A ed  A — I : 2°-  2AB  =28  e B = B : 30. 

B*  -4-  2 AC  — B -4-  4^  e C = B . — — — ! 4°.  2BC  — 4-  2 AD  =* 

2 

4C  -4-  8D  e D = B . 1 . ? ec.  ; cosicché  se  B = m = 

2 3 

±=  £_,  la  formula  già  data  (156)  è generale.  Or  fatto  1-4- 

9 t IL 

a = as , onde  a = s — I ed  ( I -4-  * j ?=a  ^ = I -4> 

±z  — 

* 9-r 

B{  s—  i)-+C(s—  1 )*-4-  D(ss  — I )’  -4-  ec- , verta = 

Z 1 

• * ±=  — — 1 • 

B C ( s — 1 ) -f  D ( a — l )a  -4-  ec  = ( 134  ) * S -4- 

±=£- 2 


4=  - — 3 

•+  z * 


-4-  ec •+  I ; e preso  z — I , 

H 
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t,  1 — r 

resta  B = i +141  ec.  : ma ( somma  * d’  una 

s—  l 

progressione  ove  a = 1 , q = z)  ha  ±=  — termini  ( 258  ) ; 

dunque  B — I -+•  l -t-  ec  = I . — — = m . Col  Calcolo  Dif- 

9 

ferenzi  de  non  solo  si  troverà  B = m e 1*  intera  formula 
del  binomio,  mn  quella  ancora  d’ un  polinomi"  qualunque', 
p ichè  supposto  il  polinomio  ( f -{- gx  -4-  hx* -+  kxi  -+  /a4  -4- 

ec  = F -+■  Ga  -4-  Hi*  -4-  Ka’  -4-  La4  -4-  ec  , i coefficienti 
F , G , il  ec.  si  avranno  coinè  segue 

F =fm  , 

„ m.»F  * 

r: 

u 2nth  F -f  ( m — 1 ) c»G 

h= — 5? — • 

_ 3»iaF  -4-  ( im—  I )/iG  -M  m — 2)  «H 

K.  = — 1 

3 f 

. 4m’F  -4-  • 3m  — I kC,  -+(  2m  — 2 )hii  ■+(  m — 3)f>K.  __ 

L = u * ec- 

l5$.  Risulta  dalla  formula  olio  i termini  mm- 

. . situa  ‘ . . x 

petenti  ad  una  potenza  m sono  m -4-  1 , «riaccne 

pii  esponenti  «li  a , b vanno  da  o fino  ad  m : 2°. 
rlie  si  ha  il  coefficiente  d"  un  termine  col  moltipli- 
car quello  del  termine  rhe  precede  per  1"  esponente 
ivi  dato  ad  a , e col  dividere  il  prodotto  per  il  nu- 
mero dei  termini  precedenti  : così  se  m — 7 , il 

primo  termine  di  (a  -+•  by  sarà  a =a  ; il  secon- 

m~  ' /j  = ar’b  — fa*b  ; il  terzo  m . ™ — — X 

l'-  — — — a*b*  = 21  asb'-y  il  «juarlo  m . — — - X 

HlZll  am  __  iiJ^a'b1  — 35a*b\  dopo  il  <|ual 

3 3 


. do  ma 

vi  — <> 
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simo 

coefficiente  , che  è 1’  — — — e perciò  nno  dei  duo 

medj  o massimi  della  potenza  ( se  ella  fosse  pari  , 

^ fillio 

il  massimo  sarebbe  il  solo  — — — ) , tornano  con 

ordine  inverso  i coefficienti  dei  termini  pria  trovati, 
e sono  -+•  ?jjaxb*  -4-  21  a2bs  -4-  f ab K -+•  b1-,  perciò  riu- 
nendo .a  2 a 2 i termini  delio  stesso  coefficiente  , 
primo  ed  ultimo , secondo  e penultimo  ec. , come  si 
fa  talora  per  comodo  , viene  ( a b)1  — a1  -4-  b1  -+- 
fab  (a*  -+•  ) -4-  21  a1b1  ( a*  -4-  ò5  ) -+  Zòa'b'  (o-f  b). 

159.  Voglia  anche  alzarsi  alla  potenza  m“m * l’equa- 

m m m m 

zinne  jt  = y'a  -f  V*  : si  avrà  i"’  = (v'a-4-v'ò  )"  » c svilup- 
pando il  binomio  con  riunire  a 2 a 2 i termini,  si  troverà 


x”  = a -4-  b -+  my/ab  (V<* m 2 -4 ■ y/bm  2 ) -+ 


m — I 


m • va’i‘  (V«"  “4 -+  V*"  ~4  ) ■+ 


m. — 


3 3 ” V«W  ( V«  ~ •+  V* — J-t- 


• “3“  • -4-  6 ~S  ■+  Vi  8 ) ■+ 

m “1  m — 2 «»  3 » 4 " w-lO  IO. 

m’~— • — ~ ^ svab  W*  -+V®  )-4-ec. 

Limitando  dunque  il  calcolo  all’esponente  m — io, 

si  ha  1°.  ( Va  ■+  Vò )"*  lo  = x"  ,0=  Va"  ~~  IO-+ ec.,  # 
perciò 

= 2°  (Vu-+Vi)"~8  = • . . 


xm  ^ = Va’"  8-4-(m  — 8)V°m  9b  •+  *c. , onde 


m—8 


”am-^”bm-3=:x' 8 — f m — 8 ) xn~,0\/ub'  3*  cosi  da 

tn  yn  m m 

( Va~4-  <^b)m~6  , da  (Va“hV^Jm  4 cc<  vico* 
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V«— 8 V-S  H» 

Y'a"  * -+■  y/bm  4 — A'*  * — (ni  — 4 ) a"  ^ V'  a^  *+••••  • 

~(m  — 7)x"“8v'a1i*--^~*  —■ j—  ( m — 9)  X 

xm—,0”a>b’ 

Va"" 2 V vi*-'2  = a-—2  — ( m — 2 ) *—4 " -+ 

— — ( m — 5 ) a *V  a 4 — — — • —j-  ( m — 7 ) X 

_ o*  m — £ m- — 7 m — 8, 

* 'y/a'h'-lr——  . — — -(m_9)  x 

m 

a”  ,0v'a4^4.  Dunque  sostituendo  e riducendo, 

a*  = a *+  i •+■  stt"  2y'ai  — m . — — xm  * y'  a1^1 

m- — 4 m — 5 m f,  m m — 5 m — « 

m . — — '—3—  •*  y/a'b'—m.  ——  . ——  X ...  « 

«•—7  m—tm,  474  *— 7 » — 8 «—9. 

--  a v «4&4  H-  m . ~ ■ -3-  • -4~  • -£-  X . . . . 

a—1 10 

160.  Con  questa  formula  si  compie  una  potenza  bino» 

mia  di  cui  si  hanno  i rermini  estremi  a,b:  cosi  per  com* 

m I , m \ , I 

Pire  y •+  — , tarò  a = y onde  x = y-ì , 

y y 

zy/aS  I = A/a  o cc. , e viene  (*-+• — ) = y ■+  — 4 

' y ' " y* 

r t .m  — 2 I — 4 

"(>+7)  -m.  -)  -+ec 

l6l.  La  formula  Newtoniana  può  anche  espri- 
mersi più  «renerai mente  ; poiché  essendo  ( P =fc 

m m m m 

pq  r=rT-  2 ptq  -+”  (=  - ; ) p~q*  =±  ec„  « 

A rappresemi  il  primo  termine,  B il  secondo  ec. , si 
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avm(P=fcPQ)"=  AQ BQ  - ~- 

VQ  -+•  ec. , con  che  , se  n > 1 , si  passa  all’  cstra- 
KÌon  delie  radici  che  son  potenze  rotte  (1^5).  Voglia- 
si y/(pnr±  q)  = (pn- 1 f/)n:  sarà  m=l , P =p'z,PQ=: 

o ,N  n 

^ , e Q = ; perciò  sostituendo , verrà,  y/ (p  =±  9)  = 

„ . _!_/  , __  2ZZ.I  a”~~  1 _Jj__ 

P «/»*-•  2 'np-  a ' 3 ‘«V* 

rz  — I 2n  — I 3«  — I 9* 

3 v3  ' 4 ‘ 

termini  è manifesta . 

3 

Così  volendo  y/6,  divido  6 in  due  parti  tali  che  la  pri- 
ma e più  grande  sia  un  cubo,  c pongo  6 = 8 — 2,  onde 
pi  = 8,  />  = 2,  9 = 2,  n = 3 , e presi  nella  formula  i segni 


m 


m — 2n 


«V 


: ec.  ) , ove  la  legge  dei 


di  sotto,  si  ha  yó=2 


_2j£ 2^5_.2‘_ 


3-2 


2 . 3*  • 2f  2 . 3 • 3 5 • 28 


j | c 3 

ec.  = 2 — — — ec.  Il  primo  termine  dà  J6  = 

6 72  2592 

a,  ove  il  cubo  8 supera  6 di  2 , e l’approssimazione  è po- 

3 III 

co  giusta:  i primi  due  termini  danno  ^6  = 2 — — = — , 

6 6 

OC 

ove  il  cubo  6 dà  un'  approssimazione  più  esatta  : dai 

primi  tre  termini  ho  v/6=-^3— , e il  cubo  6———  si  ac- 

7*  373248 

costa  al  vero  anche  più  : ma  perchè  6 non  è cubo  , non 

3 

si  giunge  mai  al  valor  vero  di  \/6 , benché  l’approssimazio- 
ne sia  sempre  maggiore  . 

162.  Se  pongasi  la  serie  — -? ( ±=  1 — ec.  ) = d , es- 

npn  ~ 1 


n 

scudo  d decimali,  verrà  V(  Pn  *=  ?)  = P -+  d , e alzando 

turto  alla  potenza  ns,ma , trascurati  d*,<l4ec  come  picco- 
Hissimi  , si  avrà  un’ equazion  del  secondo  grado,  da  cui 
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ottenuto  i!  valor  di  cl , si  dedurrà  /N/(p"±=9)=/»-t-<I=a 

— p -4-  */ f ; — - r ±r j , e nei  casi  par- 
li — i VM'i-i)  , , n — 2 * 

n{n—l)p 

, 3 p 

ticolari  di  ri  = 3 , n — 4 ec.  , sarà  V(p  ±=5)  — — -+• 

2 

-t/ ( — ±=  — ) » <\/(p4±=9)  = — -+  \J ( --  ±=  Vc.,for- 
V V.  4 3P  ' 3 V V 9 6;>  ' 

mule  che  duerno  una  facile  approssimazione  se  si  tratti  di 
basse  potenze;  in  altro  caso  la  lunghezza  del  calcolo  è in- 
sopporr;;b-e  . 

l63.  Dalla  formula  «lata  ( 161  ) potrebbe  aver- 
si la  ra.liee  esatta  cl*  ima  potenza  polirlomia  perfet- 
ta , se  vi  fosse  un  modo  di  riunire  in  termini  finiti 
tri"  infiniti  suoi  termini.  Vi  si  supplisce  col  disfar 
la  potenza  per  mozzo  d’operazioni  contrarie:  cogl 
per  estrar  la  radice  quadra  da  a'  — ‘lax  -4-  1°. 

ordino  la  quantità  come  qui  si  è fatto:  2°.  se  dai 
segni,  dai  coefficienti , duali  esponenti  rilevo  che 
non  vi  son  termini  ripugnanti  al  quadrato  (l5o), 
estrnirtro  la  radice  quadra  dal  primo  termine  a2,  ed 
essendo  \J  a 2 = a ( 1/^7  ),  scrivo  a in  radice,  sottraggo 
il  suo  quadrato  dalla  quanlità  data  , e mi  resta  — 
0.ax  -4-  x2  : 3°.  poiché  in  questo  resto  dee  trovarsi 
il  doppio  prodotto  di  a nell’ nitro  termine,  e il  qua- 
drato di  questo  (i5o),  raddoppio  a,  divido  il  re- 
sto per  2a,pmao  il  quo- 
ziente — x tanto  in  ra- 
dice quanto  nel  divisor 
aa  , e sottratto  dal  resto 
il  prodotto  di  — x per 
2 a — x , viene  o , il  che 
indica  che  la  quantità 
data  è un  quadrato  per- 
fetto della  radice  a — 
x c x — a , ciacche  a m- 
bedue soddisfanno  . Ed  ceco  ( per  dirlo  di  passag- 
gio) donde  nasce  1’  ambiguità  del  radicale  quadra 


| End.  r±  ( a — x ) 

Qu°.  — 0»x  -4-  x% 
- — a2 


‘la 


/O  — lax  -4-  x2 
-4-  2<ix  — x2 

— x o O 
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ltìca  , suscettibile  di  -4-  e di  — , o di  =fc  , dir  si  pro- 
nunzia più  o meno  , e che  sempre  è sottinteso  se 
ru»n  sia  scritto  : cosi  ^/(  a — x j1  vaie  =fc  y/(  o — 
ac)~  = zt(a—  % 


Qu*.  C — alt. 
16  2 
_c* 

1 6 


h1 


bs 


-f  ab*  -*  3Ì4-f -5 


•2u 


se  ) , nè  può 
prendersi  l’ un 
scarno  piutto- 
sto che  l’ al- 
tro , se  lo  sta- 
to deila  que- 
stione non  c- 
scluda  1’  un 
dei  due  . Del 
resto  , 1’  ope- 
razione di  e- 
gtrar  la  radi- 
ce si  continua 
finché  vi  son 
termini , e ne 
ponghiamoquì 
per  disteso  un  altro  esempio. 

l6/f.  I numeri  son  soletti  alle  stesse  regolo 
d estrazione,  'giacché  hanno  le  parti  stesse  del  qua- 
drato letterale  : così  261  = 676  = ( 20  -+  6 J1  = 
2°‘  2 . 20 . 6 -4-  62  = (7  H-  9 -4-  io)1  ==  71  -4-  2 • 7 . 

9 9"  -4-2.7. 10-4-2.9. 10-4-  io1.  Ma  confonden- 

dosi queste  parti  col  riunirsi  in  un  sol  numero  676, 
si  dividerà  il  numero  da  destra  a sinistra  in  mem- 
bra di  due  cifre  , cominciando  /’  estrazione  a sini- 
stra , come  la  divisione  . • 


Infatti  ogni  membro  di  due  cifre  dà  una  cifra  in  ra- 
dice ( lo  50.),  ed  un’altra  ne  da  il  primi*  membro  a si- 
nistra , giacché  o abbia  due  cifre  o una  , conterrà  sempre 
una  potenza  seconda:  si  avranno  perciò  tante  cifre  quan- 
te son  le  membra  . 

Esempio.  Vogliasi  la  radice  quadra  di  7873636. 
Diviso  il  numero  in  membra,  l“.  prendo  la  radi- 
ce del  massimo  quadralo  4j  contenuto  nel  primo 
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56o 

56o6 


| E . 2806 

Q 7$7> 36,36 
3S7 
33636 
cocco 
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membro  7 » sinistra  ; ella  è a che  pongo  in  radi- 
ce, e sottratto  il  suo  quadrato 
da  7 , resta  3 : 2°.  «1  resto  3 
unisco  il  secondo  membro  87, 
e fatto  un  punto  sotto  il  7 per 
escluderlo  dalla  divisione  che 
son  per  fare  , raddoppio  al  so- 
lito la  radice  2 , divido  38  per 
4,  pongo  in  radice  e accanto 
al  divisor  4 il  quoziente  8 ( se 

ponessi  9 non  potrei  sottrarre  ),  e sottratto  8 . 48 
da  3S7,  resta  3:  3“.  al  resto  3 unisco  il  membro 
36  , punto  il  6 , raddoppio  la  radice  28 , e per  56 
parto  33;  ciò  dà  o in  radice;  c abbassalo  l’ultimo 
membro  36 , puntato  il  6 , raddoppiato  280 , e di- 
viso 3363  per  56o , scrivo  in  radice  e accanto  al 
divisor  56©  il  quoziente  6;  e poiché  tolto  6.56o6 
da  33636,  nulla  resta,  la  radice  esatta  è 2806, 
che  si  verifica  togliendo  il  9 dai  fattori  2806.2806 
e dal  prodotto  7873636  ( 26  ) . 

l65.  Se  il  numero  non  è quadrato , si  indie» 
l’estrazione  con  yj , e se  ne  estrae  la  parte  che  si 
può  (146):  così  v/640  = v/81.  10  = 8^/10.  Ma 

| K.  3,162  ec. 

Q.  10,00,00,00 
100 


61 

626 

6322 


0900 
14400 
17  56 


per  aver  poi  la  radice  di 
lo , gli  si  aggiungono  delle 
coppie  di  zeri  e si  opera  co- 
me sopra , distinguendo  in 
radice  tanti  decimali , quan- 
te coppie  di  zeri  si  aggiun- 
sero : così  ^/l°  = 3,l62  ec. 

166.  Si  estrae  la  radice  da  un  rotto  estraendo- 
la  dai  suoi  due  termini  al  solito  ( 164.  l65);  e si 
estrae  pure  al  solito  dai  decimali,  reso  prima  pari 
il  loro  numero  con  degli  zeri  (i65). 

167.  Osservazione.  Sia(ioa  ■+  i)1  un  quadra- 
to qualunque,  e b una  delle  dieci  cifre  o,l,2  ec. : 
disposti  in  centiriaja,  diecine  ed  unità  i termini 
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Sei  quadralo,  si  vedrà  che  la  sua  ultima  cifra  è anche 
1'  ultima  di  b1:  ma  b'~  può  finire  in  o,l, 4,5,6, q;  duncjue 
niun  quadrato  finisce  in  2, 3, 7,  8.  Ciò  si  Ita  pur  dalla 
Tavola  d<  i (puntini ti,  elio  con  altre  potenze  si  da  uno  al 
fin  di  quest  Òpera:  c dalla  formula  e dalla  Tavola  si 
rileva  di  più  1 . die  la  penultima  cifra  dei  quadrati 
terminati  in  1 , 9 è un  numero  pari;  dei  terminati 

in  6 è un  numero  impari;  dei  terminati  in  5 è 2 ; e dei 
terminati  in  o è o:  2“.  che  la  terzultima  cifra  elei 
terminati  in  o è una  delie  cifre  in  cui  può  termi- 
nare un  quadrato;  e dei  terminati  in  3 è 0.2,6. 
1 numeri  dunque  senza  tali  proprietà  dovranno  e- 
fidudersi,  se  si  tratti  di  sceglier  tra  molti  un  quadralo, 

168.  Vegliaci  vta  la  radice  cuba  dilla  quantità  ordinata 

C . Poiché  v'a5  = a , scrivo  a in  R , sottraggo  il  suo  cubo  da 
C,  e resta  P . In  questo  resto  dee  trovarsi  il  triplo  prodot» 
to  del  quadrato  di  a nell’ al-  „ 
tro  termine  ( 1 54  ) ; triplico 
dunque  a ’ , parto  P per  2a~  » 
pongo  in  R il  quoziente  2 b, 
sottraggo  da  P i tripli  pro- 
dotti 3 . a1 . 26 , 3 . 46*  .a  , c il  3a*x"  — ùa2b—  I2aòs  — Ub* 
cubo  di  2 b,  e nulla  avanzan- 
do, C è un  cubo  perfetto  della  radice  a-t-26. 

169.  Nel  modo  stesso  si  opera  sui  numeri  . Diviso  C 

in  membra  di  tre  ciftc,  scrivo  3 in  R per  radice  del  mai* 
•imo  cubo  conte- 
nuto nel  primo  ’ JJ®  34* 

membro  col  resto  C 

12:  unisco  al  12  3.3*  = 27 

la  prima  cifra  6 
del  secondo  mem- 
bro , e triplicato  il 
quadrato  della  ra- 
dice 3,  divido  126 
per  27,  il  che  dà 
4 per  radice  col 
vesto  13  : unisco 
pure  al  18  l’altra 
Cifra  del  secondo 
Membro , e nc  tol* 


2 b 

C a*  - 1-  6 a~b  -+•  1 2 ol»i -+  8 b} 
o* 

P O •+ 6asb -H2aà*-4- 8&1 


3-34*  = 3468 
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go  il  triplo  del  quadrato  di  4 moltiplicato  per  la  radice  3$ 
«fabasso  la  terza  cifra  I accanto  al  resto  41  e ne  tolgo  il 
cubo  ili  4;  dopo  thè  trattando  la  radice  34  come  una  so- 
la cifra,  si  ricomincia  l’operazione:  e se  il  dato  numero 
non  sia  cubo,  si  proseguirà  l’estrazione  ad  arbitrio,  ag- 
giungendo dei  terni  di  zeri  all’avanzo,  e distinguendo  al- 
trettanti decimali  nella  radice. 

170.  La  radice  cuba  d’  un  rotto  si  estrae  al  solito  dai 
«uoi  due  termini;  c si  estrae  dai  decimali,  reso  multiplo  di 
3 il  loro  numero  per  mezzo  di  zeri  , e operando  quindi  co- 
me or  ora  si  è detto  (lóyj 

171.  Dai  radicali  posson  talvolta  estrarsi  le  radici  coi 
metodi  consueti  (164.IÓ8).  e in  tal  guisa  si  trova  che  la 
radice  di  14  — 6yi  -fa  óy  3 — ity/6  è 3 — V2-fay3:ma 
più  spesso  hanno  la  forma  p ±z  yy  (195;,  c se  ne  cerca  la 

radice  msin,a . Sia  1°.  m = 2,  e presa  la  forma  più  com- 
posta y/x  d=  \/y  per  radice  di  p ±=  y?  , avremo  1 y/x  -fa 
V>=V(  i>  -t-  À/7  ) , II  V*  — V>  = V(p5/5  V9)  (pongo  co 
per  non  eguagliar  I’  immaginario  del  secondo  membro  al 
reale  del  primo,  nel  caso  diy9>y>).  Quadrandole  e som- 
mandole, si  lu  IH  2*  ■+  2>  = ( 1 ±=  I )p  ■+  ( I =4  1 ) y/9; 
moltiplicandole,  viene  IV  a.v  — 2y  =■  ay  ( p*  9 ) : som- 
mo e sottraggo  la  III  e IV  cd  ho  y/x  — | y [ ( 1 ±=  t ) p -j. 
( l l ) y/q  -fa  2V  (pl  ««  9 ) J 1 y/y  = d V l ( 1 *=  » )p  •+  ( 1 
l)y/9 — 2 y(/>*  t/>9ll>  presi  i segni  di  sopra  se  p*>q. 

Esempj  .1  Sia  8 -fa  2y/l5,  onde  y>  = 8,  9 = 60,  p1  >• 
9 , e pl  — q = 4 -,  dunque  y'x  = y/5 , vy  = y/3 . 11  Sia  7 -fa 
4V Z . °ndc  y>  = 7 , 9 = Il  3 , p:  < 9 , e 9 — px  ss  63  ; dun- 
que V*'  = » “</y—  Sia  14  -fa  2^46,  on- 

de p =:  14 . 9 = 184 , p*  > 9,  ep!  — 9=12;  dunque  y/x  => 
V ( 1 -fa  V3  ) » *Jy  — V ( 1 — V3)  • IV.  Sia  'l'J  — l , onde 
P = o > 9 — — 4 > p’  > 9 e i>a  — 2 = 4»  dunque  y/x  = 1 , 
y7  = v;~  1 • , 

172-  Sia  2°.  m = 3,  e presa  per  radice  terza  di  p ±= 
V9  ,a  forma  più  composta  , verrà  I r 4 V;  = 

V* 

3 3 

V‘(P4  \/9)>  II  x — y>  =V*(/> — y/9).  Cubandole  • som- 
mandole , si  ha  III  x3 -i- 3a^  = ps  ; moltiplicandole,  viene 

»*  — y = — 9)>  che  chiamo  a,  onde  IV  jt  = x’— a. 
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Pongo  questo  valor  di  y nella  IH,  ei  ho  4**  — Sax 
P*  = o,  chefatto  V * = ij  , diventa  VI  u’-3au~  2pz  = 

f;,^VUnqUC  8=31  *c  P*~J  * cubo  , o se  non  lo  è, 
fattolo  divenire  con  un  valore  opportuno  di  e ( come  po- 
nendo 8 = — “ » ove  C i un  cubo  ) cerco  u per  la  VI 

(318)  che  dee  esser  razionale  come  ^sen+^è  cubo, 
ed  ho  a-  per  la  V , y per  la  IV.  e » 

Esempj.  I.  Sia  lo 6^3  onde  p=  io,  o=io3,p*— 
9 = -8,  cubo;  dunque  » = , , «=_3,  J+óu-  20  = 

° L“„7  2 L~  ll  cd  yr  3 L H'  Sia  8 "*•  4v  5 , onde  P = 8, 
9 — 8o,p  1 ~ lf»  > che  non  è cubo;  fatto  5=3 

viene  a — 4 > u!  ■+  I2h  — 32  = 0 , tt  = 2 , a = I v c' 

IH.  Sia  8 1 -+  33 y/6 , onde  p = Sl,  9 - 6534  . p'  — 9 = 27 ' 

aUÌ°3  yUl  6Ue  3=I»  a = 3»  «,-9«-l62=0, 

*73-  Lo  stesso  metodo  servirà  per  le  radici  più  alte: 
ma  qui  ai  osservi  che  ogni  quantità  ha  tre  radici  cubiche 

o terze  , quattro  quatte  , . . n nume  . Per  aver  quelle  di  t 

{ oltre  I ) , si  farà  z.  = I = r” , e divisa  s” — r”=  o pes 


3 r’  verrà  * -+rzn  2-ì-r'zn  3 .+  Cc.  ... 

r — o,  da  cui,  fatto  r = I,  si  avranno  1’ altre  radici 
strne  , * 

di  I,  Cosi  se  n=3,  P alrre  due  radici  terze  di  1 
I — yj 

sono  - ? : |c  chiamo  y , \ , ed  è chiaro  che  y\  = t 

(147),  e che  le  radici  terze  d’  una  quantità  qualunque  a 
•he  c sempre  moltiplicata  per  I , saranno  ya,7\/« 
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APPLICAZIONE  DELL’  ALGEBRA 


ALLA  RISOLUZIONE  DI  ALCUNI  PROBLEMI. 


ir4.  ^iOnie  un  Teorema  è una  verità  noces- 
te sa  ria  da  dimostrarsi,  rosi  un  Proble- 
ma è un  quesito  da  sciogliersi  o una  specie  di  e- 
nigma  da  indovinare.  Or  non  è possibile  di  scioglier 
1’  enigma  senza  qualche  cognizione  a lui  relativa  , 
e senza  dei  rapporti  tra  ciò  che  si  sa  c ciò  che  si 
cerca.  La  soluzione  dei  problemi  Matematici,  detta 
propriamente  Analisi  , è fondata  su  questi  rapporti 
che  chiama nsi  Condizioni  del  Problema . Si  tratta 
solo  di  esprimer  queste  condizioni  in  modo  da  de- 
durne la  notizia  di  ciò  che  non  si  sapeva,  il  che  si 
ottiene  col  paragone  delle  quantità  note  ed  ignote . 
Le  prime  diconsi  le  Dole  del  Problema  , e si  usa 
di  esprimerle  con  le  prime  lettere  a , b , c ec. , « , 0 , / 
ec.  L’  altre  si  chiamano  le  Incognite  , e si  notano 
con  1’ ultime  lettere  x ,y  , z , (p  , « ec.  Ogni  formula 
d’ ejrualianza  tra  più  quantità , si  chiama  liquazione  » 
che  il  se  «no  d’ egualità  divide  in  due  membra  j il 
sinistro  è il  primo , il  destro  è il  secondo . 

17J.  La  più  aita  potenza  dell’  incogniti  deter- 
mina il  Grado  d’  un’equazione,  che  dicesi  pura  o 
affetta  se  1’ incognita  è solamente  al  «Tarlo  m o an- 
che ad  altri  gradi  inferiori  m — 1 , m — -2  ec.  : così 
sc  = a . . . z -+-  b — y — c . . . — s — ( e -t-  d)n  sono 

equazioni  del  primo  grado  o lineari  . Se  1’  incogni- 
te hanno  due  dimensioni,  l’equazione  è ilei  secon- 
do grado  o quadratica  , come  xy  — b , la  pura  x~  = 
u,  e 1!  affetta  xz  px  = q : ed  è del  terzo  o cu- 
bica, se  ha  F incognite  a tre  dimensioni,  come  x*  =a 
£• ...  xl  -4-  pxz  -4-  qx  = b xyz  xyf  = £, 


« 
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Ma  qualunque  ne  sia  il  grado , In  scopo  é di 
far  conoscere  il  valor  dell’  incognite . Un  poco  d’a- 
bito al  calcolo  basta  per  l’ equazioni  del  primo  e 
secondo  «rado:  quelle  del  terzo  e del  quarto  hanno 
delle  difficoltà:  per  quelle  del  quinto,  del  sesto  ec. 
non  vi  è metodo  generale  . 


Equazioni  del  primo  grado  . 


176.  Biunire  in  un  membro  dell’ equazione  tut- 
ti i termini  noti,  e lasciar  nell’ altro  l’incognita 
sola  , positiva  , senza  coefficiente  o divisore  , e senza 
esponente  , ciò  si  chiama  risolvere  un'  equazione  . 
Ora  1’ operazioni  che  guidano  all’intento  per  un’e- 
quazione del  primo  grado , dipendono  da  tre  assiomi , 

177.  1.  1 due  membri  (t  un  equazione  restano 
eguali  o vi  si  aggiungano  o se  ne  tolgano  quantità 
eguali.  Di  quj  si  ha  l’incognita  sola  e positiva  ; 
poiché  se  sia  a -4-  2.b  — l^c  — Zx,  si  aggiunge  Zx  ai 
due  membri  e se  ne  toglie  a -t-  2&,  onde  vengaa-+- 
2 b -4-  ?jx  — a — ‘ih  = /j.c  — 7jx  -4-  3x  — a — 2 b : ri- 
dueendo,  si  ha  Zx  = l^c  — a — 2 b.  Dunque  si  tra - 
sporta  una  quantità  da  un  membro , scrivendola 
Fon  opposto  segno  nell  altro . 

178.  II.  I due  membri  (F  un ’ equazione  resta- 
no eguali  o si  moltiplichino  o si  dividano  per  quan- 
tità eguali  . Con  ciò  si  ha  1’  incognita  senza  coef- 


ficiente e senza  divisore  ; poiché  se  sia  -7- 


cx 


m=px  -+  j-ì-  n,i\  trasporto  ( 177 ) px  -+  y nel 
prtmo  membro  ed  m nel  secondo,  e riducendo  viene 


•j: px  — n — rn  : 2°.  moltiplico  i due  membri  per 


il  divisore  b di  x , ed  ho  ax  — bpx  — bn  — bm , 
cioè  (a  — bp  ) x = b ( n — m ) : 3’.  divido  i due 
membri  per  il  coefficiente  totale  di  x e ottengo  x — 


b f n — m ) 
a — bp 


Dunque  si  toglie  un  soefficiente  o 


un 
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divisore  dair un  membro,  col  divider  refpettivamcn *• 
te  o moltiplicar  per  esso  V altro  membro  . 

Qui  si  avverta  che  da  * ( m — n ) = b ( m — n ) non 
può  dedursi  x = b dividendo  i due  membri  per  m — n ; 

poiché  alla  sussistenza  dell’ equazione  ( x — b)(m n)—’o 

basta  che  l’uno  o l’altro  dei  due  fattoria- — b,m risia 

zero  (312):  onde  se  si  sappia  che  l’uno  è zero,  sarà  dub- 
bio se  anche  l’altro  Io  sia;  e se  si  sappia  che  l’uno  non 
lo  può  essere  , 1’  altro  lo  sarà  necessariamente  . 

179.  HI.  I due  membri  d'  un’  equazione  resta * 
no  eguali  se  si  alzino  a potenze  eguali  intere  o rotte 4 
Cogl  si  ha  l’ incognita  senza  esponente  ; poiché  se 
aia  b =p  a — x , si  avrà  trasportando  (177)  , y/x  = 
a — b,  e alzando  i due  membri  alla  potenza  2*.  , 
verrà  x = ( a — b )2. 

I80.  Quasi  tutte  queste  operazioni  si  fanno  ( per  dirlo 
qui  in  breve  ) anche  nell’  ineguaglianze , cioè  in  quelle  for- 
mule che  hanno  tramezzo  il  segno  >■  o <;.  Infarti  è chia- 
ro che  se  i due  membri  d’  un'  ineguaglianza  si  sommino , si 
Sottraggano  , si  moltiplichino  o si  dividano  per  quantità  e- 

guali , i due  membri  resteranno  ineguali : onde  posto  ° A -jj 

» P 

mn>  ab-r  ax  -+  mn , sarà  i°.  __ ì _ ax  > a£  . 2«  ™ 


P 

a?  > b : 3°.  ax  — px  > bpi  40.  * >■  m 


P 


a—p 

In  due  cose  differiscon  l’ ineguaglianze  dall’ equazioni . 
Supposto  x ■=  a b , può  anche  farsi  a — b = x ; ma  sup- 
posto m>  a — b , si  può  far  solamente  a — b < m,  ovve- 
ro b a > - m . Di  più  , in  due  equazioni  x = a — b , 
y — c •+  d ciascun  membro  dell’  una  può  sommarsi  , sot- 
traisi, moltiplicarsi  o partirsi  per  ciascun  membro  dell'al- 
tra , salva  1 egualità  ; ma  nell'  ineguaglianze  anche  omo- 
genee, cioè  ridotte  al  segno  stesso  > o < , come  m > 
a , n , non  può  sottrarsi  o dividersi  il  primo  e secondo 
dell  una  per  il  primo  e secondo  dell’altra,  essendo  sola- 
mente lecito  di  sommarli  o moltiplicarli  : perciò  si  potrà 
fare  771  -t-  n > a -4-  b , ovvero  mn  > ab  , ma  non  già  rii  — 

n > a — 6 , ovvero  ^ . E di  qui  segue  t°.  che  nep- 

pmc  è lecita  la  moltiplicazione  quando  include  una  sottra- 
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alone  ( I2l)  i cosi  dalle  formule  m >■  a — - fc,n>c — d 
può  bene  inferirsi  m -t-  ò > a , n -+•  d > c e quindi  ( m -+■  b) 
{ n -{-  d ) > ac , ma  non  già  mn  > ( a — b ) < c — d)  : ‘2°.  ebe 
molto  meno  è lecito  il  fare  m — a>—b.  n — c > — d 
e poi  concludere  (in  — a)(n  — c)>bdi  30.  che  1’  inalza* 
mento  d’  un*  ineguaglianza  a potenze  intere  o rotte  equi- 
valendo alla  moltiplicazione  di  più  ineguaglianze  tia  loro, 
non  può  farsi  qualche  potenza  o estrarsi  qualche  radice  da 
un’  ineguaglianza  senza  le  stesse  cautele  . 

181.  Con  questi  principj  si  risolve  ogni  equazio- 
ne del  primo  grado  : lutto  sta  nell’  arrivarvi , cioè 
nell’  esaminar  le  condizioni  proposte  e nel  combinar- 
le in  modo  che  ne  risultino  due  diverse  ed  eguali 
espressioni . Non  vi  son  precetti  per  questo , e il  strio 
lungo  esercizio  e gli  eseinpj  posson  dar  facilità,  e 
avvedutezza  per  condursi  all’equazione.  Ecco  gli 
esempj  . 

182.  I.  Un  padre  ha  il  sestuplo  dell’ età  del 
«un  figlio,  c la  somma  delle  loro  età  è 91  anni. 
Qual’ è l’età  di  ciascuno?  L’  Algebrista  dirà:  sia as 
l’età  del  figlio;  dunque  per  la  condizione  del  pro- 
blema, l’età  del  padre  è 6x  . Or  queste  età  fanno 
91  anni;  dunque  jx  = pi  : ed  ecco  il  problema 
messo  in  equazione  ; quindi  (178)  x = a7-  = l3;  per- 
ciò il  figlio  ha  i3  anni,  e il  padre  ne  Ita  6,l3  = 
78:  infatti  i3 -+■  78  = 91  . Così  è risoluto  il  proble- 
ma e verificata  la  seduzione  . 

II.  Si  cerca  un  numero  tale  die  il  suo  prodot- 
to per  4 j il  suo  quoziente  per  5,  e il  suo  moltipli- 
catore facciano  123.  Citiamo  x il  numero  cercato* 
ed  ho  l^x  -+  | x -t-  4 ='12  dunque  ( 177)  l±x  -+* 
■1  x = 83:  quindi  ( 178)  2ox  -+  x = 42  J , ed x = 
■aHr  = 2^:  infatti  ||  ■ 4 H-  4®  f5  -+  4=  lai  > 

zion  del  problema . 

III.  Un  terremoto  abbattè  in  un  giorno  la  me- 
tà di  certe  case , nel  giorno  seguente  un  terzo , un 
duodecimo  negli  altri  giorni  , e restano  in  pi<*di  63 
case.  Quante  erano?  Sia  x il  loro  numero;  saranno 
qx  le  cadute  nel  primo  giorno  }^x  e^x  le  cadut* 
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licerli  altri  giorni:  e poiché  le  rase  ca finte  e le  re- 
«tale  formano  x,  ni  avrà  per  equazion  del  proble- 
ma J x -4-  .*  x H-  -j'j  x -+■  63  = x . La  moltiplico  per  1 3 
( 1 78  ) e sarà  fix  4*  -4-  x -+•  7 .'->6  =12*  e riducen- 
do , nx-f  /56  = 12x  , cioè  ( 177  ) x = 756  case  . 

IV.  Tre  amici,  che  chiamo  B , C , D fiorarono , 

e il  gioco  di  B e C fu  21  lira-  quello  di  B e D fu 
24;  e quello  di  C e D 27 . Quanto  giocò  ciascuno? 
Posto  a = a l , c = 24 ? 27  5 ed  x il  denaro  di  11, 

sarà  a — x quello  di  G,  e c — x quello  di  D,  che 
sommati  debbici  far  27  lire  . Dunque  a — x -4-  c — 
x = f\  e (177. 178  ) x = § ( a -+  c —f)  = 9 , il  che 
dà  12,  e i3  lire  per  G e D. 

l83.  Al  primo  aspetto  le  tre  quantità  del  de- 
naro parevano  tante  incognite  differenti  : ma  osser- 
vando meglio,  si  vede  che  una  di  esse  determina 
T altre.  Perciò  il  numero  delle  incognite  non  dipen- 
de dal  numero  delle  questioni,  ma  dalla  relazione 
che  è traile  condizioni  del  Problema  . Pur  si  avreb- 
be la  soluzione  introducendo  più  incognite:  ma  in 
generale  bisogna  sempre  cercar  le  soluzioni  più  sem- 
plici . 

V.  Un  padre  lascia  al  figlio  maggiore  loco 
scudi  e £ di  ciò  che  resta;  al  secondo  2000  scudi  e ^ 
del  resto;  al  terzo  3coo  scudi  e \ del  resto,  e così 
fino  all* ultimo.  Fatte  le  parli,  si  trovarono  eguali. 
Cerco  l’asse  paterno,  il  numero  dei  figli  e la  parte 
di  ciascuno  . Anche  qui  basta  un’  incognita  ; poiché 
conosciuto  l’asse  paterno,  e diviso  per  la  parte  ilei 
figlio  maggiore,  si  avrà  il  numero  delle  parti  egua- 
li e perciò  de’  figli . Chiamo  dunque  1 a.sse  paterno 
x,  e pongo  a=  1000;  poi  dico:  quando  il  maggio- 
re ha  preso  a , l’asse  resta  x — a,  di  rui  dee  ave- 
re % ; dunque  la  sua  parte  è a -+  ‘(x  — a)  = J(,5a-t- 
<x  ) (5l  ) . La  tolgo  da  x , e resta  x — g(5«-t-x)=£ 
( x — a ) , di  cui  il  secondo  dee  avere  2a  , e rimar- 
rà ^ ( x — a)  — 2a  = £ ( bx  — 170)5  il  cui  sesto  • 

&(**-•  • 
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^(5x — lfa  ):  onde  Ja  parte  del  gerendo  c 2a  4 
_ g ( !jx  — 17  a )=-£,(  l 1 a x) . Or  le  due  parti  so- 
no eguali  ; dunque  ^ ($a  -+-  x ) = A-(  1 la  -4  x) . Mol- 
tiplico i due  membri  per  36,  ed  ho  ( 17S)  3oa  -4 
6x  = 5!ia  -4  5x , ed  x = 2ja  = 2.JOOO  ( 1 77  ) ; la  pi  r- 
te  del  maggiore  5ooo  scurii  ; e cinque  fratelli . 

VI.  A e il  postisi  al  gioco  con  egual  somma , 
han  perduto.  La  perdita  rii  A è,  12,  quella  di  B 
è 57,e  B ha  solo  il  quarto  ili  ciò  che  resta  ad  A. 
Quanto  aveano  in  principio?  Aveano  a;  e pòche  A 

erdè  12,  gli  resta  x — 12,  mentre  a B che  per- 
è 5j  , resta  x — òj  : dunque  quadruplicando  il 
resto  di  B,  x — 1 2 = 4 (x  ~~  >7) e ( 1 77  • 178)  x = 7-  • 

VII,  Qual’ è il  numero  il  cui  terzo  e quinto 

differiscono  di  8 ? Sia  x il  numero  , sia  a = 8,-^ 


5 


i . 1 = i;  dunque  — = — a , onde  x = = 60  . 

Vili.  Diviso  un  numero  x per  6 , si  è avuto 
un  tal  quoziente  , che  sommato  col  divisore  e col 
dividendo,  dà  69.  Qual  è questo  numero  ? Fatto  a =. 

6,6  = 6 9 , si  avrà  -4  a -4  x = b \ dunque  x =3 

<±Z1lf  = S4. 

(i  H-  ! ^ ^ 

IX.  Trovar  due  quantità  di  cui  è data  la  som- 
ma e la  differenza  . Sia  x la  maggiore , y la  mi- 
nore , a la  somma  , b la  differenza;  dunque  x -4-  y 
a ed  a:  — y — b , Sommate  e pii  sottratte  quest’  e- 
q unzioni  ( 177  ) , si  ha  ix  — a 4 b e ìy  = a — b , 
onde  x =§(  a -4  6)*ed  y = 5(0  — 6). 

184.  Dunque  data  la  somma  e la  differenza  di 
due  quantità  , la  maggiore  è la  metà  della  somma 
e della  differenza , la  minore  è la  metà  della  som- 
ma meno  la  metà  della  differenza  . 

Applicazioni.  X.  Una  ùasa  di  3.1  piedi  di  alfez- 
fct*  ha  due  piani,  e il  primo  è 4.  piedi  più  alto  del 
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grondo  : qual’  è la  loro  altezza  ? a = 35  , b = 4 i 
ed  x ==  19  .y  = l5 3 . II.  Due  pietre  pesano  lib. 
2878,  e l’una  è lib.  i56  meno  dell*  altra  : quanto 
pesa  ciascuna  ? a = 2878 , b = l56 , ed  x=  l5l7, 
y s=  i36l  . 

l85.  Le  due  equazioni  x y = a , x — y ~b 
possono  anche  risolversi  prendendo  da  ciascuna  il 
valore  di  x , il  che  dà  a — y — b -+y,  onde  2 y =3 
a — b,yz=§(a  — b),x[  = a —y)  = a — § ( a — 
b ) = % ( a — h b ).  Ma  per  eliminare  un’  incognita  on- 
de si  conosca  1*  altra , è preferibile  il  compendio  di 
sopra , che  con  un  piccolo  artifizio  avrà  sempre 
luogo.  Infatti  sieno  le  tre  equazioni  1.  -fty  -+■  4*  — ■* 
3z  = a , II . 5y  — 7*  -4-  = b , 1 1 1 . 6x  — 3y  -4-  5z  — 

c , e si  voglia  eliminare^  . Moltiplico  ciascuna  equa- 
zione (178)  per  i coefficienti  di  y nell’ altre  due, 
e mi  viene  I\r.  3 oy  -4-  6ox  — Ifiz  = 1 fja,  V.  3oy  •— 
42*  -4-  242  = db , VI.  Gcx  — 3 ry  -4-  óoz  ==  1 oc  : dalla 
IV.  tolgo  la  V. , e poi  sommo  la  IV.  e VI. . il  che 
dà  le  ridotte  VII.  34*  — 23s  ~ Ha  — ai,  VI  fi.  24*  -+* 
z = 3«-4-2c,  e cosi  è eliminato^.  Per  eliminare  s 
moltiplico  1’  VITI,  per  il  coefficiente  a3  di  z nella 
VII , e sommando  queste  due  , ho  finalmente  x = 

— — "t"—' — - , valore  che  posto  nell’ Vili,  fi  conosce-* 

3 93  ....  1 

re  z , e quindi  si  ha  y dalla  I. 


In  più  alte  equazioni  , che  suppongo  A=0,  B = o, 
ambedue  con  x,y , si  elimina  * còl  metodo  del  comun  di- 
visore (136)  finéhè  un  quoziente  Q dia  un  resto  H con  * 


al  primo  grado:  allora  essendo  QB -4- R — 0 , onde  R =0, 
il  valor  di  x portato  da  R in  A o in  U,  darà  un’equazione 
con  y sola.  Cosi  se  A = *•’ h- 3 yx* -b  3y*x — 98=0  e B = 
-4- 4jfJc  — 2 jr* — 10  = 0,  verrà  (136)  R = (9^* -4-  IO)  x — 


2 yl—  \oy  — • 98  = o, 


. „ = 43>*. 

9V  -4-  IO 


7 j . . - 

345>4  — \90oy*  -+  75qy*  — 2940 y — 4302  = o.  Per  altro  se 
r incognite  nelle  due  equazioni  fossero  alla  stessa  dimen- 


sione, fatto  y = zar , e divisa  I’  una  equazione  per  1’ altra, 
verrebbe  subito  un’equazione  in  z,il  cui  valute  posto  per  y 
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in  una  delle  ilare,  determinerebbe  x e quindi  y — as  j 
per  esempio,  le  due  3aj  2xy*  -+  4/  = a , Ox*y  ■+  qxy*  — 

y*  = b,  postovi  y — x se  dividendole,  danno  — ^1-  =» 

23-+4S  —z 


a 


d’onde  si  ha  z ec. 


186.  L’  incognite  non  posson  dunque»  eliminarsi 
senza  un  egual  numero  d’equazioni,  nel  qual  caso 
il  problema  si  chiama  determinato  . Poiché  se  vo- 
gliansi  due  quantità  x ,y  , la  cui  somma  sia  a , V uni- 
ca equazione  x -+■  y = a insegna  solo  che  1’  inco- 
gnita x eguaglia  una  quantità  parimente  incognita 
a — y . Questi  problemi , con  più  incognite  che  e- 
quazioni , si  chiamano  indeterminati  : ne  parleremo  . 
Ùieonsi  all’incontro  più  che  determinati , se  hanno 
più  equazioni  che  incognite,  o se  un’equazione  ap- 
parentemente diversa  , è contenuta  nell’  altre  . Vo- 
gliami tre  numeri  x ,y  , z che  sottratti  a 2 a 2 fac- 
ciano i numeri  dati  a,b  ,c.  L’ equazioni  saranno 
I.  x — y = a , IT.  x — z = b , III.  y — z — c:  ma 
poiché  la  II.  è la  somma  dell’  altre  due , il  proble-, 
ma.  è più  che  determinalo  c spesso  anohe  impos- 
sibile . 

X.  Indovinate  i paoli  di  A e di  B : se  A ne 
dà  uno  a B , ne  hanno  un’eguale  somma;,  se- B ne 
dà  due  ad  A , questo  ne  ha  il  doppio  di  B . Sieno 
x quelli  di  A , y quelli  di  B : la  I condizione  dà 
x — 1 = y -y  1,  la  II  x -+-  2 = 2 (7  — 2).  Sot- 
tratta la  I dalla  fi,  si  lia>y  = 8,  x = io. 

XT.  Un  Orefice  vende  3 once  d’oro  e 5 d’ar- 
gento per  3t8  lire-,  e 5 once  d’oro  e 7 d’argento 
per  5-22  lire:  quanto  costa  l’oncia  d’ oro  e d’ argen- 
to ? Posti  x ,y  i valori  cercati , a = 3l8  , b = 522  , 
si  avrà  3x  -+■  5y  = a ....  5x  jy  = b , le  quali , 
operando  secondo  la  regola  (]  85),  divengono  \ox  -+- 
2 òy  = fra  ...  . t5x  -4-  21.y  — ?>b , da  cui  si  ha  l^y  =' 
5a  — 3 b ; dunque  y — 6 , ed  x = 96 . 

Per  generalizzar  simili  problemi , sieno  le  due 
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equazioni  T.  px  -4-  qy  — a , IT.  nix  -+  ny  = A . Molti- 
plicando la  I.  per  m e la  li.  per  p,  ho  UT.  mpx  - 4- 
mqy  — am , TV.  mpx  -4-  npy  = bp  , e sottraendo  la 

IV.  dalla  ITI.,  verrà  mqy — npy  = am  — bp  ; per- 

ciò  y (mq  — np)  = am  — bp,  ed  y = ~q va' 
Ipre  ehe  posto  nella  I o IT,  dà  x — — . Lelet- 

r 7719  — np 

fere  m , n , p , q eoi  respettivi  valori  del  problema 
ultimo,  danno  respettivnmente  ^ = 96.^  = 6 come 
sopra  ; e variando  quei  valori , la  sostituzione  nelle 
formule  di  a:  e d’^f  risolverà  tutti  i problemi  ana- 
loghi . Perciò  le  soluzioni  generali  son  preferibili 
alle  particolari . 

XII.  Di  tre  cavalli,  il  primo  rolla  metà  del 
prezzo  degli  altri  vale  2.5  zecchini;  1’  altro  con  un 
terzo  del  prezzo  degli  altri  , 26  ; 1*  ultimo  colla  me- 
tà del  prezzo  degli  altri,  29.  Qual’ è il  prezzo  di 
ciascuno  ? 

ChÌ!ynando  x,y,z  i tre  prezzi  cercati,  l’e- 
quazioni  «lei  problema  saranno  x -+•  %y  -+•  %z  = 25, 
y -4-  Ix  -4-$  z = 26,  z -f  hx  -4-  iy  — 29,  le  quali, 
fatti  sparire  i rotti  (178),  divengono  T.  q.x  -+y-+- 
z = 5o,  IT.  3y  -4-  x -4-  z = 78 , TTT.  zz-+x  -+y  = 58. 
Tol  tro  la  1.  dalla  TT.  e viene  IV.  2 y — x = 28;  mol- 
tiplico la  II.  per  2 e ne  tolgo  la  ITT.,  il  che  mi  dà 

V.  òy  -4-  x = 98  ; infine  sommo  la  IV.  e V.  e tro- 
vo^ = 18  ; onde  dalla  IV.  x = 8 , e dalla  ITI.  z—  16. 

l87-  I problemi  sono  impossibili  quando  conducono  ad 
un  risultato  assurdo;  per  esempio:  trovare  un  numero  x e- 
guale  alla  sua  decima  parte  : ridotto  il  problema  in  equa* 

zione,  si  ha  x = — cioè  io  = 1 , assurdo  che  dimostra  im« 
io 


possibile  il  problema  . I problemi  poi  sono  in  realtà  teore • 
mi  quatto  1’  cquazion  finale  è identica  o si  riduce  a 0 = o; 
per  esempio,  trovar  tre  numeri  x , X 4-  d , x •+  2d  in  conti - 
nua  proporzione  aritmetica  onde  il  prodotto  degli  estremi 
col  quadrato  d1  della  differenza  eguagli  il  quadrato  dell'in- 
termedio: si  ha  dunque  **•+  2dx  -+  d*  = x1  ■+  2dx  -t-  d*cioè 
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o = o,  risultato  vero,  da  cui  essendo  svanito  *,  si  impa- 
ra che  il  problema  è un  teorema,  e che  comunque  si  pren- 
da x,  la  proprietà  ricercata  avrà  sempre  luogo.  Così  1’  Al- 
gebra risponde  a tutto  : scioglici  problemi  se  son  possibili, 
e fa  conoscere  se  sono  impossibili  o se  degenerano  in  teoremi. 

] Equazioni  del  secondo  grado  . 

188.  L*  equazioni  quadratiche  o del  secondo 
grado  son  rappresentate  dalla  formula  x4  -t-  px  = q 
in  cui  p e q son  note:  dunque  risoluta  questa,  Ba- 
rali risolute  tutte  1’  altre . Ora  1°.  per  avere  il  va- 
lor di  x , bisogna  estrar  la  radice  quadra  dall’  e- 
qnazione  x4  -t-  px  — q ; 2' . se  p = o , 1’  equazione 
diventa  x4  = <7  , onde  ( 179  ) x = =fc  q , e si  avrà 
x esatto  o approssimato  quanto  si  vuole  (l65)-  Il 
radicale  ha  il  doppio  segno  a cagion  del  doppio  va- 
lor dell’  incognita  ( i63  ) . 

189.  Ma  se  p è quantità. rpale,  bisogna  compi- 
re il  quadrato  del  primo  membro  ( l5l  ),  e aggiun- 
gere al  secondo  la  stessa  quantità  (177);  dunque 
x4  H-px  |p4  = q -+  |p4,  e perciò  (179)  x J p = 

=t\/('i-+ìpi)'  ed  * = — 

19C.  J due  valori  di  x indicati  dal  segno  =*  , 
chiamansi  radici  onde  ogni  equazione  del  secondo 
grado  ha  due  radici,  cioè  x = — \p  -+-  \J (q  -+  £p4) , 
ed  x = — £p  — y/(  q -+• |p4  ) . 

191.  Se  q è positivo,  lo  è anche  il  radicale, 
poiché  ^p4  è positivo  (121);  onde  se  ^-t-|p4è  qua- 
drato, si  ha  la  radice  esatta  ; se  no,  la  radice  si  ha 
per  approssimazione  ( l65  ) . 

192.  Ma  se  q è negativo , posson  darai  tre  casi  ; 

lp.  7<C^p3;  allora  il  positivo  supera  il  negativo,  e 
il  resto  è reale:  2°.  q ~ \ p4;  allora  il  radicale  spa- 
risce, il  doppio  valor  di  x si  riduce  a — %p.  e le 
due  radici  dell’  equazione  x4  -+•  px  =s  q sono  eguali: 
3°.  allora  il  negativo  superando  il  positi- 

vo , il  resto  è negativo  e la  radice  è immaginaria 
(14Ì ) • Ecco  dei  Problemi. 
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igS.  I.  Trovare  un  numero  x che  col  suo  set- 
tuploecol  suo  quadrato  dia  l44-  Dunque  a;1  -+-  jx  =. 
144.  Compito  il  quadrato,  avrò  xz  -+■  fx  -+■  =. 

144  •+  '4^3  ed  estraendo  la  radice  e trasponendo, 
verni  x = — \ =fc  y/(  144  -+•  ~42  ) = — \ s/^%5-  = 

— £ =±  && . 11  segno  -4-  da  x=  — \ -t-  a/  = 9 , il  se- 
gno— dà  x — — £ — — — 16.  Infatti  il  quadra- 

to di  9 ( = 8?  ) con  7.9  ( = 63),  come  pure  il  qua- 
drato di  — 16 ( = 2.06)  con  7.  — 16  ( = — 112)  dà 
144»  esempio  della  doppia  soluzione  che  ricevon  Ine- 
quazioni del  secondo  grado . 

194.  Si  paragoni  xz  -4-  yx—  f 44  con  l’ equazion 
generale  ( 188  ) xz  -t-  px  = q , e si  ha  p = 7 , q = 
1 44  » e dalle  formulo  (190) — %p  =±  %/(  q -+■  \p'~  ) , 
verrà  x = 9 ed  x = — 16  . 

II.  Trovare  un  numero  x , che  sottratto  2 dal 
suo  quadrato,  dia  il  resto  1.  Dunque  xz — 2 = t 
ed  x1  = 3;  estraendo  la  radice,  x = =t  ^/Z:  dun- 
que la  radice  di  3 in  -4-  o in  — , soddisfà  al  proble- 
ma : ma  essendo  ella  inassegnabile , bisogna  conten- 
tarsi d’  un’approssimazione . 

ITI.  Dividere  il  numero  io  in  due  parti,  iL 
cui  prodotto  sia  ico.  Fatta  x una  delle  parti  cer- 
cate, l’altra  sarà  lo  — a:,  e il  loro  prodotto  10  a:  — 
a:1;  onde  10  a-  — xz  = 100  , ovvero  xz  — 10  x = — 
100;  e compito  il  quadrato,  viene  x = 5 =±  \J(  — 
loo  25  ) = 5 =fc  \/  — 75,  radice  immaginaria -y  dun- 
que il  problema  è assurdo , nè  ai  può  divider  lo  in 
due  parti  che  moltiplicate  faccian  100  . 

IV.  Un  numero  x di  persone  dee  pagar  34-*  per 
egual  porzione  . Tre  non  pagando , suppliscon  l’  al- 
tre , il  che  importa  a ciascuna  19'  di  più.  Cerco  x . 
Pi  dirà:  La  parte  di  ciascuno,  pagando  tutti,  sarebbe 

~ ; tre  non  pagando,  la  parte  dei  rimanenti  è — — — r 


ma  questa  supera  l’altra  di  1 g ; dunque  — - — — - = 

X ,ì  x 

19  . Fatte  le  operazioni  , si  trova  xz  — Zx  =3  òl\  » 


Digitized  by  Google 


)(  79  )(. 

onde  * = 3 =t  v/( 54 ■+  ì ) = 5 =*  V? ? 9 = i=*  V' = 
9 ovvero  — 6 . La  prima  soluzione  è la  cercala  ; la 
seconda  è relativa  ad  un’  altra  esposizion  del  pro- 
blema. Eran  dunque  9 le  persone,  6 delle  quali 
pacando  di  parte  ùj',  hanno  formata  la  somma  di  342. 

La  radice  negativa  — 6 serve  al  problema  inverso  , 
cioè:  a-  persone  debbon  pagar  342  per  egual  porzione:  so- 
praggiungon  tre  altri  elle  pagando  la  loro  parte  , diminui- 
scon  di  19  la  porzione  -dei  primi.  Cerco  x.  Risolvendo  il 
problema  , si  trovan  le  radici  4 6 e — 9 . Lo  stesso  è so 
la  radice  che  non  soddisfo  , sia  positiva. 


V.  Un  Generalo  vorrebbe  dispor  dei  Soldati  in 
baltaglion  quadrato;  ma  nel  suo  primo  disegno  a- 
vanzano  124  uomini,  e se  aggiunge  un  uomo  ad 
ogni  fila,  ne  mancano  1*29.  Quanta  è la  Truppa? 
Pongo  a — 124  > 4=  129  5 oc  il  numero  dei  Soldati 
d’una  fila  nel  primo  disegno;  sarà  x -4-  1 il  loro 
numero  nel  secondo:  or  nel  primo  la  Truppa  è x1  -+- 
a , nel  secondo  ( x -4-  1 )a  — b ; dunque  x1  -4-  a =2 
x1  -+•  Q.x  -+-  1 — b , che  par  del  secondo  grado  ; ni» 


trasponendo  ( 177  ) , resta  x = ' 


126,  onde 


x*  — 15876 , cd  xì  -4-  a =s  16000  , Truppa  cercata  , 
VI  Si  cercan  due  numeri  tali  , che  il  itiplo  del  loro 
prodotto  eguagli  il  doppio  della  lor  somma,  e la  differen- 
za de’  lor  quadrati  . Sia  * il  più  grande  de’  numeri , 7 il 
minore.  Per  la  I condizione,  2 ( x -4-7  ) = 3A7;  per  la  II, 
3 xy  — x* — 7*  ; onde  2 ( a-  -4-  y ) = a* — 7*.  L)i  qui  si  dedu- 
ce x = 7 -i-  2 * il  che  cangia  la  I in  4y  ■+  4 =37*-+-  6y , d’on- 
de ( 189)  7 = — 1 ■ ±z  ^ Vl3  » ed  a-  = |i=  *-  VI3- 

VII.  Gli  scudi  di  A , B son  tanti  che  la  lor  somma 
sottratta  dai  lor  quadrati,  fa  78;  ma  unita  al  lor  prodot- 
to, fa  39.  Quanti  sono?  Gli  chiamo  a-,  7,  e operando  nei 
modi  solici,  il  problema  che  è del  secondo  grado,  compa- 
risce del  quarto . In  tali  casi  porrà  farsi  cosi . Sia  3a-  la 
somftia  degli  scudi,  27  la  lor  differenza;  dunque  (184)  il 
maggiore  sarà  .v-47,  il  minore  x — y.  Si  avrà  perciò  I 
(*h-7)*h-(*  — y 1*  — 2a-  = 78 , cioè  39  = a-*  -1-7*  — x % 
H ( x -47  ) f x — 7)  -4-  2x  = 39  — **  ■ — 7*  -4-  2x  . Sommando 
la  1 e 11,  verrà  2a*-h  a- = 78 , che  risoluta,  dà  a = — ^ -f* 
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2*  =s  6 , onde  y1  = 39  ■+  x — x1  = 9 , ^ = 3 , e i numeri 
cercati  x y = 9 t x — y = 3 . 

195  Dee  qui  osservarsi  che  l’ equazioni  di  questa  for- 
ma xlm  -+•  pxm  = q si  risolvono  come  quelle  del  secondo 
grado;  poiché  fatta  xm  = y , si  riducono  ad  yl  ■+  py  = q , 

onde  y = — ip  ±=  -+  g)  che  dà.  x ■=  t v[ — ±= 


Infiniti  e Infinitesimi  . 

196.  T ’ antica  e moderna  Analisi  conobbe  l’u- 
I 1 tilità  degli  infiniti  e desili  infinitesi- 
mi in  Matematica,  qualor  si  riguardino  come  quan- 
tità variabili,  non  limitate  da  condizioni,  ingrandi- 
te o impiccolite  a piacere  . Prenderle  dunque  infini- 
te o infinitamente  grandi  vuol  dir  concepirle  gran- 
dissime, benché  possano  essere  ancor  più  grandi  ; o 
prenderle  infinitesime  o infinitamente  piccole  signi- 
fica immaginarle  piccolissime  e poterle  fingere  an- 
cor più  piccole.  Quindi  esclusi  l’infinito  e l’infini- 
tesimo reale,  che  non  oontradittor) , si  danno  questi 
nomi  a grandezze  di  limite  inassegnabile , e in  con- 
fronto d’altre  più  limitate,  si  trattano  senza  rischio 
d’  errore  come  infinite  o infinitesime.  Per  noi  dun- 
que 1’  Infinito  e 1’  Infinitesimo  son  proprietà  della 
quantità , per  cui  ella  può  crescere  e scemare  oltre 
ogni  limite . L’ infinito  del  prirn  ordine  che  dicesi 
anche  puramente  infinito , ha  per  carattere  00,  e na- 
sce dalla  somma  o delia  serie  1 -4-  X -+-  1 -4-  ec.  in 
infi.  — 70  • 1 , o dell’  altra  a -4-  a -+•  a -4-  oc.  in  infi.  =z 
00  a.  Gli  infiniti  di  second'  ordine , di  terzo  ec.  pos- 


sono essere  00 *,00 5 ec. 


197".  Poiché  f -4-  1 -4- 1 -4-  ec.  in  infi  = ( l3a  ) 
— — — = » , avremo  = 00  , cioè  un  finito  dimso  per 

zero , esprime  V infinito  . Di  qui  viene  i°.  — = o * 


cxo© 
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«ioè  un  finito  diviso  per  l’infinito , esprime  V infini- 

„ OC  | 

tesino  o zero  : 2 cioè  V infinito  di- 

viso per  un  finito , esprime  C infinito  : 3°.  — = — 

0 j cioè  zero  divìso  per  un  finito , esprime  zero  o V in- 
finitesimo : 4°.  o . 00  = . co  =1  j cioè  V infinite- 

simo o zero  moltiplicato  per  C infinito , dà  un  fini- 
to : 5° . ^.b  — o.b  = o,  cioè  V infinitesimo^  o zero 
moltiplicato  per  un  finito  , dà  zero  o C infinitesimo  : 
6*.  6 — —bzto  — b,  e del  pari  ao  =fc  o.  oo  = co  c±  1 

( 4*  )=(l=to)oo  = ao,  cioè  aggiunti  o tolti 
ai  finito  un  infinitesimo , o all ’ infinito  un  finito  , 

essi  non  crescono  e non  scemano:  y . — — (4 

e perciò  o . » = ; c del  pan  ——  = — (!♦)>  e 


perciò  — ==  — , cioè  zero  diviso  per  zero  ed  infi- 
nito diviso  per  infinito , esprimono  un  finito:  8°.  3c" 
ao"  (supposto  n = m -+  k)  = ( <x>k  rfcl)  00"  = co*  *’*'  'n 
(6°.)  = 00";  e del  pari  " =±  = ( l =±  ) ~=  — 

- -j  ( 5°.  ) 1 cioè  r infinito  di’  ordine  inferiore  svani- 
00 

se  e in  confronto  dell’  infinito  di  ordine  superiore  ne- 
eli  interi  ; al  contrario  nei  denominatori  dei  rotti . 
I >8  Due  cose  potrebbe  dedur  taluno  dal  fin  qui  detto: 


1*  una  , che  dunque  a' 


= a50  (197.6'’.);  e questo  è 


falso,  perchè  la  somma  o differenza  degli  esponenti  c molti- 

r 00 

plicazìone  o divisione  ( 1 43)  : l’ altra  , che  dunque  (l  -4*  — ) = 

I00  (197.6®)=  l ( supposta  r finita  conseguenza  pur 


L 
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falsa  , perchè  il  prodotto  dell’  infinitesimo  per  l’infinito  dlt 
un  finito  (197.4°  )•  Infatti  sviluppando  quel  binomio,  c 

©0 

fatto  00  — I = 00  — 2 ec.  = oo  (197 .6°.),  si  ha  (1  -+  — ) = 

' 00 

r*  r»  , . , . 

I -4.  r 1 h «c,  = ; . quantità  finita  > I . 

a 23 

199.  Si  raccoglie  però  da  questa  equazione  che  vi  è 
sicuramente  un  infinito  assai  diverso  dal  fin  qui  considera- 

r 00 

to  Poiché  supposto  (l  -t-  — ) = 00  , che  sarà  r?  non  sa- 


rà finita,  perchè  verrebbe  so  = f(  198),  il  che  è assurdo: 
non  sarà  infinita  nel  senso  finora  inteso  , perchè  verreb- 
be as  = r , cioè  il  primo  membro  dell’equazione  eguaglie- 
rebbe il  solo  secondo  termine  del  binomio  sviluppato  (198)  > 
il  che  pure  è assurdo:  sarà  dunque  r infinita,  ma  infini- 
tamente piò  piccola  dell’infinito  ordinario . Si  rileva  lo  stes» 
so  dall’ equazioni  rT  = 00  , rr  = as  ec. , ove  r non  può  es- 
ser finita,  perchè  la  sua  potenza  finita  non  può  eguagliar 
l’infinito;  e non  può  essere  infinita  nel  primo  significato, 
pcichè  oc50  = os  è un  assurdo.  Vi  è dunque  un  certo  in- 
finito oc'  ( infinitamente  minor  d’  o»  ) che  ha  un  numero 
infinito  d’ordini  00",  00"'  ec.  infinitamente  minori  d’ oo' , 

,,  OC” 

che  danno  oc' 00 ' = 00"  * = cc.  = 00. 


200.  Debbano  infine  valutarsi 


l’ espressioni  fi50  , , 


quando  - è un  rotto  proprio . Pongo  b — c 
b 


h, 


, , cc"  cc" 

ed  ho = = 

b=°  (c-f/1)30 

CC* 


cx  4 a c“  'k  + e c. . . n-  — -4-  cc. . . h30 

2-3  ••••'” 

h"  cc*  ec” 

erciò — — < — 

2-3  .-.mi*  oc  wc°° 

cioè  il  finito  a potenza  tn- 

r • » • c ■ 1 • J.  O oc”  2.3  ...me" 

finita  e infinite  volte  maggiore  di  oc  : 2 . < — , 

bm  hm  c” 

cioè  l' infinito  a potenza  finita , diviso  per  un  finito  a po- 


dun- 


oc" 

2 . 3 ....  771  ce" 

que  — < 

dunque  i° 

Cr- 

8 

V 

h 

8S 

2.3... 
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C00 

tenia  infinita  , esprime  meno  dell ’ infinitesimo  : 3*.  — < 

2 ■ 3 mc_  ^ cj0j  un  rotto  proprio  a potenza  infinita,  è me- 
li" oo  “ 

no  dell'  infinitesimo . 


RAGIONI , PROPORZIONI  E PROGRESSIONI 


201.  Due  quantità  posson  paragonarsi  tra  loro 
o sottraendolo  O dividendole:  la  differenza  o il  quo- 
ziente che  ne  risultano  , diconsi  la  loro  ragione . 
Ella  è aritmetica  se  si  prende  la  differenza , geome- 
trica se  il  quoziente  . Così  la  ragione  aritmetica  di 

39 

a l3  è 39  — l3  = a6  , la  geometrica  è = 3;  le 

due  quantità  Zg , l3  si  separano  con  due  punti  e 
diconsi  antecedente  e conseguente  . Invertendo  i ter- 
mini , la  ragione  aritmetica  sarebbe  i3  — 3g  = — 


| ry  | 

*6 , la  o-eometriea  — = — : ma  noi  sottrarremo  il 
“ 5 ^ 59  3 

minor  termiuc  «lai  maggiore,  e divideremo  il  mag- 
giore per  il  minore  . 

202.  Dunque  1°.  supposta  b:a  una  ragione,  e 
fatta  d o q la  sua  differenza  « il  suo  quoziente,  sarà 
per  l'aritmetica  b — a =:  d ovvero  b — a —4-  d,  per  la 

geometrica  — = q ovvero  b = tiq , e si  avni  la  formula 


generale  delle  due  ragioni  a:  a -+  d , a : aq\  2°.  duo 
ragioni  saranno  eguali  se  abbiano  la  differenza  o il 
quoziente  medesimo  ; perciò  a : a -+•  d = b : b -+•  d , 
perche  a — 4-  d — a = d = b —4-  d - — b , ed  a : aq  z=: 

b : bq  perchè  ^ = q = ~ : 3°.  le  due  specie  di  ragio- 


ne procederanno  con  operazioni  sempre  corrisponden- 
ti di  sottrazione  e di  divisione,  di  somma  e di  mol- 
tiplicazione, e perciò  anche  di  moltiplicazione  e di 
jtónuazion  -di  potenza,  di  divisione  e di  estrazion 
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eli  radice;  e come,  per  esempio,  la  geometrica  eh© 
è un  rotto  (201),  non  si  cangia  moltiplicando  o 
dividendo  per  una  quantità  stessa  i suoi  termini  (40)* 
così  non  si  cangia  1*  aritmetica  coll"  aggiungere  o to- 
gliere ai  suoi  termini  una  medesima  quantità. 

2o3.  In  ragione  si  chiama  comporta  se  sia  >la 
somma  o il  pndotto  di  più  ragioni  ; così  le  ragioni 
a:  b , f:  g , h : k danno  la  composta  aritmetica  a -+■ 
b-u-g-hk,  o la  composta  geometrica  affi  : 
bgk . Che  se  le  due , le  tre  ec.  componenti  sieno  e- 
guah  (202. 2°.),  la  composta  aritmetica  sani  dupla t 
tripla  ec.,  c la  composta  geometrica  sarà  duplicata , 
triplicata  ec.  d"  una  qualunque  delle  componenti: 
così  le  due  aritmetiche  cenali  a:  a -4-  d , b : b d 
( 202 . 2°.  ) danno  la  dupla  a H-  b : a -+■  b id , la 
cui  differenza  2 d è doppia  di  d\  e le  due  eguali 
geometriche  0:017,  b'.bq  danno  la  duplicata  ab  : abq*t 
il  cui  quoziente  q1  è duplicato  o quadrato  di  q . Per- 
ciò la  ragion  duplicata  , triplicata  ec.  dicesi  anche 
la  ragion  dei  quadrati , dei  cubi  ec. 

204 • Due  ragioni  eguali  (202 . 2°. ) forman  la  pro- 
porzione, che  è o aritmetica  o geometrica  se  le  ragioni 
sono  aritmetiche  o peonie t riche  : 1’  una  si  distingua 
con  tre,  1*  altra  con  quattro  punti  tra  le  due  ragioni . 
Perciò  a : a -4-  d .*.  b : ò'-t-  d è la  formula  generale  del- 
le projiorzioni  aritmetiche  , ed  a : aq  : : b •.  bq  del- 
le geometriche , e si  pronunzian  così  : a sta  ad  a -+■  b 
ovvero  ad  aq,  come  aritmeticamente  o geometricamen- 
te b ah  -4-  d ovvero  a hq . TI  primo  e 1"  ultimo  termine 
diconsi  estremi , i due  di  mezzo  intermedj , e la  pro- 
porzione senz’  altro  aggiunto  g"  intende  sempre  geo- 
metrica . Non  parleremo  dell’ormonica,  poco  in  uso 
tra  i Matematici,  e risultante  da  quattro  termini 
tali  che  il  primo  stia  all’ultimo,  come  la  differen- 
za de’ due  primi  a quella  de’ due  ultimi:  se  ne  ha 
un  esempio  in  6 , 8 , 14  > 21  . 

2c5.  Quando  di  quattro  termini  dati  il  primo 
ita  al  secondo  o come  il  terzo  al  quarto , o come  ij> 
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quarto  al  terzo,  i due  ultimi  diconsi  in  ragione  $ 
diretta  o inversa  de’  due  primi . Nell’  un  caso  i quat- 
tri* termini  formano  proporzione  (204) , non  cria  nell’ al- 
tro; e per  ristabilirla  bisogna  o sottrar  dall’  unità  i 
due  termini  inversi  scrivendo  a : a d 1 — b — 
d:  1 — b , o divider  per  essi  1'  unità  scrivendo  a: 

aq  \ \ ~ ; infatti  o quei  due  termini  si  sommino 

cod  aò  -a-  d o si  molriplichino  per  b*q  (202) , rina- 
scono le  proporzioni  primitive . 

2c6.  Se  queste  hanno  quattro  termini  diversi  , 
si  chiaman  discrete , se  gl’  intermedj  sono  uno  stes- 
so, si  dicono  continue.  Tali  sono  a : a -4-  d •.*  a -+•  d, 
a -+■  2d,  ed  a : aq  : : aq  : aq1,  che  più  in  breve  si  scri- 
vono -f  a : a -+■  d:  a -t-  ttd  e a:  aq  : aq 1 . 

207.  Una  serie  finita  o infinita  di  proporzioni 
continue  forma  la  progressione , le  cui  formule  fàcil- 
mente si  deducono  da  quelle  della  proporzion  conti- 
nua ( 206  ) . Eccole 

Progressione  arittn*.  ‘ a : a ■+  d:  a 2.d  : a Zd 

a -+•  ( n — l ) d 

Progressione  geom’. -fr *0’.  aq  : aq1  : aq1 .. . aq*  * sup- 
posto n il  numero  dei  loro  termini . E da  tutte  que- 
ste formule  nascon  le  proprietà  di  cui  dobbiain  par- 
lare . * 

208.  I.  ìn  ogni  proporzione  aritmetica  v , o geo- 
metrica : : , le  somme  o i prodotti  degli  estremi  e 
degli  intermedj  si  eguagliano . In  fatti  da  a : a —f* 
d b : b h-  d si  ha  a-*-b-+-d  — a-Jrd-+-b,  e da 
a:  aq  : : b : bq  si  ha  abq  = aqb  . Onde  dati  tre  ter- 
mini qualunque,  può  sempre  aversi  il  quarto  pro- 
porzionale x ; poiché  se,  per  esempio,  manchi  il  ter- 
zo nell’  aritmetica  , sarà  a -+  b •+  d — a -+  d x eA 
jr  = ò;  se  manchi  il  secondo  nella  geometrica , sarà 
abq  = bx  ed  x — aq  : del  pari  se  manchi  il  primo 
nell’  inversa  aritmetica  x : a -4-  d •••  1 — b — d \ 1 — 
b , sa  rà  x s-  l — b = a d - 1-1  — b — d , ed  x =35 
» ; se  manchi  il  terzo  nell’  inversa  geometrica 
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t • . a , - T 

a : aq  : : x : , sarà  = aqx  ed  x — — : 

209.  TT.  In  ogni  proporzion  continua  ~ à ~ la 
somma  o il  prodotto  degli  estremi  eguaglia  il  dop- 
pio o il  quadralo  del  medio . Infatti  da  a : a 
d:  a -+-  ‘2cl,  si  ha  a a -4-  od  — 2 (a  -4-  d) , e da  zz  a ; 
aq  : aq' , viene  a . aq'  =(  aq)'~ . Onde  per  trovare  il 
medio  x,  dati  eli  estremi  a , a -4.  ad  ovvero  a,aq *, 
vi  vorrà  la  division  per  2 nell 'aritmetica,  e Test  ra- 
gion della  radice  seconda  nella  «reo intrica  ; poiché 

, 2(a  -+d)  . 

a -+  a -4-  2a  = 2 r ed  x = = a -+  d , ovvero 


a . aq'  = x1  ed  x — \J  {aq')'  7=.  aq  . 

2lo.  III.  Ogni  proporzione  .*.  o : : dà  un  equa- 
zione , il  che  è evidente  ( 208 . 209)  , ed  ogni  equa- 
zione dà  una  proporzione  .\o  z j. . Sieno  le  tre  equa- 
zioni qualunque  1*.  mn—pq ; 2’.  xy  — 1 ; 3*.  a1—* 
x' — b’ — y'  : se  si  vuole  la  proporzione  aritmetica, 


sara  l 


ni 

1 : — 
/> 


— - • — 1 • 2c 


1 ' y — 1 ; 3°. 


o*  : A1  a:’  e se  si  vuole  la  proporzion  geome- 
trica , verrà  1 m:  p : : q : »;  £°.  a.-  : 1 : y ; 3°.  a -t* 


x : b -+  y : : b — y : a — .r  . 

211.  IV.  Presa  la  proporzione  a:b  : : e : 
sussiste  la  fondamental  proprietà  ^2c8),  e perciò  an- 
che la  proporzione,  nei  cinque  cangiamenti  seguen- 
ti . 1°.  mettendo  i termini  estremi  in  luogo  dei  me- 
di, e un  medio  o un  estremo  in  luogo  dell’altro; 
perciò  b:a.\  : : d:  c , a :c  ::b  : d , d:  b : : c : a . 

Jl  °.  sommando  o sol  traendo  nell’  .*. , e moltiplicando 
o dividendo  nella  : : tutti  i termini  pe£  m , o i due 
primi  per  m e i due  ultimi  per  f ; perciò  a r±  m : 

-f-~*  | ~f—  | 

h =fc  m c : d c ttf  : d ed  am  : bm  : t 


c : d : : rf  : df^~  . 111°.  sommando  o sottraendo 
nell’  , e moltiplicando  o dividendo  nella  : : tutti  i 
termini  per  i corrispondenti  d una  diversa  propor- 
zione p\q  .*•  : : r : s ; perciò  a =±  p : b =t  q c zt  r^ 
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r,  1 4=1  , ±=  I ±=I  , t I TTTO 

d =fc  s , fa  ap  : bq  : : cr  ds  . I V . mol- 
tiplicando o dividendo  nell’.*,  tutti  i termini  per  m, 
e nella  : : alzandoli  tutti  alla  potenza  o deprimen- 

, ,,  j-  ùma  .s  ±=I  , ±=I  1=1, 

doli  alla  radice  m ; perciò  am  : bm  crn  : 

±Z1  ±zl  ±zl  ±=  I 


’dns*  ' , ed  am  : hm  : : c"  : cT  . V".  ridu- 
cendo ( nella  sola  : : ) i primi  e pii  ultimi  due  in 
due  soli  termini  con  sommarli  o sottrarli  e metterli 
iri  proporzione  col  primo  e col  terzo , o col  secondo 
e col  quarto,  o con  la  differenza  o somma  dei  due 
primi  e dei  due  ultimi;  perciò  a z±  b : a : : c d:  c , 
a zt  b : b:  : c =fc  d:  d , a db  b : a b ::  c =fc  d:  c d . 


212.  V.  In  una  serie  di  proporzioni  o : : /o 
somma  degli  antecedenti  sta  aritmeticamente  o geo- 
metricamente a quella  dei  conseguenti  , come  uno 

0 più  antecedenti  ai  lor  conseguenti , uniti , nelle  a- 
ritmetiche , alle  rimanenti  differenze.  Infatti 

1° .a:a  d .-.  b:b -4-  d c:  c -+  d.\f\f-\-  dee. ci  danno 
a- t-  b -4-  c -+•/':«  -+  b -4-  c-+/'- 4-  t±d .-.  a : a-\r  d-JrZd 
2 e . a:aq:  :b:  bq  ::c :cq::  f:fq  ec.  ci  danno 

a-+b-{-c-+f:(a-+b-+-c-+J’)  q::a:aq . Passo  alle 
progressioni . 

21 3.  1.  In  ogni  progressione  o : : le  somme  o 

1 prodotti  degli  estremi  , e di  tutti  gli  equidistanti 
dagli  estremi,  si  eguagliano  . infatti  da  ■— a : a -+ 
d : a -+  o,d  ....  a -+•  ( n — a)  d : a -*-  ( n — i ) d viene 

— i)d=a-t-d-t-«-+(«  — 2 ) d ec.  ; e 

, , n — 2 n — l . . n — I 

da  a:aq\aq  . . .aq  : aq  wenea.aq  = 


n — 2 

aq  . a<7 

2l4-  IT.  In  ogni  progressione  ->  o " i'Z  primo 

• . > »i»  sono 

termine  sta  al  terzo  , al  quarto , all  n ; come 

aritmeticamente  o geometricamente  i doppi  o i qua- 
drati , i tripli  o i cubi  , gli  ( n — l ' o le  potenze 
(n  — l)imi  del  primo  e del  secondo.  Infatti  da 


I 
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* : e -4  J.  . . « 4-  (n  — 1 ) d viene  a :a  -4  (n  — l) 

( n — i ) a : ( n — l ) (a  -4  d)  ; e da  ^ a : aq 

n — l . n — t n — l.  .n — I 

aq  viene  a : aq  : : a ‘\a9) 

215.  IIT.  Se  i varj  esponenti  tf  una  quantità 

eieno  in  progressione  aritmetica , le  varie  potenze 
della  quantità  saranno  in  progression  geometrica  . 
ir...  a u-t-d  a-4-2d  • a -+2d  - 

Intatti  p , p , p , p ec.  formano  una 

progression  geometrica  ( 2l3) ; di  qui  la  felice  idea 
dei  logaritmi. 

216.  IV.  La  somma  s d'  una  progressione  di 
n termini  si  ha  in  due  modi  suoi  proprj  : l°.  fatto 
u 1'  ultimo  termine , ella  risulta  da  tante  somme 
a -4-  w quanti  sono  i suoi  termini  n presi  a due  a 

due  ( 2l3  ) ; perciò  I s = (o-4«)— : 20.  ogni  ter- 

mine  è composto  del  primo  a,  onde  nella  somma  si 
ha  na  , e le  differenze  formano  la  progressione  di 
n — 1 termini  -p  d : ad  : 3d  . . . ( n — j ) d,  la  cui 
somma  s per  la  I formula  , è ( d 4-  ( « — 1 ) d) 

( — ) = dn( - ) ; perciò  II  s =n  (a  -+  d ) . 

Da  queste , sol  che  nell’  una  si  pongano  i valori  di 

a , n presi  dall’  altra , si  ha  III  $ = n ( <*  — d — 

IVi=(“a  “)(l-f  — ~ ) ; e due  qualunque  delle 

quattro  s come  la  T e la  IV,  danno  la  V «=1-4-  — — — — . 

a 

21^.  V.  In  due  modi  suoi  proprj  si  ha  pur  la 
somma  s d ? una  progression  -H-  di  n termini  : t . tutti 
i suoi  termini  sono  antecedenti  fuorché  1’  ultimo  w , 
e tutti  son  conseguenti  fuorché  il  primo  a;  onde 

( 2ia)  * — u:  s — a : : a : aq  ; perciò  T s = — — ? . 

2°.  moltiplicando  per  q l’equazione  a -4-  aq  4.  aq2-+- 

aq  =s , viene  aq  -4-  aq * -4-  aq ’ -4  ....  -4- 

' _ 

aq  = 
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aq*  — sq  = s — a -+  aq * ; perciò 


TT  A - t ) «v 

IT  s = — . Da 

q — I 

queste  pure  , posti  nell’  una  i valori  ili  a ,q  presi 
dall' altra,  si  ha  III  s — IV  s = 

o*  q — i 


■-i 


ni 

- V" 


• 1 » I 

v w — v ** 


■ ; e due  di  esse , come  la  II  e la  III , 


danno  la  Va—  . 

7 

•^l8  VI.  / termini  d ’ una  progressione  4-  o ~ somma- 
ti a 2 a 2 , a 3 a 3 .... , ari  m ad  m , danno  una  nuo- 
va progressione  ~ o 41  ( 2!3  J , iti  cui  la  differenza  d »£ 
cangia  in  dm1  e il  quoziente  4 diventa  q™.  Infatti  la  som- 
ma dei  primi  m termini  sarà  (2 16 . 212  ) ™ (a  H*  d (— -i)) , 
a ( qm — I ) 

0 — 2^*1 — ’ e t*ue^a  ^ei  sfondi  ( essendo  il  primo  di  es- 
si a -+  md  o aq"  ) si  troverà  m ( a -+■  md  -+  ? 0 

aqm(qm~  t ) 

: ora  queste  due  somme  formano  i primi  due 

9—  1 

termini  della  nuova  progressione;  dunque  dm1  e 7*  che  si 
hanno  col  sottrarli  o dividerli , ne  saranno  la  differenza  o 
il  quoziente  . 

219  VII.  All’incontro  : termini  d’  una  progressione  f. 
o -f|-  che  ha  d per  differenza  o q per  quoziente  , possono 
riguardarsi  come  somme  di  m termini  d'  un’  altra  ignota  .z. 
o ’z. , in  cui  la  somma  j di  m termini  è a , il  numero  n 
è m , e la  differenza  d'  o il  quoziente  q ( essendo  <i  = 

d * 

d'm  t q = q'm  (218)  sono  -o  j*:  onde  il  primo  termine 

dell’ignota  aritmetica  viene  a' = — — {216  II), 

2 m 
1 

della  geometrica  «'  = (21 7. II).  Cosi  data  4.  3,5 

#C. , ove  a = 3 , d = 2 , se  sia  7/1  = 3,  verrà  . = — , a'  = 

m~  9 

M 


Dìgitized  by  Google 


)(  9°  X 


— , e la  progressione  ignota  «ara  i-  — , I , 1 — 1 1 — , 

9 9 9 | 9 

1 — . I ~ | ec.  E data  -s.  3 , 2J  ec. , ove  0 = 3,  9 = 7, 

ii  ti 

se  sia  m = 2 , verrk  5'*  = 23  , a'  = — (7  — l ) , e la  prò- 

2 

gressione  ignota  sarà  -w  J- (7 3 — | ) , — ( 7 - 2^J|  (7*  - t ) , 

2 2 I 3 

— (7 — 7J)|  ec.;  ed  è chiaro  che  i primi  e i secondi  tre 

2 I 


termini  nel  primo  esempio  , e i primi  e i secondi  due  nel 
Secondo,  eguagliano  il  primo  e secondo  delle  dare. 

220.  Del  resto,  dalle  dieri  formule  pia  trova- 
te (216.217)  si  ricavano  le  sepuenti,  per  cui 
date  tre  delle  cinque  quantità,  a , d ovvero  q , n , w , % 
si  hanno  l’ altre  «lue,  purché  per  le  peometriche , si 
conosca  la  teoria  dei  logaritmi  c dell’  equazioni 
superiori . 


t 
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Tavola  per  le  Progressioni  •Geometriche 


Date 

Si  ha 

FORMULE 

c4i. 

17  , n , to 

C4 

242- 

q ,n,  s 

a 

V 1 / 

243. 

q 1 w s •* 

a = q ( w — $ ) H-  s 

244. 

»-I  »>-l 

H,U>  ,S 

(jl~a)^/a=(i  — w ) \/w 

245. 

a j ra  , <*> 

»-i/  « 

?=V7 

246. 

a , n 3i 

n s s 

q 7 1=0 

7 <z  ' a 

247- 

<7  5 CJ  5 £ 

7 

» s — a 

243- 

n • w , s 

n £ _»— * ^ „ ^ 

' s — u>  7 ^ — (4) 

Lttì  — La 

a49- 

a,  q , uj 

« — IH 7 

L</ 

Lw  — La 

a5o. 

; U 5 ^ 

fi 

~ * ' Lfi — a)  — L(s  — w) 

Lf  a -+  s(  q — t))  — La 

a5i. 

a , q ) s 

L q 

<7  , w , s 

I u)  — ' L ( a>7  — s(q  — I )) 

2J2. 

B — 1 ■+  L q 

a53. 

a , q i n 

K 1 

u>  zss  aq 

254. 

a,  n , s 

Come  al  N°.  (244) 

a55. 

a ì q , s 

u> 

u s (_*  — aj 

~ <7 

2 06. 

T 

q ,n,s 

“ = (£=7), 

Digitized  by  Google 


X 93  X 


Date 

Si  ha 

FORMULE 

»-!  *-! 

257”. 

a 5 tx  2 u> 

t _ Vw-  - */«“ 

*•1  >-I 

• — v® 

*58. 

a,q , n 

1 

(?•— I) 

s — a — 

q — 1 •«  «tv 

259. 

a,q  ,u> 

»?  — a 

5 .«  = 

260. 

q,n,u 

9 » 9 — t » 

Applicazioni.  I.  Tra  due  termini  a,»  inserire 
fu  termini  in  progressione . Basterà  dunque  trovar 
d o q ; e poiché  abbiamo  a ,u  cdn  = m-f  2,  verrà 

d — ( 22.5)  > q — ( 245  ) . Così  se  m ss  4, 


Cl>- 


81 


ha  d=- 


S,  » . v . da  ■+  w 

q — — c perciò  — o : : 


3a42«  2a  + 3»  <14411  , , ...  J,  . 

- : : — : » ; del  pan  a : -Ja'v  : 

S SS 


^ a1»5  ; v • \/ a«4  : « • 

II.  Uno  evocando  aggiunge  sempre  2 alla  sua 
posta  , ed  un  altro  sempre  la  raddoppia  ; la  prima 
volta  giocaron  3 , e perderono  dieci  volte  : cerco  le 
perdite.  La  progressione  per  il  primo  è aritmetica, 
per  il  secondo  geometrica , ed  abbiamo  a =.  3 , d = 
q = 2 , n — lo;  dunque  il  primo  perde  s = \io 
( 238  ) , il  secondo  s — 3ofiq  ( 258  ) . 

IIT.  La  popolazione  d5  un  paese  è cresciuta  uni- 
formemente di  tanto  , che  in  4 anni  i Passeggieri 
gon  giunti  da  1000  a 3ooo  , e i Paesani  da  lecco 
a 1464*  '■  Cf*n  qual  progressione  si  son  fatti  gli  au- 
menti ? Dei  Passeggieri  cresce  la  somma  e dee  cer- 


l 
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carsi  d , ma  de’  Paesani  rresce  il  prodotto  e dee  cono- 
scersi q : or  poiché  per  gli  uni  a = jooo,  w— 3ooo, 
per  gli  altri  a = loooo  , u = 14641  » e per  ambe- 
due n = b ( mentre  al  cominciar  de’  4 anni  già  si 
hanno  i primi  termini  1000  e ìoooc)  sarà  d = boo 

e q = J = (24 o)-' 

' v lonoo  lo  ' ~ • 


(22  b), 


IV.  Un  Vascello  insegue  una  Nave:  questa  nel  primo 
giorno  fa  13  leghe  e quello  6,  nel  secondo  1’  una  ne  fa  15  , 
1‘ altro  11  ec.  , ambedue  in  progressione  o -=;  cerco  se 
la  Nave  sarà  raggiunta  e quando  e dove  . Poiché  1 Legni 
vanno  in  progressione,  è forza  che  per  raggiungersi  faccia- 
no cgual  viaggio  in  egual  numero  di  giorni:  dunque  nel- 
le due  progressioni  sarà  % — »'  ed  n = n.  Or  per  1’  aritmeti- 
ca, posto  a=  13  , d =*  15 — 13  = 2,  a'  = 6,  d‘  =11—  6 = 5, 

ci  avrà  (238)4=  n{a-+  — — — l—  ) ed  »'=n'(a‘-+  — )» 

2 2 


. , . d{n  — I ) , d'in  — I ) 2 a-+d' 

cioè  c-t-— : = o h — ■ , ed  n = 

n r»  ' -4' 


-•ìa'—d 


d'  — d 


2 

5 — , giorni  di  viaggio;  onde  s 


$'  = 100  — , leghe  o di- 
9 


stanza  dal  porto . Ma  per  la  progression  geometrica  , posto 

c = >3’2=  —,0  =6,9'  = ^,  si  troverà  (258)a(- - ) = 

13  6 9 — 1 


«'( 


) ovvero 

9-1 


9 — ! ) _ 9 " — 1 

a'(q—i)  9“  — I ’ 


equazione  che  con 


la  doppia  falsa  posizione,  farro  « = 3,  =4,  dà  per  primo 
valore  n = 3 >57»  per  secondo  0 = 3,61,  per  terzo  n =» 
3,616,  giorni  di  viaggio;  onde  s = s = 57 , 25,  leghe  o 
distanza  dal  porto  . 

V.  Un  Vascello  ed  una  Nave  partono  nel  tempo  stes- 
so da  una  distanza  di  leghe  136  — = i per  incontrarsi:  la 

2 


Nave  nel  primo  giorno  fa  4 leghe  e il  Vascello  6,  nel  se- 
condo quella  ne  fa  6 e questo  8 ec.  , ambedue  in  progres- 
sione 4_  o ; cerco  quando  s’  incontreranno  e dove  . Si  ha 
dunque  , come  sopra  , ri  = n'  ed  inoltre  la  somma  de’  due 
viaggi  s -!-*'  = &.  Or  per  la  progressione  aritmetica,  fatto 
n=4,  d = 2 , a' = 6,  d'  = 2 , verrà  s s'  — n (a  ~b 


F 
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d(n  — l),  , , d'{n — i)  , •>  I 

— ) -b  n[a-\ - l = b,  cioè  n = — — ■ . . . 

2 2 .2 
a ~b  a ...a-ba'  ! ih  , , 1 .... 

d-bd  *"d-bd'  2 1 d-bd*  2 6 

viaggio;  onde  j = 6i  — , s'=74  — . Ma  per  la  progres- 
4 4 

Q A 

aion  geometrica,  posto  0 = 4,  9 — — , a = 6,  g'  = — . si 
•v,!.  = itf-TllJ  H- ) 3 

1 ) (9'—  1 ) = «('/  — » )/ ìf*  — 1 ) -+  Q'(9—  1 )(  s”* — 1 ) . 

ove  fatto  0=5,  = 6,  si  ba  per  primo  valore  0 = 5,47 
e per  secondo  « = 5,513,  giorni  di  viaggio;  onde  1 = 
66,796,  viaggio  della  Nave,  4’ = 69,704,  viaggio  del 
Vascello . 

Per  aver  poi  una  progressione  di  n termini  quando 

n~8~ •*  — -,  come  in  quest’ ultime  applicazioni,  basta  ti- 
ni 

solvere  in  m termini  ognun  dei  g -+  ! termini  della  data 
(219)  e prender  dell’ ultimo  le  parti  h,  le  quali,  volendo 

sommarle  , si  trovano  — - ( 2am  ~b  d ( 2 gm  -bh  — m ) ) per 
201 

h 

aqX(qm—  I ) ‘ 

le  progressioni  aritmetiche;  ed  — — — ■ per  le  geome- 

triche . 

REGOLE 


Del  Tre  , di  falsa  Posizione  e cT  Interesse  . 


261.  I.  LI  A ti  tre  termini  , si  sa  come  può  a- 
versi  il  quarto  proporzionai  geometrico  ( 208  ) , e la 
Besrola  che  si  adopra , dicesi  Regola  del  Tre , fre- 
quentissima in  tutte  le  Matematiche  . Ella  è sem- 
plice quando  dati  tre  termini  si  cerca  il  quarto,  ed 
è composta  quando  datine  cinque , sette  ec. , si  cer- 
ca il  sesto,  l’ottavo  ec.  Se  il  terzo  termine  essendo 
maggiore  o minor  del  primo , lo  stato  della  questio- 


Digitized  by  Google 


X 9«  X 

ne  esiga  clic  anche  il  quarto  sia  maggiore  n minor 
(lei  secondo,  la  Begola  è diretta',  all’ incontro  è 
inversa  o reciproca , se  il  quarto  debba  esser  mino- 
re o maggior  del  secondo  ( 20J  ) . 

262.  Dei  tre  dali  termini  due  sono  o pnsson 
rendersi  omogenei , cioè  della  stessa  specie;  f altro 
è solitario  o di  specie  diversa,  a cui  poi  viene  o- 
mngeneo  il  quarto  cercato;  e dei  due  omogenei  1’  uno 
è con  interrogazione , l’altro  è senza  . Ora  /’  omoge- 
neo senza  interrogazione  si  colloca  il  primo  a sini- 
stra , quindi  il  solitario  , p<i  l * altro  omogeneo : av- 
vertendo che  nella  regola  inversa  il  solitario  e il 
suo  omogeneo  cercato  debbono  esser  denominatori 
dell*  unità  ( 2o5  ) . Fatto  ciò  , e ridotti  i termini 
all’  espression  piò  semplice , se  il  primo  abbia  dei 
fattori  comuni  con  uno  o con  ambedue  gli  altri 
( 202") , si  opra  al  solito  ( 208  ) . 

Esempi  T.  Che  varranno  lib.  70.  d’ argento  sa 
lib.  i/p  vagliano  lir.  714—  Qui  regola  evidente- 
mente è diretta  ; il  solitario  è 714  <>  1’  omogeneo  con 

interrogazione,  e 70,  F altro  e 14:  dunque  1 4 1 71 4 : 1 
70  : x ovvertr  l : 714  ” 3 : x = 5 . 714  = 3570  . TI.  .97 
Art  efici  fanno  una  cert’  opera  in  5 giorni i in  quinti 
la  faranno  19?  <^111  la  regola  è inversa,  perchè  un 
miwjr  numero  «li  lavoranti  esige  maggior  tempo  al 

1^1  , l 1 - 1 t 

lavoro  ; dun«|ue  oj  : — : : 19  ; — ovvero  3 : — . : l : — 

5 X b X 

• I ^ 

ed  x = i5  giorni . ITI.  Con  scudi  8 — ho  B*.  2 — di 

2 4 


panno  ; ne  vorrei  Canne  a qual’ è la  spesa?  La 
regola  è «liretta,  e se  la  Canna  sia  Braccia  4?  1* 

e 3 *1  I " '3 

Canne  2 ' saranno  Ba.  Q "■  : dunque  2 — : 8 — ::q  — ; 
ia  y 3 1 4 2^3 

. ji  1:  29  » 1 _ 29  29 

x . cjoe  — • — : : — : x . ovvero  — ; 17:  : — : .r  = 20  — . 

423  2 ‘ 3 y33 

Se  la  lunghezza  del  Braccio  Fiorentino  è a quella  del 
Piede  Parigino  :i  2-j8  , ^19  : 144,  quanti  piedi  saranno  hr*, 

25  >55? 
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£5,55?  La  regola  è inversa (261) : dunque  258,719:  — - — :* 

35»55 

144:  — , càx=s  45>9<>4<5 . 

X 

■ 2&3.  Ma  sia  proposto  questo  quesito:  20  uomi. 
ni  fanno  1 <»o  tese  rii  lavoro  in  giorni  l5:  quante 
©e  faranno  3o  uomini  in  12?  La  regola  è composta, 
pere  he  risultando  il  la  voro  e dalla  ragione  20 : 3o 
digli  uomini  e dall’altra  1^:12  dei  giorni,  i ter- 
mini omogenei  nascono  dalle  ragioni  composte  20  X 
l5  e 3o  X 12  ( 20  3 ) : dunque  20  X i5:  160  : : 3o  X 12: 

«*,  ovvero  t : 1 (ì  : : 12  : x = 192  . 

264*  Che  se  fosse  dato  quest’  altro  quesito  : 20 
©omini  scavando  un  Canale,  debbono  asciugar  gior- 
nalmente piedi  6 d’acqua  per  fare  in  un  certo  tem- 
po tese  160  di  lavoro  : quante  ne  faranno  nel  tem- 
ilo stesso  3o  uomini  asciugando  giornalmente  piedi 
8 d’acqua?  La  regola  quanto  ai  Lavoranti  è diret- 
ta , ma  quanto  al  maggiore  ostacolo  dell"  acqua  che 
permette  un  minor  lavoro,  è inversa:  dunque  20 X 

1 I f O 

: 160  : : 3o  X ’■ x ) ovvero  — : 80:  : — : x = 180  tese. 

6 o 3 4 

265.  II.  La  Regola  di  semplice  falsa  posiziona 
determina  un  numero  vero  col  supporre  un  numero 
falso.  Voglio  un  numero  x la  cui  metà,  il  quarto 
e il  quinto  facciano  IpjG . Suppongo  x = 20 , e perciò 

l. u— =iq:  non  e dunque  20  il  numero 

2 4 5 y .... 

cercato . Ma  pache  i risultati  similmente  ottenuti 

da  due  simili  cagioni,  smi  proporzionali  ad  esse, 
verrà  19:20::  lf)G  : x = 4 So  , numero  vero  . . 

2f»6.  JW.  La  Regu’a  di  doppia  falsa  posizione 
determina  ifn  numero  vero  x col  supporre  due  nu- 
meri falsi  a,  b.  Così  nell’esempio  di  sopra,  posto 
b * — • 20,  e poi  b = 100,  i risultati  sono  19  e 9^» 
mentre  dovevano  esseri'  l\)G\  dunque  ( 26.1  x : lp)G : : 
2c  : 19:  : 100: 93,  e ao — x : 19  — l^òG : : 100  — x:g>  — 

3  onde  le  posizioni  20  — a,  loo  = 6,e$jli  erro- 
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ri  19  — 456  = — m , gH  — /fi6  = — ri , danno  a — i 

, -,  bm — -an 

le  : — m : : 0 — x:  — »,  eu  x = , o se  un  er- 

ra — n 


Tore  n sia  positivo,  x 


bm-i-an  „ . 

, JJt  qui  la  rego- 

m-fn  1 B 


la  seguente . 

•267.  Supposti  due  numeri  ad  arbitrio , speri *■ 
inerito  in  essi  le  condizioni  del  problema  ; se  V uno. 
o V altro  vi  soddisjanno , il  problema  è sciolto  ; se 
fio  , scrivo  i due  errori  positivi  n negativi  che  ne 
risultano  . Mo/tijdico  quindi  ciascuna  posizione  per 
V erro r del?  altra  > c secondo  che  gli  errori  son  si- 
mili o dissimili  ( cioè  con  lo  stesso  o con  diverso  se- 
gno j divido  la  differenza  o la  somma  dei  prodotti 
per  la  differenza  o somma  degli  errori  : il  quozien- 
te e il  numero  cercato . 

Esempio.  Un  Giocatore  scommette  12  contro  8 
ad  numi  partita;  nc  fa  10  e tira  20:  quante  rie  lui 
vinte?  Suppongo  9,  e dovrà  aver  72;  dunque  n# 
perde  l , e dovrà  dar  12:  tirerebbe  perciò  (io,  e do- 
vea  tirar  20;  vi  è dunque  un  orrore  di  -4-  40.  Sup^ 
ponpo  8,  e dovrà  aver  64;  dunque  nc  perde  2,  « 
dovrà  dar  24 : tirerebbe  perciò  40,  e dovea  tirar  20; 
vi  è dunque  un  errore  di -4- 20  . Dispongo  così  i me- 
mori e gli  errori  » 


Pos.  I.  9 pos.  JT.  8 

Er.  -4-  40  . Er.  -t-  20 

Moltiplico  9 per  20 , e 8 per  40  » e poiché  gli  et'- 
rori  son  simili,  divido  la  differenza  140  dei  prodot- 
ti per  la  differenza  20  dogli  errori,  ciWm  7 partite 
vinte.  He  invece  di  8 avessi  supposto  3,  la  vincita 
sarebbe  «4  5 la  perdita  84,  il  suo  dare  (io,  e per- 
ciò l’errore  — 80 ’.  moltiplicando  9 per  80,  e 3 j»er 
40,  e dividendo  la  somma  840  dei  prodotti  per  la 
somma  120  degli  errori,  che  son  dissimili,  verreb- 
be 7 come  prima . 


Digitized  by  Google 


)(  99  a 

268.  La  Regola  si  estende  ai  problemi  et*  ogni 
grado,  quando  almeno  posson  ridursi  ad  una  o due 
condizioni;  poiché  in  quelli  «tesai  del  primo,  che 
ne  hanno  tre,  riesce  assai  nojos»  . Ella  è peri»  di 
grand’uso  in  certe  equazioni  analitiche,  geometri- 
che , astronomiche  er.  , le  quali  senza  di  lei  sareb- 
bero affatto  intrattabili.  Sena  di  modello  l’equa- 
zione x'  -t-  ìl>  — \ox  che  si  sa  risolvere  ( 189  ) , e 
la  cui  minor  radice  approssimata  è x = 1 , 83“7  . 
Poste  in  un  membro  le  quantità  note,  nell’altro 
l’ ignote,  onde  sia  i5==a:(lo — a:),  suppongo  x 
1 , = 2 , e sostituendo , ho  gli  errori  — 6 , -t-  1 : ope- 
ro al  solito  ( 267  ) , e viene  x ==  1 , 8 . Con  le  po- 
sizioni 2 e 1,8  ho  gli  errori  -+-  1 e — o , 24,  ed  x = 
t , 83.  Di  nuovo  con  le  posizioni  t ,8  ed  1,83  ven- 

fon  gli  errori  — o , 24  e — c , 0489  ed  x — 1 , 837  • 
nfine  con  le  posizioni  l ,83  ed  1 ,837  ho  gli  erro- 
ri — o , 0489  e — o , 004569  ed  x = 1 , 8377  . 

269.  Usando  la  Regola  in  questo  modo,  il  cal- 
colo condurrà  rettamente  al  valor  dell’  incoonita . 
Ma  si  avverta  1°.  di  applicarla  a problemi  possibi- 
li, perchè  in  ea«o  di  x assurdo,  lo  sarà  anche  il 
risultato:  2°.  di  prender  negativi  i risultati  quando 
lo  esiga  l’ indole  del  problema , poiché  la  Regola; 
li  dà  positivi  se  tali  furono  le  posizioni:  3°.  di  o- 
perar  sulla  seconda  posizione  con  l'ordine  che  si 
osservò  nella  prima,  altrimenti  il  risultato  non  sa- 
rebbe proporzionale  ( 265  ) c la  Regola  fallirebbe  . 

270.  IV.  La  Regola  d' Interesse  o Frutto  de- 
termina il  frutto  annuo  o d*  un  puro  capitale  o d’  un 
capitale  unito  ai  suoi  frutti:  nel  primo  caso  l’inte- 
resse è semplice , nel  secondo  è composto . Ecco  > 
due  più  comuni  problemi  dell’  uno  e dell’  altro  . 

Frutto  semplice  . I.  Diedi  lir.  1 56oo  a 8 p r lco: 
clic  mi  si  deve  per  sorte  e frutti  dopo  anni  5 ? Sia 
t = 5 il  tempo,  p = l.56oo  la  sorte , r il  frutto  an- 
nuo d’  una  lira  che  si  ha  dalla  proporzione  100:8:: 
l:jr=o,c8:  e poiché  1 lira  in  anni  1 frutta  r,  1« 


f 

)r'.*o  x • 

lire  p in  anni  t frutteranno  prt  ( 263)*  si  a?r\  dun- 
que tra  sorte  e frutti  la  somma  s =p(  i -4-rr)  = 
31 84°  lir. 

II.  K iscossa  oggi  la  mia  pensiono  annua  di  Tir. 
loco,  la  lascio  in  seguito  per  anni  8 al  j per  icor 
quanto  mi  si  dovrà  dopo  quel  tempo?  Pia  r = 8,p  = 
loco,  r il  frutto  annuo  d’ una  lira:  e poiché  Ir-  pen- 
sione. si  pana  al  fin  dell’anno,  onde  nel  primo  non 
frutta,  il  frutto  del  seeondo  sarà  pr , del  terso  2 pr^ 

e del  tm0  sarà  (f  — 1 )pr,  dun<{ue  i frutti  sono  4~o  -+* 

pr  -4-  2pr  . . . -+  (f  — l )pr  = ^ ( t — 1 ) ( 2Z7) , cha 


con  le  pensioni pt , danno  s = — pt  (2-4-  r(i  — 1 ))  = 
9400  lir. 

Frutto  Composto . T.  Impiegai  lir.  20000  al  5 
aer  100,  formando  dopo  ogni  anno  un  nuovo  capita- 
le di  esse  e del  loro  lruttu  : che  mi  si  deve  in  tut- 
to dopo  6 anni  ? Sia  t = 6,p=  20OCC,  r—o,c5,q  =z 
1 -+ 7- = 1 , c5 , capitale  e frutto  d’ una  lira:  e poi- 
ché la  sorte  1 produce  <7  sorte  e frut  to  nel  priin’anno, 
la  sorte  q produrrà  q'  sorte  e frutto  nel  secondo; 

così  produrrà  q*  nel  terz’ anno  , e q nel  t °-  Or» 

l : q : : p : pq  = s = 26802  lir.  in  circa  . 

IT.  Impiego  animalmente  al  4 per  lco  una  pen- 
sione p = 2400  coi  frutti  degli  anni  scorsi  : qual’  è 
il  mio  credito  dopo  anni  f = 8?  Posto  7 = 0,04  c 
q = 1 ,04  5 poiché  nel  priin’anno  il  mio  credito  ò 
p , nel  secondo  p ( 1 -4-r)-4-p=p-4-p</,  nel  terzo 
\p  -¥pq  ) ( 1 -4-  r)  -4-  p =p  -4-  pq  -4-  pq1  ec.  fino  a t 

anni , il  totale  sarà  rr  p -+  pq  -4-  pq 1 . . • -4 - pq1  ' =3 

— ( 258  ) = s = 221 14  lir.  in  circa. 

Da  queste  equazioni , date  tre  delle  quattro  quan- 
tità p,c(  ovvero  q),  s , t , vien  sempre  la  quarta,  pur- 
ché si  abbia  presente  quanto  dicemmo  altrove  (220J  « 
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ALCUNE  NOZIONI  SULLE  SERIE 

471.  | llcesi  Serie  un  a 'Torrefa  lo  di  termini 

AJ  che  crescono  o scemano  con  certa  lop- 
pe , come  le  propressioni  : è finita  o infinita  quan- 
do ha  un  numero  finito  o infinito  di  termini:  e di- 
vergente o convergente  secondo  che  i suoi  termini 
crescono  o scemano  di  valore  ; e diverge  o converge 
tanto  più  rapidamente  , quanto  più  il  valor  di  cia- 
scun termine  cresce  o scema  riguardo  al  precedente. 

Dieonsi  prime  differenze  d’  una  serie  le  diffe- 
renze tra  i suoi  termini  contigui;  seconde , terze  ec. , 
le  differenze  tra  i contigui  termini  delle  prime,  del- 
le seconde  ec.  Si  osservino  la  serie  numerica , e lai 
letterale  qui  sotto 

Serie  . . . . . 21,34,55, 89  ec. 

Prime  Diff*.  13,21,34  ec. 

Seconde  ...  8 , 1 3 ec. 

Terze  ....  5 ec. 

ec. 

Serie g , k , p , r , 3 ec. 

Prime  DifFe.  Jtr — g , p — k , r ■ — p,s — ree. 
Seconde.  . . p — '_•£-+ a » r — 2p-\-k  , * — -+p  ec. 
Terze  ....  r — 3p-ì-3k  — g,s — 3 r~+3p  — k ec. 
ec. 

272.  Le  serie  algebriche,  cioè  le  appartenenti 
all'  Algebra  comune , son  dell * ordine  zero  se  hanno 
tut,ti  i termini  costanti,  come  a,  a,  a ec. , son  del 
prim'  ordine  se  hanno  costanti  le  prime  differenze  , 
come  a , a —e  d , a— t-  "d  ec.  ; son  del  secando  se  han- 
no costanti  le  differenze  seconde  5 come  a'~ , ( a -4-  df , 

(a-t-2d)1  ec.  ; in  generale  sor»  dell'  ordine  m”’*  se 
hanno  costanti  le  mnr  differenze  , come  a",  ( a -+-  d)m , 
{ a -t-  ad  )*  ec.  Quindi  nelle  serie  letterali  1’  ordine 
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è indicato  dalla  dimensione  dei  loro  termini  (107)) 
per  esempio,  è del  second*  Online  la  serie  gg'  ,kk'y 
pp'  ec.  formata  dal  moltiplicar  termine  per  termine 
le  due  progressioni  aritmetiche  g ,k  ,p  ec.  della  diffe- 
renza d,  e g'  ,k'.p'  ec.  della  differenza  d1  : volen- 
done poi  determinar  la  differenza  costante  pp'  — 
2ÀÀ'  -+•  gg'  ( 271  ) , poiché  ( 202  ) * = g -+■  d , p =s 
k -+  d = g -¥  2 d,  K = g’  -4-  d' , p'  —g'  -t-  2 d , sarà 
pp'  — 2,kk'  -4-  gg'  = 2d(t . Perciò  1°.  i simili  prodot- 
ti di  tre,  di  quattro,  di  t progressioni  darebbe- 
ro nel  modo  stesso  le  differenze  costanti  2 .Zdtfd?'  ? 
2.3. 4 ddiT'J" , e 2 . 3 . 4 . . . . tdJé' ....  d('-'>  : 2°.  la 
serie  a" , ( a -4-  d)m , (a  -+•  2^)"  ec.  avrebbe  per  dif- 
ferenza costante  2.3-4 md" t e la  serie  x*,2*» 

3*  ec. , ove  d = 1 , avrebbe  2.3-4 m • 

Ilei  resto  le  serie  algebriche  sono  o dei  numeri 
figurati  e dei  poligoni  , o deile  potenze  dei  numeri . 

I.  Ecco  le  serie  dei  figurati: 

1.1,  l , 1 ec.  Costanti 

1.2,  3,  4 ec-  Naturali 

1.3,  6,10  ec.  T rian  gola  ri 

1,4,10,20  ec.  Piramidali 

ec.  ec. 

serie,  che  cominciando  dall'ordine  zero,  cammina- 
no per  tutti  gli  ordini,  e ciascun  termine  è la  con- 
tinua somma  di  tutti  i precedenti  nella  serie  supc- 
riore . 

IT.  Ecco  quelle  dei  poligoni: 


Progr.  Ariti». 

Num.  Poligoni 

1,2,3,  4 Pr-  diff. 

1 .. 

...1,3,  6,  io  ec.  Triangolari 

1,3,5,  7 ec.  diff. 

2 • . 

...1,4,  9 , 16  ec.  Quadrati 

l,4’7jl°  ec-  ‘•liff. 

3 ... 

..  1,5,12,22  ec.  Pentagoui 

ec.  ec. 

ec.  ec. 

serie , tutte  del  second*  ordine , e somme  dei  termi'- 
ni  consecutivi  delle  progressioni  aritmetiche , che  co* 
«linciano  da  1 con  le  differenze  1 , a , 3 ec.  : dico  a - 
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' «i  dei  triangolari , dei  quadrati  pc, , perchè  le  onì* 
4»  dei  loro  termini  posson  disporsi  in  triangolo,  ir» 
quadrato  ec. 

III.  Le  serie  delle  potenze  dei  numeri  cammi- 
nano per  tutti  gli  ordini  , e nascono  dall’  alzare  » 
qualunque  potenza  mw * i numeri  1,2,3  ec. 

273.  La  principale  operazione  su  queste  serie  ò 
gommare  o tutti  o un  certo  numero  dei  loro  termi- 
ni , e vedremo  tra  poco  come  ciò  si  faccia.  Vedia- 
*110  intanto  il  Metodo  dei  Coefficienti  Indeterminati , 
*che  non  solo  riduce  alle  serie  un"  espressione  qualun- 
que, ma  ne  somma  anche  un’infinità,  e se  si  usi 
con  una  certa  avvertenza  , è breve  e sicuro . Sup- 
pongo dunque  che  voglia  ridursi  in  serie  il  rotto 

— : ciò  può  farsi  con  la  divisione  e con  la  for- 

J)-¥x  ‘ 

mula  del  binomio,  che  danno  in  generale  una  serie 
della  forma  A -4-  Rr  -4-  Cx1  -4-  Da;’  -4-  ec. , ove  A , B, 
C ,D  ec.  sono  i coefficienti  indeterminati . Dunque 

— — - = A -4-  Bar  -+■  CLe1  -4-  Da:5  -4-  ec.  e moltiplican- 

p 4-  * *■ 

do,  ordinando  e trasponendo  <£> , si  ha 

( A p -4-  B px  -4-  Cpx~  -4-  D px*  -4-  Ep.r4  -4-  ec. 

° ( — <®-4-  Ax  -4-  lir1  -4-  CLc5  -4-  D.r4  -4-  ec.;o  riu- 

nendo i termini  simili . o = ( A p — <p)t-4-(Bp-4-A) 
tee  -4-  ( Cp  -4-  B)  x1  -4-  (Tip  -4-  C ) xJ  -4-  ( E//  —4-  D ) x*  ec. 
Or  pòche  il  secondo  membro  è zero  indipendente- 
mente da  qualunque  valor  di  x , niun  termine  po- 
trà esser  distrutto  o dai  precedenti  o dai  seguenti: 
è dunque  forza  che  ciascuna  colonna  o ciascuna  pa- 
rentesi sia  zeri»,  con  che  ho  tante  equazioni  quanti 
?ono  i coefficienti  A , B , C ec. , che  cosi  si  determi- 
nano : dunque  i°.  A p — <p  — o : aJ.  B p -4-  A = o : 3°. 
C/7-4-  B = o;  4°.Dp-4-C  = o:  5°.  Ep -4- D = o ec. 

La  prima  equazione  dà  A = — , valore  che  posto 
nella  seconda,  dà  B = — col  valor  di  B nell* 
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terza  , si  ha  C e=  — -,  ec.  ; onde  mettendo  i Valori  df 
P 

A ,11 , C ec.  nell’ equazion  primitiva, si  ottiene  — — =a 
~ — ~i  4-  ^p-  ec. , e la  legge  è manifesta  . Dunque 

anche  = 5 , 4-  ec. , il  che  si  av-» 

» (f4a)  i>a  l>  x 

verta  per  sempre . 

Per  ridurre  in  serie  -» — ° . lo  pongo  — A -+■ 

a*  -4-  2<3i-  — a r r 

Bx  4-  Cx1  4-  ee. , onde  a1  = ( a'~  4-  2ax  — x1  ) ( A 4- 
Bx  4-  Gx1  4-  ec.  );  moltiplicando,  e trasponendo,  0 = 
az  (A  -4-  l)  4-  fall  4-  2A)  ax  -4-  (a2C  -4-  2aB  — A)x* 
-4-  ( à1  D -4-  2flC  — B)  x*  -4-  ec. , onde  A = 1 , B = 

— — , C = A , D = — ex.  dal  che  viene  — ° 

a a a a -+2ax — X 

2*  5-r*  I2xj  . . ..  . 

= 1 — 1 — i , -4-  ec. , serie  che  dicesi  Ricor- 

a a a 

rente , perchè  per  formare  il  coefficiente  di  ciascun 
termine  convien  ricorrere  ai  precedenti , come  ve- 
dremo altrove . 


274.  Debba  anche  estrorsi  la  radice  quadra  di 
a1  — x1  già  trovata  di  sopra  (l6l).  Pongo  ^/( a1 — - 
x1  ) = A -4-  Bx1  -4-  Cx4  -4-  Dxrt  ec. , il  che  dà  qua- 
drando, o = ( A1  — a1  ) 1 -4-  (2AB  -4-  1 )x2  -4-  (B1  4- 
2aC)x4  4-  ( AD 4-  BC)  2x*  4-  ec.-,  onde  A = a , B =3 

, C = — -'-j,  D — — -~~f  ec.,  e y/fa1  — x1 

•2a  8o  I oa’  v ' 

x » *4  A.< 

s=  a — ^ — — -,  — — — ec.  Da  questo  esempio  può 

racroilù  rsi  V avvertenza  (273)  con  cui  convien  far 
uso  del  metodo  ; poiché  mentre  di  sopra,  si  prese 
A F»x  4-  Cx*  4-  Dx’  ec.  , qui  si  è preso  A 4- 
Bx1  4-  Cx4  4-  Dxó  ec.  : ciò  vuol  dire  che  giova  ta- 
lora , e talora  è necessario  di  aver  prima  compresa 
la  Legge  o J'orma  dominatrice  della  serie;  ne  ved ra- 
mo 
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ino  in  seguito  degli  esempj  : il  valersi  del  metodo 
lenza  tal  cautela , è un  espirai  ad  errori  gravissimi. 

Somma  delle  Serie  . . 

275.  Si  posson  far  sulle  Serie  tutte  le  operazio- 
ni dell’  Aritmetica  : ma  la  più  utile  è la  somma  dei 
loro  termini,  dalla  quale  per  lo  più  dipende  la  so- 
luzion  dei  Problemi  ove  entran  le  serie. 

Il  Termine  generale  della  serie  è un’  espressio- 
ne che  ne  dà  ciascun  termine  , sol  che  in  quella  e- 
epressione  si  faccia  il  numero  dei  termini  n=  1 ,2.3 
ec.  : cosi  il  termine  generale  della  serie  1-6,21,52 
ec.  è n5  — n1  -+  n,  perchè  fatta  n =s  t ,2,3  ec.,  si 
hanno  i termini  i,6,2l,ec.  La  Somma  generale 
o Termine  sommatorio  è l’ espressione  che  dà  la  som- 
ma di  un  numero  n di  termini:  così  è il  ter- 

mine sommatorio  d’ogni  progrcssion  geometrica  (217). 

276.  Data  la  somma  generale  S d’ una  serie, 
si  trova  il  termine  generale  T , se  in  S si  sostitui- 
ta n 1 ad  »;  poiché  cosi  avendosi  la  somma  s di 

n 1 termini , se  $ si  tolga  da  S , si  avrà  un  ter^ 

mine  espresso  generalmente  , cioè  T = S — s : p^r 

esempio,  se  S = » p«to  n — l per  n,  si  avrà 

_ aa " — a . . m n — * 

T = n ; e se  S = — p , si  troverà  T = aq 

.Vedremo  in  breve  a il-  oppiato  come  dato  T , si  trovi  S. 

277.  Dati  i termini  m -+■  2 della  serio  algebri- 
ca g , A , p r,  in  cui  son  costanti  le  loro  dif- 

ferenze m'tme , per  averne  il  termine  generale  T , os- 
servo che  le  serie  1°,  2°,  3%  ec,  ; l 2 , 3 , cc.;  e in 
generalo  i",2",3",  cc.  hanno  evidentemente  p r ter- 
mini generali  i»°,  cioè  le  varie  potenze  di  n 

relative  al  numero  m delle  differenze,  Sappmgo  dui:- 

vi  . m — — 1 . • tu  Z 

que  generalmente  T = <*/*  -+■  wj  *+  c/*  “♦* 
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tln  ’ . . . -J-  «»",  ore  a ,b  ,c  or.  sou  roeflicienti  ché 
gì  determinano  rosi: 

278.  Sin.  m=:0)  cioè  costanti  i trrmini  ( 272), 
crvV  la  serie  sia  g,gyg,gec.:  dunque  T = a«°. 
Fatta  n = l , si  avrà  il  primo  termine  della  serie 
( 27-5 ) , e però  a i°  -=g , cioè  a=g  onde  T ==  g , 
come  dee  essere . 

«79.  Sia  m r=  1 ; dunque  T = art'  -4-  bn°  — an  -4- 
l . Fatta  n = 1 ,2  , si  ha  a -4-  b = £’  e 20  -4-  b = A* 
sottratta  la  prima  dalla  seconda,  viene  a = A — gy 
b = -2g  — k , onde  T = ( A — g)  n -4-  <ig  — k — g -+• 
(/»—  l)(A—*). 

280.  Sia  m =2  2 ; dunque  T = a»  -4-  Ab  -v  e . 
Fatta  n = 1 ,2,3.  avremo  \.a-+b-*-c=g,  IT.  4 a -+■ 
£b  -4-  c = k . ITI.  90  -4-  3b  -4-  b = p ; sottratta  la  T. 
dalla  IT.  e la  TT.  dalla  ITT.,  ho  le  due  Za  t>  ■==. 
k — > g , 5a  -+•  b — p — A , che  pur  sottratte  , danno 

> CsszZg  — Zk  -4-p, 
(8t — .V  — 3 p) 


n~‘?k-+p  , 8* 

a — 1 , A = — 

■ì 


.,oindiT='Jr— 


• ri- 


Zg  — 


(n  — I ) ( n — 1) 

q 


3A  -V  P ~ £ -4-  («  — 1 ) ( A — #)-+ 

(p  — 2A-4-^r). 

281.  Sia  m = 3;  dunqne  T = an’  -4-  Ab*  -4- 
cn  -+■  d . Fatta  n = 1 , 2 , 3 , 4 ? si  hanno  1’  equazio- 
ni a -4-  b -4-  c-t-d  —g  , 8a  -4-  4À  *+  2C  -4-  d =.  k , 270  -4- 
gA  ->r  Zc  <i  — p , 64 o -4-  l6A  -4-  4«  -v  = r . dalla  so- 
lita sottrazione  nascono  le  ire  70  -4-  3A  -4-  c = A — 
/r  ■ òb  c — p — A , 370  -4- 7A  -4-  c = r — p,  che 

sol  «rate,  danno  le  due  1 ,:a  -4-  2A  = p — 2A  -4-  g » 
i8b  -4-2 A = r — 2p  -4-  A,  la  cui  sottrazione  dà  a = 

3*  »3:>-4-r  3x  — 8 A -4-  :p  — 2r 

6 


51*  — 2Ò£f — 4?;<  -4-  ' I r 


>d=lig  — 6*  -t-4p  — r,eT  — 
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<3*  — g — 3P -+•»•)  ni 


f.3# — Sk  -+  Tp — ir)  j 

■ — — n 


( yk—  26^  — 42/1  -+■  r ir) 


(n  — l)(A—g) 

In  — I ) ( n — 2 ì ( n - 


n -t-  [fé  — 6A  -+■  4p  — r—g  -+■ 

C 11  — I ) I n — 2 ) 


■3) 


(p  — -2À  -h  g ) -+- 

( r — Zp  -+  Zk  — g ) . Vedeoi 

dunque  la  legge  con  cui  procede  il  termine  gene- 
rale che  «irà  T — g -4-  («  — 1 ) ( A — g)  -f- 


»■  3 


( //  — I I I ri  — 2 ) 


(p  — <Zk  -f.  g) 


( n — I ) ( 11  — 2 ) 1 n ■ 


!) 


(n — I ) ( n- 


2.3 

- 2 ) ( n — 3)  ( n- 

a,3-  4 


4) 


(r  — Zp  -+  Zk  —g) 

i,s  — kr  ■+  fy  — 4^  “+*  g ) ec. 

282  Supposto  T = o,  si  ha  un'equazione  del  grado 
in  la  iui  incognita  è n (ajj);  dunque  all’  incontro  ogni 

espressione  ridotta  a zuo , come  *W  ■+  Aiz"‘~~ 1 -+  BaWI—i  -+ 
**•  — 0 è un  tei  mine  generale  che  fatto  s — o , =.  1 , = 2 

ec  dà  una  serie  con  le  differenze  mil"‘e  costanti , onde  de- 
terminati i pruni  ut -f.  1 termini,  si  otterranno  con  poca 
pena  i seguenti.  Sia  1’  equa  icone  zi — 311 -+•  * — 4 — 0: 
con  le  supposizioni 

* = — — 3 Supp.  ora  3 4 ec 

vengono  1 risultati 

come  qui  di  faccia  , 
e ripetuta 
reni*  costante 
ultima  fila 


li  faccia  , 

la  diffe-  kiis.  { — 4 — 5 
ite  6 dell’  I 

, si  tro-  Diff  1 • / — 1 — I 


4 — 5 ~ 6 — 1 16  ec. 

5—  35  ec. 

o 6.12  18  24  ec. 

6 6 6 6 6 ec. 

vorisultatodelia  sup- 
posizione 4 )j  ó-r-  12  = 18,  -+  17  =35  ec.  : e poiché  qui  i 
termini  dell’  ultima  colonna  son  tutti  positivi , lo  saranno 
anche  quelli  delle  seguenti,  e i risultati  non  varieranno 
più  di  segno.  Giova  quesra  dottrina  a risolver  1* equazioni 
per  approssimazione , come  vedremo. 
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28*.  Or  per  aver  la  somma  generale  «Ielle  se» 
rie  algebriche,  osservo  ( 274  ) che  in  quelle  dell’or- 
dine zero,  essendo  T =.-  g ( 278),  si  ha  evidentemente 
S = ng  , e in  «(uelle  «lei  prim’  ordine  , essendo  T = 
g —4-  ( n — 1 )(*—/?)  ( 2"9  ) , si  trova  S = gn  -4- 

(238)  fatto  a 


■g  e d=  k 


S • 

Dunque  per  aver  S basta  moltiplicar  ciascun  termi- 
ne «li  T per  una  certa  espressione  An,B/i,Ca  ec 
di  n ; onde  posto  per  compendio  k — g =■  g'  , p — 
2*  -4-  g — g"  ec.  , n — l — n , n 

...  m • - n''‘ 

perciò  1 = g 


ni 


. vra  essere 
S = n\^  -j-  nn'Vtg' 


/ t t*  • 
n n n v,* 


1 //  n$ , *0 

n n rt  fi 

h 2T3 

n ri  n n Ufi 


ri’  ec.  e 

-4-  ec.,do- 


23 


4-  ec. 


© messo  n — 1 per  n ( 276  ) , verrà 

n n a (..fi  n ’i  n n Vf* 
2 


ec. 


* = 3 2.3 

ma  S — s = T ; dunque  S — s — T = o —g (A  — 1) 
n'g' ( aB  - 1 ) -4- 

-4-  ec. ; dunque  (273)  A = 1 , B — | , C = 3)  D = ^ 


ec.,  ed  S = 


nlr 


- 1 )rk  — g)  afn — lj(>«— 2)fp— a^4-g)  ^ 

*.  1.2-3 


nf  n — t)fu— 2)(w— 3)1  r — 3p4-3*— l)  ^ 

I.23.4 

284.  E'  Evidente  (272)  che  l’ordine  zero,  OVr 
g = k,  dà  k—g  = o nel  2°.  termine  «li  S;  che  il 
prim'  ordine , ove  k — g = p — k , dà  p — 2fc  -4- 
g = c nel  3°.  termine;  che  il  second'  ordine,  ove 
p — «1-  -4-  g = r — ip  -4-  k , dà  r — Zp  -4-  3Jr  — gr 
— o nel  4°.  termine  ec.  ; dunque  per  1’  ordine  zero 
dovrà  prendersi  un  termine  di  S , due  per  il  priin’or- 
,Jine , tre  per  il  secondo , ed  m -4-  1 per  I ordine 
mm’ . Quindi  là  differenza  costante  della  serie  è sera-? 
pre  nel  termine  m -4-  1"'  di  S. 
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285.  Esempi-  I.  Sia  la  serie  1 ,6,21 ,5s,  lc5  ee.' 
Hel  terz * ordine  ; dunque  g-  = 1 , i :=  6 , p = 21 , r = 
£•  1 c 5«  ( n — | ) 5n  f n — 1 ) ( n — 2 ) 

02,  ed  S = n h -i-  ' -4- 

, 2 3 
n ( n — l)(n  — 2)(n — 3)  c > c Qf. 

■ : se  n z=  5 , sara  S = i8i>. 


IJ.  Sia  un  numero  m di  lettere  a , b , c ,d  , f ec. , di 
cui  si  vogliano  tutti  i prodotti , prendendole  a 2 a 
2 > a 3 a 3 ec.  Osservo  i°.  che  i prodotti  di  2 a 2 
sono  a(Ì4CH-ii  ^.J-'ec.  ) b ( c -4.  d -+f  ec.  ) .+  c ( d -+> 
/ec.  ) ef(tf  ec.  ),  serie  dei  numeri  naturali  1,2, 
3, 4 5 in  cui  n = 4 «e  m = 5 , ed  in  generale  «=3 

m — 1 ; dunque  g 1 , jfe  = a ed  S = n -+.  - * ■ 1 - =3 


(m — I ) ( m — 2)  rati»  — r ) __ 


\ l I I •••  £ J > •••  Il  O 1 • 

m — 1 -+ - = • — - : 2 . che  1 prò- 

2 2 r 

dotti  di  3 a 3 sono  a ( bc  -+  bd  -+  bf  ■+  cd  -+  cf  -+  df 

ec.  ) -4.  b ( cd  -+  cf  4.  df  ec.  ) -+.  c ( <//'-+  ec.  ) serie  dei 

triangolari  1,3,6,  in  cui  n — 3 se  /»  = 5 , e in 

generale  n = m — 2 ; dunque  g = 1 , k — 2>,  p = 6 

le,  , % n(« — !)(«— 2)  m(m—  i)(m— 2) 

ed  S = n-4.n(n  — 1)-+— = : 

v . 2.3  2.3 

3°.  che  i prodotti  di  4 a 4 sono  a ( bed  -4-  be  f -+- 
bdf- y cdf  ec.  ) -t-  b ( cdf  -+  ec.  ) , serie  dei  piramida- 
li 1 , 4 j in  cui  n = 2 se  m — b , ed  in  generale 
n~rn  — 3 ; dunque  g = l , k — p = lo,  r=  20, 

ed  S = n 3,1  S.-.--L)  h-  n(  °-  1 M "--31  -f  . .... 
2 2 

n ( n — I )(  n — 2 ) (n  — 3) m(  m — t)(  m — a)  fra  — 3 ) 

2.3  4 “ ~ " 2.3.4  ' 

ec.  ec.  T1T.  Sia  la  serie  1"  ,2”,  3 ec. , e se  ne  vo- 
glia la  somma  quando  n = ao  = n — i=/i  — 2 ec.  j 
dunque  g-  = 1 , jfe  = 2" , p — 3*  ec. , ed  S = qo  -4- 

+ + (a84) 


2 

m 1 


(fm-t-l) — ra.ra*-t-ec  ) „ « . , 

• ma  in  faccia  all  ul- 

I.3.4 {m-b  l ) 
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timo  termine  svaniscono  i precedenti  (197.8°.  ),  e si 
lia  la  differenza  costante  (//*-+-  1 )*  — m . mm  -+  ec. 

m -4.  1 

— 2 .3. 4 • ••  • tn  (272)  ; dumi  ne  S = — . 

«1  -+  1 

286.  Debba  ora  sommarsi  la  serie  — — 

h hq  1 hqx 

cr.  j la  cjuale  9 supposto  q > 1 5 è una  progivsnion 
geometrica  decrescente . Rovesciandola  per  applicar- 
vi la  ioruiula  s = -y— f — ~ ) (260)  delle  cresceu- 

ti , e fatto  w = — , si  avrà  s ==  * ) . Se 

M = 'so  5 sarà  <7"  — 1 = y"  (197)»  e fli  troverà  s =s 


dV 

àf  5 — l j 


(9  — I ) 

287.  Questa  formula  dà  la  somma  dei  rotti  de- 
cimali infiniti  ijuando  se  ne  conosce  il  periodo  d di 
//*  cifre;  poiché  nella  serie  proposta,  h =.  io",  hq  -- 

lo1"  ec.  , e perciò  h = q , ed  j ==  • — . = 

* . . M»_l) 
~~i»_  | : n,a  lo  — l è un  numero  m di  9;  dunque 

la  somma  di  un  rotto  decimale  interamente  perio- 
dico si  ha  dividendone  il  periodo  per  tanti  p quan- 
te son  cifre  nel  pei  lodo:  coaì  o,ll  1 ec.  = 0,2424 

24  & „ 250  7 

ec-  = - = r0  ; 0,259259  ec.  = — = — . Che  se 
99  33  . 999  2* 

nel  rotto  cominci  il  periodo  dopo  g cifre,  sarà  h =2 

ot-i-sf  , -Im  -e  j 

lo  , hq  = 10  e perciò  q = io",  onde  la 

somma  del  rotto , non  comprese  le  cifre  fuor  di  pe- 
ti 


riodo  , sarà  s = 


, cioè  un  rotto  non  in- 


1 o* ( io"  — 1 ì 

teramenee  periodico  si  ha  come  sopra  , purché  alla 
destra  dei  9 si  aggiungano  tanti  zeri,  quante  son 
cifre  fuor  di  periodo  , e $i  sommi  questo  rotto  col 
rotto  che  non  enti  a in  periodo:  cosi  0,lGG(i  ec,  =s. 
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_T_ 

io 


o,8o&>7 142857 1428  ec. 


1000 


5:142.?  45  __ 

■ — — PC. 

$>99999°°°  50 

288.  La  formula  «tessa  (286)  somma  anche  la 

. a a -+  d a -+•  id 

sene  — j — : — • ■ — r~ ; — ec.  > ove  1 numeratori  sono  m 

h hq  hq 

aritmetica  c i denominatori  in  geometrica  progres- 
sione. Distribuisco  la  serie  nelle  seguenti,  la  pri- 
ma delle  quali  ha  n termini , la  seconda  ne  ha 
n — l , la  terza  n — 2 ec.  , onde  nella  formula  sa- 
rà n — n — 1 per  la  seconda  , n = n — 2 per 
ì»  terza  ec. 


_o  ^ _n  a . q" — r . 

h ’ ho  * Au*  . hun  1 ' q — | ) 


hq  ’ hq 

± ± ec.  = ^±-(£I^Zl) 

hq  * /l</1  Aiy"  1 ' q — 1 / 

d d ( qn~1 — • I \ 

hq 1 CC‘  — hq"  - ' ^ q~  I ' 


Or  toltane  la  prima  somma , tutte  T altre  fino  aj 
termine  nmo , sono  -+ qn~~  2 -t- 

~~  ^ -4-  ec.  . . . — ra  -4-  1 ) , e qn  1 , qn  2 , qn  ~ 1 3 
•c.  è una  progressione  geometrica  decrescente  in 
cui  n diviene  « — 1 : onde  facendo  nella  formula 


(260)  u ==  qn  ^n-n  — 1 , la  somma  sarà  s = 
qn_^'  — l 
V 


q{~ e In  somma  totale  s 

u—  \ 


d , | — n 


hq'~'\  q — I 1 <7—  , — 

(aq  + d—  c )(<?*  — l ) — f „ 

“ hìi~r(<i—i7 • >e  '*=  *»  8Vanl" 
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, . , (aq  + d — a)qa  _ 

ra  tutto  ciò  che  e dopo  q , onde  s =s  — ^ , j»  — • 

( aq  -4-  d — a ) g 

M<?  — */ 

'2H9-  Bastano  le  due  serie  sommate  per  trovar  la  som- 
ma della  serie  S-  — -4-  ec  coi  numeratori  in  serie  alge- 
h hq 

brica  , e i denominatoli  in  progression  geometrica.  Poiché 

1°.  nella  serie  , - ec  , ove  i numeratori  son  costanti , cioè 

h hq 

..  „ dn  , r — dx  — (¥"—»)«'. 

m = O , si  ha  T = — — -t  ed  o — r—rz-—. — • 

’ hq9  Av  ( V — « i 


nella  serie  — f-Ì_  ec.  ove  son  costanti  le  prime  differen- 
h hq 

. ■ . . • L T dn  -±[a  — d)n 

ze  dei  numeratori,  cioè  m = I , si  ha  1 = —-n  m 

r — ( g — I )dn  — (aq  -+J  — a )X.  — {_qnjr±L!' j Dun. 

— ,/ 

que  (274)  nella  data  serie-  1°.  T ed  S debbono  avere  n al 

, n — I 

grado  medesimo  : 2°.  il  denominator  di  T dee  essere  h q > 

e hq"  * ( q — 1 j”1-*’1  quello  di  S : 30.  posto  on  -+■  bn 

-I-  cn m " -t-  ec  per  numerator  di  T , il  numeraror  di  S 

sarà  — Anm  — B,/*  “ 1 — Cn'"  — 3 — ec  : 4*.  1’  ultimo 
termine  del  numcnitor  di  S ( quello  cioè  in  cui,  seconda 

il  valor  di  m , si  ha  n m m = n ) dee  moltiplicarsi  co- 
stantemente per  — (qn — I ).  Ridotti  dunque  T ed  S al- 
lo stesso  denominatole  , si  ha 


T = 


1 

( an 


bn 


ec.  ) ( g — I ) 


ni  -h-l 


, n—  I , , m ■+  1 

hq  ( 9 — I > 


Ss- 


A/2 


Bri 


m — t 


/ n V 

— ec.  — x—  f q — O 


m -+■  l 


; s tra 


hq  (<?—•) 

S si  ponga  n — 1 in  luogo  dr  n , e si  moltiplichi  tutto  il 
rotto  per  q , sari  i — . 

— Aqn  "+■ 
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f 

■ 


m 


m-I 


A 771  * 1 

— A 9771.  , 

m-2  . m- I 

, « -+Aqm.' .. 

m - 2 m-I 

..n  u — ec. 

3 

2 

- 

0 

-4-B9  . Vi 1 

- — B9772 — I . — 

— 2 

•+CC. 

2 

-c  9 

-+Cg  m — 2 

— ec. 

H-ec. 

, n — ■ I . m -+ 1 

7ig  ( q — I ) 


e poiché  & — a — T = o = — ( A — Ag  -+  a (g  — t )m-i~  * 

— ( B -+  A qm  — Bg-+-A(g  — 1 ) nW  1 — cc  , tro- 
vati al  aolito  i valori  di  A,B,C  cc. , sarà 

— ’ r T m / • , m — i 

7 l g— l.a/i  -+  ( amq  -+  g — \.b)n  -+. 


S = 


( m . 


m—  I g -+  I 
.aqi 

a 


aq  -+■  ni  — • l .bq  •+  q — i .c)  n 

q — I ' 


/ 771  I 7/1— -3  a -f  c^q  -4-  l m — 

( 772  . — . aq  Zà l. 

» 3 (2-D1  a 


m — 2 


771- 


.m  — 2.  bq  h 

9 — 1 

2.cg-+g — ^-4-ec X —(7” — I ) n"  ~ ”*  ] . 

Esempio.  Sia  la  scric  — cc.  1 cui  nume- 

2 8 32’  128 

ratori  hanno  costanti  le  tene  differenze:  sarà  /7i  = 3,T  =» 

«’  n 1,1  1 . 

1 1-  — , e perciò  a = — , b — -,c=>— ,a  = 0,e 

623  r 0 2 3 

poi  A = 2,  7 = 4,  e il  quarto  termine  della  somma,  ove 

n m ^ =s  n*  , dovrà  moltiplicarsi  per  — (7* — I).  Fatta 
la  moltiplicazione  e sostituiti  1 valori  , si  troverà  S =3 

— 1 rn}  70*  25/i  . . 64,  . 

“ — „_r , * [ (• H (4  — * ) — 1 • Se  n=i,  si 

2.4"  31  2 2 3 9 

ha  S = — ; se  n = 2 , S = l : se  n = 3 , S = — ec.  : e se 
2 • . 16 

— "* 70* 500 ia8 

3*  4*  3*  4"  31-  4"  3^4" 


n = 00  , 1 termini 


ranno  infinitesimi  (200)  e svaniranno  (197),  onde  S — 
128 

«r  ■ 
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2po.  OssEnvA*toN! . I Col  metodo  stesso  si  somma  la 

• • i»  k p 2 kq 

sene  reciproca  ~ ■+  •-  , -4*  -+  ec.  = - — h -+• 

h hq  hq  li  n 

— l-  ec.  Fatti  i cangiamenti  relativi  all’  indole  di  questa 
h 

qH 1 , , 

serie  , si  troverà  S = i — -[<7 — 1 .a'qn  -4-  (7 — 1 ,bq — 

Mq—i) 


amq)  n 


m — 1 <7-4-1 

( m . .aqi ! 

2 q — I 


m — I bq  -t-  q — | . 


-+  ( m — I . 


Hl.bq'Ltl 

3 9—1 


m — 1 m — 3 


7 -4-  47  -4-  t _ , . m— 3 

aq  — — ?l—r-  —m  — ‘2-cq-+q  — l.dq)n  J -f  ec X 

! ) 

j — * n rii  « 

(1—7  )n  ]. 

Combinando  queste  serie  e le  loro  somme  , si  avran* 
no  altre  serie  e le  loro  somme  con  poca  fatica  . 

291.  TT.  non  può  sommarsi  in  termini  finiti  u- 
na  serio  infinita  , si  ronde  più  convergente  che  si» 
possibile  ; poiché  se  una  serie  converge  velocemen- 
te , sommati  alcuni  de ’ primi  termini . posson  tra- 
scurarsi gli  altri  senza  error  sensibile.  Così  in 
oc~  ) (274)  quanto  più  sarà  piccolo  il  valor  di  .r  ri- 
guardo ad  a , tanto  più  sarà  pronta  !a  convergenza 

4*  *4  ji 

della  serie  a -b in  -+■  ~r~t  — ec.  ( 48  ) . 

la  Sa’  lóa’  ' ' 7 

Metodo  inverso  delle  Serie . 


29C  Data  un’eqnazione  di  questa  forma  x-=ayn-bbyr~^n 

-4 -cy  -4 • dy  1 -t-  ec  ove  il  secondo  membro  si  sup- 

pone una  serie  convergente,  si  cerca  il  valor  di  y.  Il  metodo 
per  trovarlo  si  chiama  Metodo  inverso  delle  Serie  o Ritorno 
delle  Serie,  perchè  il  valor  cercato  si  ottiene  con  la  serie  del- 
le potenze  di  *.  Liberato  ym  dal  suo  coelficiente , c fatto 

, m-bn  , <0-4-30 

a:  . ,r  m b y cy  i/y 

— = u , saia  — = ur=y  -z. , — 1 — 

a a a a a 

ec.,  e per  conoscer  la  legge  con  cui  pioccde  la  nuova  serie 
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(224),  o«ervo  che  da  ym  = u si  ha  y—  um  ; y.y”~um  . 

" j_  2» 

u".  y ,yln  = um  -u"  ec.  Pongo  dunque  in  generale  y = 

I » 2»  IM-tl» 

«"*  ( A -f  Ba m -4-  Cu " -+  ec.  );  e poiché  u~ym-t--^~ h 

« 

«c. , avremo  o = 


= u,(A"-l-mAm  1 B'"-*. 


m\m  *Cu"  + ' 


, 6 n+n  b r 

■+■  — y = — «(, 
. a « 

c m-+-2/J  c / 

-+~y  =—  «1 

a a ' 


^ Am'2  B* 
2 

■ 1 B 

. na-t-2n 


f 

Trovati  al  solito  i valori  di  A ,B  ,C  ec.  , viene  y=- 
_L  h * ~t~—  ( | m-+  2n)b% — 2 acm  — — - 

u " — —i<  " ■+ “ — ... 

am  2.i  m 

^<2lll^-+9ll>rl-^-9nì-^^3ln-{-6n-^•l)b, ( 1 -t-  »i  -4- 3”  )bc  d \ ^ 

V 6ÒW  " a1»»1'  ' 

IH- 3” 

n " -+  ec. 

Applicazioni.  I.  Sia  * = — y*  ■+  --y'  •+  — y*  *+■  — /h* 

2 3 4 5 

ec. ; si  avra  a = — ,6=:—  tc=s  — ,d  = — ec. , m = 2,  n=  i, 

2 3 J 4 5 6 

u—  — = 2x,  e quindi  v = u“ «H-  — ““ — •**  cc- 

a 3 3Ù  22° 

i «i  i a i 4 

»»  » * -2 L v 2 Y 2 — ec  ; a vr'- 

„ il  * 


II.  Sia  x — y a 


8 ló’ 


mo  o = l,  5 = -^-,  c = --i,  d = -lec., 

x i 1 I I 

n = 1,  u = — = *,  e perciò  y = ~i  — -I-  p ~ X»  ec' 

a * * * * 
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«93  $c  fosse  m — n—  i , la  formala  generale  si  cangie* 

...  b a 'lbx — ac  , ìabc — a*  d — fib*  4 

tebbe  in  y = u u h — u‘  -+  : — u'ec.  = 

a a a‘ 

I b , 2 b*  — ac  , b%  — ac) — - a* d . 

~ x—  -x'-b *J  — 7-i *4  *+•••• 

a rtJ  a 1 a7 

*lb* ( 2b2  — g ac  ) -+  3flt  ^ ^b.7  -4*  r1  ) — alc  t 

* •■-■■■  or  — cc. 

a 

294.  E se  fosse  m = I t n = 2,  la  formula  diverrebbe 

b , ^b2  — ac  , 8 abe — ad — 12  bl  . 

— -h  - — - u*  -4- — ; nf  ec.  =« 


y = u — — u 
a 

I b j 

— x • 

a a* 


U M 

3 bl — ac  t 8 abe  — a* d — l!i’  , 

. 2 ar  H - — x1  ec. 


DEI  LOGARITMI 

T Ja  lunghezza  dei  calcali  nella  moltiplica  zio- 
ne  e divisione  dei  numeri  molta  grandi  5 e soprat- 
tutto nel  formar  le  potenze  e nell’  estrar  le  radici 
nn  poco  alte , suggerì  ad  Archimede  e poi  a Nepe- 
ro  l’idea  dei  Logaritmi  (21Ò) , con  cui  ridussero  le 
moltiplicazioni  a somme,  le  divisioni  a sottrazioni, 
la  formazion  delle  potenze  a corte  moltiplicazioni  ( 
e T estrazion  delle  radici  a facili  divisioni . 

095.  Sia  la  prosrression  {reometrica  (2l5) 

•ir-  a0  : a'  : a1  : a ! : a 4 : as  : a*  : a7  : a*  cc.  ; 

fatto  per  esempio  a = 2 , sarà 

vf  2°  : 21  *.  2S  : 2J  : 24  : -2*  : 2*  : 27  : a*  ec. , ciò» 

-ri-  1 : 2 : 4 : 8 : 16 : 32 : 64 : 128 : 256  ec. 

Vogliasi  il  prodotto  di  2*  X 24  = 8 . 16;  som- 
mo gli  esponenti  3-t-4==7»  e s01-10  I’  esponente  j 

trovo  128  = 8. 16 1 2°.  vogliasi  il  quoziente  di  = 

O M 

sottraggo  gli  esponenti  8 — G — 2 , e sotto  l’e- 
«ponente  2 trovo  4 = ~ • 3°.  vogliasi  la  2*.  poten- 
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*a  di  24  = 16  ; moltiplico  gli  esponenti  2 • 4 — 8 ; è 

sotto  F esponente  8 trovo  256  = 2 4 vogliasi  la 

radice  3J  di  2ff  = 64  ; divido  gli  esponenti  6:3  = 

2 j e sotto  l’esponente  2 trovo  4 ==  2 ■ Tale  è iit 

sostanza  il  metodo  Logaritmico  . 

296.  Gli  esponenti  di  a sono  i Logaritmi  ; on- 
de se  a = 10  e la  progressione  divenga  ~ io°  : 
lo’  : lo1  : io3  ec.  = 1 : 10  : 100  : 1000  ec.  F espo- 
nente o è il  logaritmo  di  1 , F esponente  l lo  è di 
io,  l’esponente  2 lo  è di  loo  ec.  Ma  cosi  si  han- 
no i soli  logaritmi  di  1,10,100,1000  ec. , e man- 
can  quelli  di  2,3,4  ec- » 11,12,13  ec. , e delle 
frazioni  ; si  aggiunsero  dunque  agli  esponenti  alcu- 
ni zeri  in  forma  di  decimali , e la  progressione  di- 


0,0000000  1 ,0000000  2,0000000 
Venne  -::io  : 10  : 10  ’ : 

_ 3,0000000  T . ,. 

lo  ec.  inserendo  9999999  medj  proporzio- 

nali aritmetici  tra  i primi  due  esponenti  della  pro- 

gressionc  ( 260 . Appi.  J ) , si  trovo  — lo  : 


0,000000 1 0,0000002  0,0000003  . , . 

lo  : io  : 10  : ec.  e 1 valori 

di  questi  termini  sono  interi  e rotti  compresi  tra  1 

e lo . Ve  ne  sarà  dunque  uno  = 2 , uno  = 3 , uno 

= 4 ec-  prossimamente  : così  può  farsi  2 — io° 


. 0,4771213 

IO  5 


, 0,6020600  ... 

4 = 10  ec. , & gli  esponen- 

ti sono  i logaritmi  di  2,  di  3,  di  4 9 ec. 

297.  Con  tali  calcoli  si  fecero  le  Tavolo  dei  lo- 
garitmi per  tutti  i numeri  da  1 lino  a 100000 . In 
alcune  i logaritmi  hanno  dieci,  quindici  e venti  de- 
cimali ; ma  bastano  d’  ordinario  i primi  cirique  . Per 
comprenderne  gli  usi , è necessario  averle  fra  mano . 

298.  Frattanto  si  vede  che  i logaritmi  dei  nu- 
meri tra  1 e 10  comincian  per  o ; tra  10  e 100, 
por  l ; tra  loo  e 1000 , por  2 ec.  Questa  prima  ci- 
fra ( che  è il  numero  intero  dell’  esponente  ) si  clùa- 
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ma  Caratteristica  del  logaritmo , perchè  mostra  quanti 
caratteri  ha  il  numero  che  gli  corrisponde,  doven- 
do egli  avere  una  cifra  di  più  delle  unità  della  ca- 
ratteristica. Cosi  il  logaritmo  4,81 4660  con  la  carat- 
teristica 4 , appartiene  a un  numero  di  cinque  cifre . 

Proprietà  dei  Logaritmi  in  generale . 

299.  Se  am  = b ed  o"  = c , sarà  m il  logaritmo 
di  i,  ed  n quello  di  • (296)  che,  presa  Lo  l per 
segno  del  logaritmo , si  scriveranno  m = Li» , n — Le . 

300.  Dunque  1 . a .a  = a = ve , ed  m 
n — Lic  = Li  -4-  Le  , cioè  il  logaritmo  d’ un  pro- 
dotto è la  somma  dei  logaritmi  dei  suoi  fattori:  2°. 

a”1  : a”  = em  ” = i : c , ed  ra  — n = L(i:c)  ss 
L i — Le,  cioè  il  logaritmo  et  un  quoziente  è la 
differenza  tra  i logaritmi  del  dividendo  e del  divi- 
sore: 3°.  a"‘P^=b^ , ed  mpz=Llf  = pLi,  cioè  il  lo- 
garitmo d'  una  potenza  b^  è un  multiplo  p del  lo - 

«.  J i_ 

garilmo  di  b:  4*-  a‘  = b , ed  — = L b‘  = — Li, 


cioè  il  logaritmo  et  una  radice  b'  è un  summulti- 
plo  s del  logaritmo  di  b . Ecco  alcuni  casi  più  co- 
muni . 

Labcd  ec.  = La  -+■  Li  -+•  Le  -+•  L d ec. 

L ( a1  — a;*)=L(a-4-a;)-+-L(a  — x)  . 

L ~ = La  -4-  Li  -4-  Le  — Ld  — Le . 

de 

L - ^ = Li  — t-  L ( a — t-  c ) — L(/»-4-«). 

L(j3^)=:L(a_4' x)  *“L(a  — *). 
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- m 


La  = r?i  La La  =s  — mi, a i 

La  p1  cl  = wiLa  -4-  bLp  -4-  qLc  . 


La-  = _ La 

n 


La" 


- -IA. 


L ~jr  = La  -4-  nLr  — mLr . 

Ly'(aI  — x2)=£L(a-4-x)-4-£L(a  — x). 

Lj(u'-x')m=?L(a-x’)-+~L(a2-+ax-+x'): 

L^^)==àL(a-X)H-iL(aH-X)-2L(a-t-X> 

= g L ( a — x ) — |L(a-f  x). 

L3a2  -4-  La4  -+-  5L3  = L3  -4-  2La  -t-  4La  -4-  5L3 
= 6L3  -4-  6La  = 6L3a  =L(3a)s. 


Calcolo  de’  Logaritmi  per  mezzo  delle  serie. 


301.  Dato  un  numero  qualunque  X -4-1  , trovarne  ilio’ 
garitmo . Poiché  un  logaritmo  o ha  la  forma  di  rotto  o è 

un  rotto  (296)  che  può  sempre  ridursi  a — - — qualunque 

p “+■  x 

siano  <p,p,  la  serie  che  lo  esprime  procederà  al  solito  f2^3), 
e avremo  LI  I -+x  ) = P -+  A*  -+  Bx*-+Cx’  -+■  ec.  ; dunque 
1°  L ( 1 -+  x )*  — ( 3 00)  2L  ( 1 -+  x ) = 2 ( P -h  Ai  •+  Ba1  -4-  Cu1 
-+  ec.  ) : ma  II0  L(  I -+-  x )1  = L(  1 -+x{  2 -+  x ))=  P -4-  AxX 
(x-4-a)-4-Bx*(*-4-2)1 -4-Cx*  (x-t-2)1  -4-  ec.  ; dunque  e- 
guagliando  termine  per  termine  la  le  II,  verrà  P = o , 

B = — — A , C = — A,  D =* A ec  ; dunque  L ( 1-4-x) 

23  4 

— A ( x — — x*  -4-  — x1 — *4  -4-  — x*  — x4  -4-  ec.  ) . 

2 3 4.  . 5 ■? 

302.  L’  indeterminata  A ci  insegna  che  il  numero  sfer- 
ro I 4*  iu  un’ infinità  di  logaritmi  differenti.  Ma  il  piò 
naturai  sistema  essendo  quello  di  Ncpero  ove  A = l , i lo- 
garitmi calcolati  con  A = 1 , si  son  chiamati  Naturali  e 
anche  Iperbolici,  attesa  la  lor  relazione  con  P ![ ertola  «- 
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quilatera , come  diremo.  Anzi  tutti  i sistemi  d$i  logaritmi  / 
posson  ridursi  a quello  dei  naturali;  poiché  in  ogni  «iste* 
ma  il  logaritmo  di  I -(-*  è il  prodotto  del  suo  logaritmo  na- 
turale  per  la  quantità  A che  si  chiama  il  Modulo.  Così  se 
LO  sia  il  logaritmo  delle  Tavole  o Ordinario  d’un  nume* 
ro  , A il  suo  modulo,  e Lt  il  logaritmo  iperbolico  del  nu- 
mero stesso,  si  avrà  LO  = A.  Li-,  e se  Lo  sia  il  logarit- 
mo del  medesimo  numero  in  un  altro  sistema,  A'  il  suo 
modulo,  si  avrà  del  pari  Lo  = A'.  Li:  onde  fissato  A,  A' 
come  insegneremo  tra  poco  , e dati  i logaritmi  iperbolici , 
si  avranno  subito  i logaritmi  d’  ogni  altro  sistema. 

303.  Supposta  dunque  A = 1 , ripiglio  1’  equazione  L ( f 

4t)  = i' a-1  -+  — x3  — ec. , e aggiunto  ai  due  mem- 

2 3 

x*  #* 

bri  La,  ottengo  L{a  -+  ox)  = La  -+  x -4-  ec.  Sia 

2 3 

oa-fcz  ovvero  a-  = , e sarà  i(aH-z)  = La  -+  — 

a a 

_»  zs  z -*  -J 

— -+  —,  — ec.,  L [a  — z)  — La 

2a  3u’  a 


20*  3 ài  *C  5 


dunque  L(a -h  z) -r- L(a — as 


)=i(—)  = -(  f -b 

\a  — zi  a' 


JL  H-  — 
3-’  5a* 

a -*■  z 


ec.  ^ , serie  sempre  convergente , per- 


chè   avendo  positivo  il  logaritmo,  è quantità  positi' 

a — s 

va  e perciò  a > a . 


304.  Facciamo 


m 


- : sarà  — = 

1 a 2 m 


I ( — — — ^ ovvero  Lm  — L(  m — l)  = ■ — - — ( l -+> 
V m — Il  2 01  — | V 


ec.  ) ; onde 
t 


3 ( 2 m — I 5 ( 2/n  — 1 )4  2 ( 2/n  — 1 )" 

Lm  = L{  m — ; ) ■+  — - — ( I - — 5 j ■+  — - -+ 

2/n—  lV  3 (2/n  — I / 5(2  ni — I)4 

ec.  ma  il  logaritmo  di  m — l si  suppone  noto;  dunque 

ai  avià  quello  di  m per  mezzo  d’ una  serie  convergentissi- 
ma  , specialmente  se  m sia  alquanto  grande . Cosi  1)  loga- 

titmo 


Digitized  by  Google 


I 


)(  la.  X 


ritmo  iperbolico  di  2*  fatto  m = 2,  è Li 


o-o 


-+• 


_! ( I — . ec.  'N  = 0,69314718  ec.  : il  logaritmo  di  5,  fat- 

5 3+  13*  J 

to  m = 5 , è Z-5  = 2^2  -*  ~ (1  -4-  -+  ■—  -+  ec.  ) =« 

1*60943791  . Dati  dunque  con  questo  metodo  i logaritmi 
de’  numeri  primi  , si  hanno  quelli  di  tutti  gli  altri  nume- 
ri; poiché  sommati  i logaritmi  di  a c di  3 , si  ha  quello  di 
6(300);  quello  di  4 è doppio  di  quel  di  a,  quello  di  9 
di  quel  di  3 ec. 

305.  Determiniamo  ora  il  Modulo  A per  il  sistema  dei 
logaritmi  ordinar j in  cui  a — io  e perciò  L io  = 1 (296)» 
Si  avra  dunque  (302)  LO  10=  A X Li  io:  ma  LO  io  = | 
0 Li  10  = Li  3 •+  Li  5(304jr=2,3«5S5°9i  dunque  A =* 


— I — = 0,43429448  ec  , Modulo  (Lolla  Tavole:  e però 

2:30258509 w 

i logaritmi  iperbolici  moltiplicati  per  0,434-944° 827 
651128918^16605082294397005803666560114454,  il  riduco- 
no a quei  dille  Tavole ,•  e reciprocamente  quii  delle  Tuvo- 
le  moltiplicati  per  2,3025850929940436840 17991 454684364 
20760IIOI4886287729I6033328,  si  cangiano  in  iperbolici. 

30 6.  Cosi  si  avrebbe  il  Modulo  A in  ogn’ altro  siste-’ 
ma.  Quello  delle  Tavole  ( chiamato  di  Briggs,  che  le  cal- 
colò il  primo  ) serve  alla  Trigonometria,  quello  de’ loga- 
ritmi iperbolici  è di  grand'uso  nel  Calcolo  Integrale.  Il 
numero  a il  cui  logaritmo  è I , si  chiama  la  tiare  Loga-‘ 
ritmica  del  sistema:  cosi  IO  è la  base  del  sistema  ordina- 
rio; quella  del  sistema  di  Nepero  é 2,71828182  ec. , come 
vedremo . 

307.  Dato  un  logaritmo  trovarne  il  nume>o  . Se  il  lo- 
garitmo è ordinario  si  riduca  (305)  all’  iperbolico  p,  e sia 
I -+»  il  numero  cercato;  si  avrk  (301  ; L ( 1 -+  x ) = p -= 

* J 

x — • i p - ec-  l’er  trovare  il  valor  di  * in  p , presa 

2 3 

n bp%  2 bx  — oc  , . . 

la  formula  (293)  * = ~ -+ 5 — P ec. , si  avrà 

a a a 


«=3l,  b =4  — • — d ec. , ed  i-+a~I 

2 3 4 

«4.  n ~f-  — p1  •+  p>  -4-  — -1—  1/  -+  ec.  Quindi  in  gene-, 
* 2 2.3  234 
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file  un  numero  qualunque  //  — 1 -4-  Ln-h  f-  Ifin  -+-  — Un-*- 

^ 23 

ec  onde  «*=!-+•  Lnm  -+  5 L%nm  ec.  — l -4-  ruLn  -¥  ± Lnmx 
tnm  eC  — I -+  mLi.-t-  £ m%l.*n  ec  , serie  che  convergendo 
in  ogni  caso,  risolvon  generalmente  il  problema. 

30B.  Vogliasi  la  base  de’ logaritmi  iperbolici,  o il  no» 
(nero  e , il  cui  logaritmo  iperbolico  è I.  Qui  ai  ha  Le  =z 


1 1 ed  e — n—  I4I4-H ! h ec.  =2,218281828459 

2 23 

«>4523536028  = ( I -+  ^ )°°  (198). 

00 

Dunque  e*  =s  1 4 * J a*  4 ec.  (307)  = ( I -4-  — ) 
f 1 98)  ? ' nd*  1°  e*  = oc  , e£.  » = oc  Le  = 03 , cioè  il  lo • 
garitmo  et  trn  numero  infinito  è V infinito:  2*.  -jg-  = — ,e 

C^{  — Lò)  — Ll—~  00  Le  =2  — so , cioè  il  logaritmo  di 

acro  è l'infinito  negativo  : 3*.  se  e^*  = u , verrà  LzLe  - a 
£,n  , cioè  Lz  — Lu  , z .=  u , ed  0 = s ; dunque  ae  z — a? 

«ara  <?  = <?^“a  i ee  z — ao,  verrà  e^*  = » ; se  z = — , 

x 

*aràare^'=l:  ove  1=0  dà  oe^°=Oe  ^sscie^*» 


Ce*  = I ! ed  * = 30  dà  00  e^“  = ec  e ^ 30  ~ e^°  = 

— 00  _ 

eoe  =1  Per  evitar  le  contradizi»ni , ni  avverta  chu 
l'infinito  e di  più  ordini  f 199)  • e che  /’  infinito  logorìi* 
thico  è infinitamente  minore  dell’  infinito  assoluta  già  con* 
aiderato  altrove  ( IO"):  inflitti  questo  dà  v>  0 =zm,  è quel» 
lo  dà  — ».  o = o!o  = Lo0  — Li  =0  (296). 


Uso  dei  Logaritmi  nella  risoluzione  di  varie 
Equazioni . 

309.  Molte  equazioni  intrattabili  all’  Algebra  ordina- 
rla , si  risolvon  facilmente  coi  logaritmi.  Ecco  degli  e- 
•einpj . 


Digitized  by  Google 


)(  )( 


I.  Sia  l’equazione  a*=6:  gara  (300)  La"  = xLa/=  Lb. 

. Lb\.  amx 

onde  x — — — ■ Sia  — 

La  0 


;r^j  = c ; sa  rk  bu  La  -+  ( 1 — nx  j Lb  : 


Le,  onde  mxLa — nxLb=  Le  Lb,  ed  ar=-^—  — 

1 mLa  — n Lb 

bmx-n 


L(c:b ) 

nLb  — qx Le  i onde  x = 


Sia  anche  a*  = — - ; «ara  xLa  = mxLb  -* 

t.,x 


^X6 


/nLb  — g£o  — Xa 


. Sia  infine . , . 


- — — =f*“ sarà  n£& 1 Xi  — mxLc  =sxLf  -~pLf, 

c x 

onde  ( mLc  ■+  Lf  ) x*  — ( nLb  -t-  )> Lf  jx  = — rLb,  ovvero 
x %Lcmf — xLb*ff  = — £6r , che  risoluta,  da  * = . . . ? 
£6"/^  ./JLb'f','  Lbr  . 

2Lc”f  Vl4 ( Lc’f)1  Lcmf>  ' 

310.  IL  Se  con  IOOOOO  abitanti  la  popolazione  aumer> 

fa  0£>n’  anno  di  — , guaZ  sarà  il  loro  numero  x al  fine  d’  un 
3° 

secolo ? Sia  n=  100  000  abitanti,  che  per  la  condizion  del 
problema  saranno  dopo  un  anno  «-+  — n =s  n ^ j , dopo 

due  diventeranno  n^-j*,dopo  tre , n £ ec. , fino  al 


termine  di  un  secolo,  io  cui  l’espressione  sarà  n^  — J ; 


òo. 


0|  tOO 

dunque  locooo  =*•  Ma  troppo  ci  vorrebbe  ad 


• *3  1 . • ••• 

alzar  — alla  centesima  potenza  senza  i logaritmi,  che  su* 

3° 

^ | 

bito  danno  Lx  = L 100  000  -+  loo  X — : ma  £ 100  eoo  = C, 

30 

e 100  (£31 — X 30  )=  l ,4240439  ( per  Tavole  con  dieci 
decimali  come  quelle  d’  UUcq  ) -,  dunque  Lx  — 6, 4240439 , 
e x = 2654374  • 

N'-l  ripopolarsi  la  Terra  dai  tre  figli  d'  Noè  e dulie 
loro  tre  mogli , quanto  dovea  crescere  ogni  anno  la  popola- 
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&ione  per  fare  un  milione  d’  uomini  in  200  anni?  Sia  — l’aa* 

I -4-  x \ 800  1 I “Ha* 

mento  annuo;  dunque  ) = 1000000,  ed— 

■ oooom.à  dò  = L 

\ 6 ' x 200 

. _ . . , I-Kc I061963 

6,22 1 S482  = 0,026 1 092  = L l ,06 1 963 . onde  - — ■-  — 

ed  x=  16  in  circa.  Bisognava  dunque  che  il  genere  uma- 
no crescesse  ogn’  anno  d’  — , il  che  la  sanità  e lunga  vita 

16 

de’  Patriarchi  rende  assai  verisimile  . 

Quanto  dovrebbe  crescere  ogni  anno  un  popolo  , per  radm 
doppiarsi  al  fin  di  ciascun  secolo ? Sia  n il  numero  degli  in- 
dividui e -V  la  quantità  cercata  ; avremo  per  ogni  secolo 


x 

„ ( l-±f  r = 2«  che  da  X — - = J_  X2  = 0,0030103  , 
V.  x • x 100 

onde  L±i  = i^M5£.  ed  , = ,44,  P~° 

v I n /Via  AAH 


meno. 


10000  000 


. . , ,,  1 

Se.  un  numero  n d uomini  aumenta  ogn  anno  d — , 

I * 

in  qua  nt'  anni  X diverrh  decuplo * Si  avrà  dopo  x anni, 
IO  OOP  OOP  _ _ 

43214 
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RISOLUZIONE  DELL’  EQUAZIONI 
Dei  Gradi  Superiori . 

Supporremo  in  avvenire  ogni  equazione  i°. 
ordinata:  2".  con  tutti  i termini  in  un  mem- 
bro e con  zero  nell’altro:  3°.  senza  coefficiente  nell’in- 
cognita alla  più  alta  potenza  : 4° • senza  rotti  e senza 
radicali  , giusta,  il  metodo  che  presto  spiegheremo  . 

3ll.  Le  radici  reali  d’  un’  equazione  possono 
esser  positive  e negative  } eguali  ed  ineguali , razio- 
nali e sorde  : ma  l’ immaginarie  , o positive  o negai i- 
ve  j son  sempre  sorde . Le  sordo  di  grado  pari  e 
perciò  anche  1’  immaginarie , hanno  a 2 a 2 le  sies- 
te quantità  , ma  in  ogni  coppia  simile  la  quantità 
sorda  è positiva  nell’  una  , negativa  nell’  altra  ; sen- 
za ciò  i radicali  comparirebbero  nell’  equazione  , 
contro  F ipotesi  . Quindi  le  radici  eguali  non  sono 
mai  sorde , se  pur  le  sorde  positive  ed  eguali  non 
*icno  unite  ad  altrettante  simili  negative  , 

3l2.  Sia  F equazione  x1  — (a-+i)x-4ai  = 
( x — a ) ( x — ■ ‘ b)  = o:  è chiaro  che  per  ridurre  a 
zero  il  primo  suo  membro , basta  che  vi  si  riduca 
un  sol  fattore  x +-  a o x — b\  dal  supporre  ad  un 
tempo  x — a = o = x — b , verrebbe  a = b , il  che 
non  è . Il  primo  membro  et  un  equazione  è dunque 
il  prodotto  di  più  fattori  semplici  , dei  quali  ( se 
son  differenti  ) uno  solo  per  volta  è zero  . 

3 1 3.  Or  dal  prodotto  di  ( x — a)  (x  — b)  ( x — 
«)(#  — «0  = 0 si  ha  x4  — (a4Ì4C4<l)x,4 
(ai  -4  ac  -4  ad  -4-  he  -4  bd  -+  cd)  x1  — (aic-t-ai</-4 
aed -+ bed)  x -*-  nbcd  = o,  equazione  da  cui  si  de- 
ducono le  seguenti  verità  . 

3l/+.  I,  Un’  equazione  ha  tanti  fattori  sernpli- 
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cì,  tante  radici,  e tanti  termini  più  nno  ( contando 
tatti  quelli  clie  le  competono  ) quante  sono  unità 
nell’  esponente  massimo  dell’  incognita  . 

315.  II.  I segni  dei  termini  souo  o alternativa- 
mente  diversi  o successivamente  gli  stessi  , secondo 
che  tutte  le  radici  a , b , c , d son  positive  o nega- 
tive : in  generale  quante  sono  le  alternazioni  o suc- 
cessioni di  segno  , tante  son  le  radici  positive  o ne- 
gative , se  non  vi  sieno  immaginar / . 

316.  11T.  Onde  con  tutte  le  radici  negative  i 
termini  pari  , il  secondo , il  quarto  ec. , verrebbero 
col  -e  : si  mutan  perciò  le  positive  in  negative  mu- 
tando segno  ai  termini  pari , o ( che  è lo  stesso  ) 
scrivendo  — x in  luogo  di  x . 

317.  IV.  Il  coefficiente  del  secondo  termine  è 
la  somma  di  tutte  le  radici  con  segni  contrarj  ; quello 
del  terzo,  del  quarto  ec.  son  le  somme  dei  prodot- 
ti di  esse  a 3 a 2 coi  loro  segni , a 3 a 3 con  se- 
gni contrarj  ec.  : 1'  ultimo  termine  è il  prodotto  di 
tutte  con  -4-  se  il  numero  delle  negative  e il  grado 
dell’  equazione  sieno  ambedue  o pari  o impari . 

3l3.  V.  Onde  1°.  lo  radici  razionali  d’  un’e- 
quazione non  son  mai  numeri  rotti  la  cui  somma  0 
prodotto  non  potrebbe  , come  si  vedrà  ( 3qo.  XLIV.  )* 
aversi  in  interi  , contro  1*  ipotesi:  a3.  dividendo  un’  e- 
quazione  x*  -+■  3x2  — <?5x  -+  21  = e per  x r±  qualt 
t che  divisor  D ai  dell’ultimo  termine  21  (37')»  so 
la  divisione  riesce , sarà  x =fc  D -li  un  fattore  sem- 
plice dell’equazione;  tali  si  trovano  x — 1 , x — 
3,  x -4-  7 , e le  radici  d*dla  data  sono  1.3,  — 7: 33» 
perciò  ogni  quantità  complessa,  come  x2  — c1,  può 
sciogliersi  nei  suoi  fattori  sol  che  si  tratti  carni 
un’  equazione  e si  faccia  x1  — c2m=a  o ; ciò  dà  i fat- 
tori x — c,  x -+•  c : 4°.  il  coefficiente  del  secondo 
termine  in  un’  equazione  numerica  è una  somma  di 
numeri  semplici  0 d’ una  sola  dimensione,  e i coeffi- 
cienti del  terzo , quarto  ec.  son  somme  di  immuri 
composti , o di  due  j,  tre  ec.  dimensioni  . 
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3*0.  VI.  Cercando  dunque  le  somme  P',  P",  P"'  ec. 
delle  potenze  prima,  seconda,  terza  ec.  di  ciascuna  radi- 
li ■ . ' . « . n—  I „ n — a 

ce  d un  equazione  numerica  * — - A*  -+B*  — 

fi  — 

Cx  -f-ec  ±=Z  = o,  nell’ cspression  delle  prime  non 
avran  luogo  .dimensioni  oltre  la  prima  , nè  in  quella  del- 
le seconde  le  superiori  alla  seconda  ec.:  di  mo.io  che  l’e- 
quazione si  ridurrà  per  le  prime  ad  x" — Ai”  1 = o =3 

a; — A,  per  le  seconde  ad  a”  — A*”  1 -+B*”  2 = o=s 

x1  — A*  •+  B , e così  dì  seguito  . Quindi  poste  in  vece  di 
«-le  radici 

dei  equa-  P'  = A 

sionc  che  P"  = AP'  — 2B 

suppongo  P"'=:AP"—  BP'  H-3C 

/,^,/iec-,  P'°  = AP" — BP"  -+  CP'  — 4D 

Si  avrai0.  PT  = AP'V — BP"'-+  CP"  — DP'  -+ 5E 

f—  A per  P*'=  AP»  — BP't-hCP'"  — DP  '-+EP'  — 6F 

P':a°.r= 

Af—  B,  }.*  = A? _ B.  ed  P -4-^  = A ( f-i-g)  — 2B  = AP'  — 
26  per  P":  30.  f*  = Af * — B/-+C,*}=  A — B«  -+  C , A5  =s 
A h~  — Bà  -+-  C , ed  f>  -+g'  H-  h*  = A ( f*  -+■£*  -+■  h 1 ) — B ( /-+» 
g *+  h ) -4-  3C  = AP"  — BP'  -f  3C  per  ec.  ; sicché  le  for- 
mule procederanno  con  manifesta  legge  come  qui  di  sopra  . 


320.  VTT.  Se  manchi  il  secondo  termine , la 
somma  delle  radici  positive  eguaglierà  quella  delle 
negative:  se  manchi  il  terzo,  la  somma  dei  prodot- 
ti positivi  a a a 2 eguaglierà  quella  dei  negativi 
ec.  : se  manchi  1*  ultimo  , una  almeno  delle  radici 
sarà  zero  ( 3l7  ) . 

321.  Vili.  Se  sia  a = — b,  c = — d ec. , spa- 
riranno i termini  ove  a:  è a potenze  impari,  e il 
coefficiente  del  terzo  termine  sarà  la  somma  dei 
quadrati  delle  radici  combinate  a 2 a 2,  quello  del 
quinto  la  somma  dei  prodotti  dei  lor  quadrati  com- 
binandole a 4 a 4 ec, 

322.  TX.  Sostituita  ad  x una  radice  qualunque 
a,  il  primo  membro  dell’ equazione  diverrà  o (3l3); 
e sostituiti  p , q , se  si  abbiano  due  risultati  con 
segni  eontrarj  , sarà  positivo  1’  uno  de’  due  fattori  , 
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come  p — a , negativo  i’  altro  : perciò  si  avrà  p > 
a ,q  <Za , e la  radice  a tra  p e q . 

323.  X.  Per  altro , se  le  radici  sieno  o imma- 
ginarie o eguali  a 2 a 2 , a 4 a 4 ec- ’ quantità 
qualunque  p , q sostituite  per  x , non  daranno  mai 
risultati  con  segni  coutrari  : poiché  le  itnmaginarie 
non  posson  trovarsi  tra  le  quantità  reali  p,q\  e lo 
eguali  come  (p  — a )%  ( q — a )4  danno  sempre  ì 
risultati  positivi  (121). 

324-  XI.  Ogni  equazione  con  l’ultimo  termine 
u negativo  ha  una  radice  reale  positiva;  poiché  fat- 
to x = o , si  ha  — w ; e fatto  x = 00  » si  ha  oc ; vi 
è dunque  una  radice  reale  e positiva  tra  w ed  oc  ( 322  ). 

325.  XII.  Ogni  equazione  di  grado  impari  con 
1’  ultimo  termine  positivo , ha  una  radice  reale  ne- 
gativa ; poiché  posto  — x per  x , le  radici  positive 
divengon  negative  ( 3l6  ) : ora  in  tal  caso  1’  ultimo 
termine  è negativo  ( 3l4  ) ; dunque  la  nuova  equa- 
zione ha  una  radice  reale  positiva  ( 324  ) » c la  pro- 
posta ne  ha  una  negativa . 

326.  XIII.  Ogni  equazione  di  grado  pari  con 
l’ultimo  termine  negativo  ha  una  radice  reale  po- 
sitiva, come  si  sa  (324)»  ed  una  negativa;  poiché 
posto  — x per  x , l’ ultimo  termine  non  si  cangia 
(3l4);  dunque  la  nuova  equazione  ha  una  radice 
positiva  (324)»  e la  data  ne  ha  una  negativa. 

22J-  XIV.  Ogni  equazonc  senza  secondo  teimme  e 
col  teizo  positivo,  ha  delle  radici  immaginarie:  poiché  la 
somma  — 2B  dei  quadraci  delle  1 adici  (3*91  sar®  negati- 
va, indizio  di  radici  almeno  in  parte  immaginane  G4H), 

328.  Per  togliere  i rotti  dall’ equazione  x"  •+  — 1- 


cx 

md 


£ 

m3 


-t-  — = o , ove  m è i , o un  fattor  comune 


dei  denominatori,  pongo  x = — — — 

mai 3 

y-  by—'  e 

■+ 


(muti#)*  mucina.} g fn~ 


— ■■  - -■*■  # 

md.{mudg)*  ** 


sostituendo  viene 

f 


mg 

multipli  vo 


01 
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moltiplico  tatto  per  (madg)m,e d ho  yn  ■+  bdgy*  '•+ma*cdx 
g *y"~~*  -+•....  -+  {mg)n~'  aMdnf=  o , senza  rotti.  Per  al» 
tro  la  sostituzione  in  certi  casi  può  esser  più  semplice: 

Così  data  *4 — — x*  -+  x-~  — — o , pongo  x — — , ed  ho 

y*  — 6y*  •+  8y  — 62  = 0. 

329.  Per  togliere  i radicali  dall’equazione  x=v'òx*H» 
3 3 3 

y/b*c , pongo  y/bx1  = y,  y/ bxc—*>  onde  I x=y~t-z,  II 
bx* ( = y*  ) — { x — t,y  , III  0*0  = *',  valore  che  posto  nel* 

molti» 


*x*. 


3* 


la  li , la  cangia  in  IV  s*  = 

plico  questa  per  e e postovi  di  nuovo  il  valore  di  »* , tro» 

, 3 bxcx  — bx*t  — b'ct  -4-  a**  , 

vo  V z = j , che  paragonata  eoo 

3-v 

la  IV,  dà  il  valor  di  s da  porsi  nella  II. 

330.  Per  togliere  il  secondo  termine  dall’  equazione 

m m — I , m — 2 . - 

x -+•  ax  -+bx  ec. . . . •+  w = 0 , si  fa  * = y -v 

f,  e si  ha  la  trasformata 


B 


m . m — I 

y *+•  mfy  -+•  m . 

m — 1 -,  m — 2 

~~f  y ■+**•• 

~¥a  H-  ( m 

— I)a/ 

-f  ec. 

+ afm" 

■+ 

b 

*+•  ec. 

} 


=*  e 


Posto  A = o,  sparisce  il  secondo  termine,  e viene  f =■ 

. — ; cioè  si  toglie  il  secondo  termine  dividendone  il  coef- 
m 

fidente  per  V esponente  , ed  unendolo  con  segno  conti  ario 
alla  nuova  incognita.  Cosi  data  x* — ■ 6x*  -4-  4*  — 
faccio  x = y ■+  3 , e trovo  yl  — » 8y  — • 1$  =s  o : e data  x*  -+ 

3**  — 4 = 0;  faccio  x sa  y , o a cagion  del  rotto , * =* 


i. , ed  ho  y*  — 6y%  -+  8 y — 62  = 0. 


Col  metodo  stesso 


si  toglierebbe  qualunque  altro  termine  te  i radicali  pon  lo 
impedissero . 


R 
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33*  La  trasformata  (330)  da  il  lìmite  delle  radici,  Ó 
la  quantità  che  è maggiore  di  ciascuna  radice.  Sommo 
i coefficienti  di  y nelle  colonne  A,B,C {\ , ed  ho 

A — mf  -+•  a 

B = «1.  'IZlif'-i-  (m—  l)af+b 
2 

m TU  1 7TÌ  3 —|  . » 771»— —51  / \ I /■ 

C = 7/2 . — - — J -f  ( 772  — 1 ) a/  -4*  (m — 2)  -h  c 

lì  3 lì 


rm — I 


rm — 2 


Sì—f  -+af  -+bf  ' ~ -i-cf  ” -f-  ec -f-w, 

e se  prendo  il  minimo  valor  di  / che  rende  positivi  A, 
B , C ...  il , 1’  equazione  .avrà  tutti  1 termini  con  4-;  dunque 
i valori  di  y e perciò  anche  di  x — f—y  » saranno  negati- 
vi (31$);  dunque  / supererà  tutte  le  radici  positive  x,  e 
ne  sarà  il  limite  : quello  delle  negative  si  ha  nel  modo 
stesso  cangiando  x in  — x (316). 

332.  Dunque  i divisori  dell'ultimo  termine,  eccedenti 
il  limite,  non  servono  alla  ricerca  delle  radici  ( 318  ):  e se 
i restanti  sieno  molti,  si  farà  ±=  f—  ±z  1 , = ±z  2 ec. , e i 
divisori  ±=  Dii  dell’  ultimo  termine  O ( che  c I’  equazione 
proposta  , mutato  x i»  /(  330  ) ) daranno^  :=f.  Df2  = o (318) 
ed  x =q:  DO  =p /—  O;  ora  x2+L)u>  = o;  dunque  =f- Dia  — 

D n=T/;  cioè  i divisori  dell’equazione  x1* -t- ec  (330) 
saranno  quelli  d'  f2  diminuiti  n accresciuti  di  f,  esclusi 
quelli  che  a colpo  d'  occhio  si  vedrà  non  poter  essere  di- 
visori d’  u>  . 

333  Esempio.  Si  voglia  il  limite  di  x’  — 400  x -4-360 
= 0,  dunque  «1  = 3,  a—o,b=  ^ 

— 400  , c = 360  : il  minimo  va-  g __  Q 

Jor  di /che  dà  positivi  A , B , fl : , è c “ __  ,00/4-360 

/ = 20  . Posto  — X per  X , 1 e-  J J 0 

quaztonc  diventa  x*  — 40ÓX — 360  = 0;  onde  iw  s=  3>  a — 
o ,b  = — 400,  c = — 360  : il  minimo  valor  di  / che  dà 
positivi  A,B>C,è/=ai.  Dun-  , _ 
que  dei  divisori  negativi  c posi-  _ ~ _ 

t.vi  di  360,  sono  inutili  perle  lg=p  36o 

sadici  1 maggiori  di  — 20  e di4  J n J 

21  . Ma  poiché  ne  restan  pur  26,  pongo  x = ±=  I , e vie- 
ne 1=  I =F  400  4-  360  = 


_ — 39 
259 


col  segno  di  sopra,  i divi- 
sori dell’equazione  son  quelli  di  39  diminuiti  d’  1 , cioè 4- 
S,-+-  12,  — 2,  — 4,  esclusi  gli  altri  che  eccedono  i limitf 
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© non  divìdono  360  : col  segno  di  sotto  , i .divisori 
quelli  di  759  accresciuti  d’  ! , «ioè-4  2,-f-4  ,-4-12,  — 2, — 
io,  esclusi  gl’  inabili  . Sicché  i 48  divisori  di  360  snn  ri- 
dotti nel  primo  caso  a 4,  nel  secondo  a 5,  ed  esclusi  i 
dissimili  ,83. 

Equazioni  con  Radici  Razionali , 


334-  Pcr  risolvere  un* equazione 0=  A -+  Bx  -+-Cx*-+,.. 

T.x  -Kv  , ne  cerco  i divisori  razionali  sostituendovi  t: 
I per  x:  se  l’un  dei  valori  o ambedue  la  riducono  a zero, 
saranno  radici  ( 322  );  se  no,  non  entreranno  più  in  calco- 
lo. Sia  a ■ -t- d il  fattor  dell’equazione  ( d è un  divisor  ri- 
dotto (333;  dell’ ultimo  termine);  dunque  il  prodotto  di  ardi- 
ti per  un’equazione  della  forma  o = E'-f 
f tri  ) m — | . ... 

E * . restituirà  la  datalo).  Or  paragonando  i coef- 

ficienti d' ambedue,  si  hanno  le  m equazioni  poste  qui  di 
faccia  , che  tutte  dovranno 

dar  numeri  interi  o positivi  A : d = E' 

a negativi  per  E',  E'\  E"  ec. , ( B — E ’):d  — E” 

e T ultimo  dovrà  ridursi  ad  (C — >E"j:d  = E'" 

I,  se  x -i- d è divisor  della 

data:  altrimenti  ella  nona-  (Z  — E<"  ’•>)  : d =e  E <*>  = 1 
Vrà  divisori  razionali  , 

Esempio,  iiia  o=c  — T00-—  fo.r  •+  66x*  -+.  ^x} — &e4 -4 
x*,  jn  cui  ir  1 non  riescono  : avremo  A = — 100,  B = — 
lo,  C = 66 , D = 3 , F = — 8.  I divisori  ridotti  di  100,  fat- 
to a-=s±=  | (333)  , son  quelli  di  36  accresciuti  d’  I , cioè 
d = 2 , 4,  5 » 1°  ?■—  2 , — 5 ; fatto  d = 2 nell’ equazioni  di 
faccia  , viene  E'  = — 50  , E”  = 20  . E"’  =•  23  , E'T  = — lo, 
Ev=  1 ; dunque  142  è divisor  della  data:  fatto  d = 4,  si 

E»  E ' = — 25,  E"  = — , numero  rotto,  e un  rotto  si  ha 
, 4 

pur  da  a = 5 , io  , — 2 : fatto  J = — 5 , trovo  E'  = 20 , E"  = 
6 , E"'  ss  — 12 , E,f  = — 3 , Ev  = I , onde  anche  a-  — 5 è di- 
visor  della  dara  . 

335-  Osservazioni.  I*  I valori  di  ET,  E’T , E'",  ec.  sono 
i coefficienti  dell’  equazioni  o = E'  -4  E" a -4  ec.  che  si  han- 
no dividendo  la  data  per  * -4  2 , x — 5:  esse  sono  **  — 
IOX  > -+  23.V*  -4  2av  — 50  = O , a4  — 3*’  — 1 2a*  -4  6.v  -4  20  = O . 
II  ■ Sottraendole  , si  sarà  divisa  la  data  per  il  prodotto  de 
due  fattori  (44.  V),  e avremo  il  resto  o quoziente  a.1  — 
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g**. — 2ar-+  I®  — 9»  ove  potrebbero  esser  dei  divisori  eguali 
ai  già  trovati . Infatti  ripètuta  l’ operazione  coi  divisori 
•tessi  -4-  a,  — 5,  •’ incontra  di  nuovo  il  fattore* — 5.  Cosi 
•i  hanno  le  radici  eguali  razionali  (311  ):  le  irrazionali  do- 
vendo accoppiarsi  con  altrettante  simili  di  contrario  segno 
(311),  si  hanno  col  risolver  l’ equazioni  all’ordinario. 

Equazioni  di  tutti  i Gradi  con  radici 
assegnabili  . 


33Ó>  Sì  risolve  un’infinità  d'equazioni  con  la  genera- 

m 4 

a o — ni . « 


, m m 

le  * — rnx 


’^ab  + m^ 3,"-4  - - 
^ 2 


x^Ja'b'+m  " a<b'-m. 

« v a O A 

m — 1 m — 8 


2 

3 4 5 

m — 9 

m — IO  m — Il  m — 

4 

5 4 6 

in- — -|  I 

m — 12  ni — 13  m- 

3 4 

1 yV&f  -+•  m 


aeb 6 — m . 


3 3 

m — 8 ni- — 9 m — l O 
~3~’~  4 


n m 

che  ha  per  radice  * = Va"b  ( >59)  • 

Equazioni  del  terzo  e quarto  grado . 

337.  Sia  m = 3,e  debba  risolversi  l’equazione  x1  -fe 
px-+  7=0  senza  secondo  termine  c senza  divisori  razio- 
nali (334).  come  supporrò  sempre  in  avvenire.  Dal  con- 
fronto di  questa  con  la  generale  ho  p=  — 3^06,  g = 
a — b , d’ onde  eliminato  b , viene  a1  -+■  qa  = — ed  a = 


« 

ìt4Ì+6,l  = H^4,-+--)i  dunque  * = 

‘ 11 

Così  *’  -+  9* -4- 6 = o , ove  p = 9,9  = 6>  dà  *==V3  V9- 

* 333.  V altre  due  radici,  chiamata  m la  g‘à  trovata. 
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possono  aversi  it  * = ^ V<  ~ 4f  ~ 3"*  ) , il 

gno  di  sopra  nella  sola  m se  è positiva  : ma  si  hanno  an- 
che dall’  altre  due  cubiche  di  a , b , cioè  da  y*Ja  , y^b  , 
e da  XVa>  AV6  ( * 73 ) » combinate  però  di  modo  che  il 
loro  prodotto  dia,  come  aopra  ( 33:  ),  jab  = — —p , unen- 
do yla  con  Xyi.e  con  vl/b , giacché  y\=  I 073)- 

Seri  dunque  - = 3 > V(~  f - ))_ 

1 =E  V — 3 JL — e ben  ai  vede  che  il  ra- 

2 2 4 27  , , ... 

dica!  quadratico  se  è reale,  dà  immaginarie  le  due  radici, 
e se  è immaginario,  le  dà  reali  , riducendosi  egli  allora  ad 
A -4-  B ~J — I (149)  ; onde  la  prima  radice  * = A -t-  By-— ■ I 
h-A—  Bn/ — 1 = *2  A , come  pur  1’  altre  due.  Sicché 

quando  con  p negativo  si  ha  -^p1  > q *,  le  tre  radici  son 

^4  4 , 

reali  . Vedremo  come  si  ottengano  per  approssimazione , 
giacché  l’aver  tentato  invano  di  averle  esattamente,  me- 
ritò a questo  caso  il  nome  d’ irriducibile . . 

339  Lo  stesso  metodo  risolve  anche  l’ equazioni  della 
forma  H-p*1*  ■+  9*"  •+  r = o,  fatto  e i questa 

forma  appunto  appartengono  quelle  del  quarto  grado  . 
Sia  *4  -+  pxl  4j*4r=,o=(r‘-H*-+i)(*  — r*  -+•  u ) 
che  suppongo  i due  fattori  quadratici  della  data  : parago- 
nandola col  loro  prodotto  *4  -+(u  — s* -4-s)**-M“  — a) 

t*  •+•  tu  so,  ho  I u + * se  * •fp,lI#-Mi  — “i  HI ,M  3 


r:  sommo  e sottraggo  la  I e II,  e viene  u — -—(p  -w*)-*» 

4 

= , che  moltiplicate  danno  la  III  su  a 

2t  r 

r = — (p  — i—,  da  cui  la  ridotta  t*  -+■  2pt*  -+(  p*  — • 

Ìr)  f‘  — 9*=o  della  forma  generale  ^"-t-p*1*  -+  ec.  = o. 

e la  data  x 4 -+px*  ec.  ha  razionali  i due  supposti  fattori, 
la  ridotta  avrà  razionale  te  — t , onde  col.  dato  metodo 
(334)  ae  DC  cercherà  uno,  presi  o i positivi  e i negativi 
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divisori  del!’  ultimo  termine.  Così  per  .v4 — rv* !!?■(•-<- 

?«=o,  ove  />=  — 3,9=—  \<x,  r = 5,  la  "ridotta  r4 — 
6<4—  Ile*  — 144  = 0 coi  divisori  negativi  di  I44,  dà  t=z 
3,  onde  u — I , * = 5.  e i fattori  **  -+  3*  -f  5 , **  _ 3*  _+.  t . 

340.  Ma  se  la  data  non  ha  fattori  razionali , pongo 

nella  ridotta  r = y = i-  ( * — 2/>)  ( 330),  e dalla  risultan- 

*e  ?r ~ ( P\~*-  }*r  ) 3f  — ( p'  — 36r)2p—  0-93  = o ho  le  ra- 
^ICI  y — 1 'V  — l"  1 y' ‘ — 1 "*  1 337  ■ 33$).  Or  poiché  nel- 
yÓOttf,  è — y"(3i:ìc7  = +=v>’y'y", 

onde  nella  data  4«=r/ — y" — y'"  ±z‘2^/y"  y'",  c 4»==»' 

y y ^ 2 y/y  ^ 1 le  radici  della  data  o de’ suoi  due 
fattori  saranno 


* — i f t H-  y/{  t*  — 4«  ) ) = .§  ( ±Z  vy  ±=vy  =F y/y’"  ) 

a-=i(f — y^t3 — 4“ ) ) = d ( V/  =F -JjH ±=  vY " ) 

* = d(-t-t-V(*a-4*))  = d(=4:\/y'±=v>"d=:v'y") 

* = *(■'■  V(t‘  -4* ))=  è ( =T  v>'  =f  v>"  =F  V>"'  ),  pre- 
si i segni  di  sopra  «e  7 è positivo.  Così  per  *4  — 2o.r4  — 
I2ar  H-  13  = 0,  ove p = — 20, 7 = — 12  ,r=  [3,  ]a  ridotta 

gara  t*  — 4ot4  -4-  3481*  — 144  = 0,  e fatto  t1  =y  = 1 ( t -+- 

40)  , viene  r’  — l668s  — 6608  — o , le  cui  radici  z‘  =z  — ■ 

4 * — 2*+-  6V46,  z'"  — 2 — 6^/46  danno  -dy‘  — yl~(z‘ 

3 

*p  > = 2^3 , y/y" = V' j ( *"  - *p  ) = ( i : i ) v(  ; ■+  vs  ) + 

^1”  a/SKvO'  = V(7  Vo) — V(Z — V3  ) ■<  e poiché 
9 e negativo  , gara  *■  = — v'3  =F  V(  2 — V3  ) , * = V3  =F 
V ( 2 ■+  v 3 ) • 

34 1.  Nel  modo  .stesso  si  risei voti  1*  equazioni  della  for- 

ma  .v4  -4-  7#*"  -+•  rjf*  H-t  = o,  fatto  xn  — y . Del  resto, 

1 equazion  generale  (336),  dandone  una  del  quarto  grado 
che  si  riduco  al  secondo,  non  avea  qui  luogo. 

Equazioni  risolubili  del  quinto  Grado,  del  sesto  ec. 

342.  Con  un  metodo  analogo  a quello  che  poco  fa 
spiegammo  (339),  cerco  i divisori  o quadratici  o cubici  o 
biquadratici  d’  un’  equazione  che  non  ne  ha  dei  semplici; 
se  vi  sono,  ]’  equazione  è riducibde  ; ge  no , c ii  riducibile. 
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Tutti  i gradi  però  hanno  dell’ equazioni  che  la  formula  ge« 
nciale  (336)  risolve  completamente. 

343.  Sia  in  essa  m — 5,  = 6,==  7 ec.  ; si  troveranno 
sempre  le  radici  delle  seguenti  equazióni 

s s 

x* — 5 x*  <Jab -¥  $Xy/arb — a — b—O 
6 6 6 

x*  — da4  y/ab  -+■  Qx*  y/ a1  b*  — 2y  u’òJ  — a — b — 0 
7 7 7i 

x'  — ix*  ab  -+  14*’  — *x  ^a'b1 — a-~-b  — o 

ec.  cc.  , . ec. 

Esempj.  I.  Sia  x’ ~i- Spx*  -f  5^**-+.  ag  = 0;  saràp  = — . 

iy  ab,‘2q  — — a — b,  ed  eliminato  b , viene  a = — 5 ±r 

$ ■ „ 

b = — 2 =p  y/(  «/  -+p') , ed  x = y(  — 9-+. 

V ( 9 — H ) ) — H V(  — 2 — "+p# )) • H.  Sia  * àpx* -+■ 

fp3  x*  — 29  — o ; gara  p = \'ub  , 29  = 2 ya5òJ  -+■  a -+  b ~ 

2 pi  + onde  ò = — , a -t-  ò = 2(  9 — p}  ),  a — q 

a 

p^tZy/qlq  — op'),  b —q  — p\=f.  y,/q  ( q — 2p*  ) , ed  x — 

v (y—  />'  -+\/2(9  — 2P*  ))  •+  V(9—  P*  — V9('i— 2/>,))‘ 

L’  altre  radici  si  ottengono  come  sopra  (33S  ) . 

Equazioni  Reciproche. 


344.  Facendo  il  prodotto  di  m equazioni  quadratiche  e 
reciproche  ( in  cui  cioè  nulla  si  cangia  posto  — in  luogo 

X 

di  x ) come  x*  ■+  ix  -+■  1 = o , x*  -+■  ux  -f  l = o ec. , si  ha 
trn’  equazione  parimente  reciproca  della  forma  x~"‘  -+ 

2 m — I 2 m — 2 m * 

]>x  -f  </x  -1- ....  -4-  rx  -+  . . . . •+  qx  -+  px  -+  I 

«=  o , che  di  nuovo  moltiplicata  per  la  reciproca  di  prima 

, 2 m-t-1  2m  , 2/n  - 1 

grado  x -t- l = o , diventa  x -+  £x  -+ hx  -+  .... -4- 

/ix*  -+gx  -+•  I = O . Quindi  le  reciproche  di  grado  impari 

son  divisibili  per  r4l,  con  che  divengono  di  grado  pa» 

zi , e queste  si  abbassano  al  grado  mmt  col  di  vidcrlc  per  xm. 
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col  prendere  i valori  dì  *"  ■+  , di  ***“ 1 ■+  v • • • 

* X X 

di  **  H--4(l6o),  • col  far  poi  *•+  — = *. 

X X 

Esempio . Sia  x*  — 25*4  ■+  48*1  — 25**  ■+  1 = o : divi- 
do per  #* , prendo  il  valor  di  ) — 

2( x -+  — ) ( 160),  pongo  * •+  — = * » «d  ho  t5  -+  28»  •+ 

' X * x t 

48  = 0;  e poiché  (334)  e = 4 » — 2i  = — 6,  viene  *=> 
2 ±=  V3 > = 1 1 - 1 1 ^ — 3 *=  3 V 2 • 

Equazioni  Irriducibili . 

345.  Data  l’equazione  irriducibile  (343)  s”-+/>zn  *-». 

q%n~ . . . . -+•  u = o,  cerco  il  suo  limite  / (331)  e po- 
8t0  m — f — I , faccio  a — m -+•  y , essendo  y decimali.  La 

data  perciò  diventa  /*  -+  mny1  1 ■+■  ec.  = o , da  cui  ( non 
curati  y ...>4  >>*  piccolissimi  ) ho  y e perciò  a con  due 
decimali  almeno.  Lo  chiamo  rri , e faccio  di  nuovo  a = 
m' y t e trascurato  nella  sostituzione  anche  yx , trovo  il 
valore  m“  di  a con  tre  decimali.  Così  proseguo  6nchè  pla- 
ce: ma  per  avere  * più  prontamente,  pongo  a = m " h- y 

x bx* 

ed  applico  alla  nuova  equazione  la  serie  y = — — -+ 

xì  _ ec.  (293),  che  con  pochi  termini  dà  * con 
a* 

otto  o nove  decimali.  ......  . 

Esempi • I.  Sia  *>  — 7*  — * = o,  «1  cui  limite  è 4 (330» 

. » 2Qy  1 

faccio  *==y-+-3,e  non  curato  y,  trovo  y -+~  =-~,y~ 

OS  0 , 048 , e * = 3 , 048  : di  nuovo  pongo  * = 

9 

y -t-  3.  °48  , e non  cur«°  > ed  V » trovo  >=àoT87i2 

0,00091.  e 3=3,04891;  «"de  (338)  1’  altre  due  radi- 
Ci  * = — I ,692125,=— ».  356:85.  II.  Sia  *»  — 43  — 
2 = o,  il  cui  limite  è 3 (33^i  &««®  »a=SH->,  « n°a 

curato  >’ 


Digitized  by  Google 


)(  *37  )( 


i i 4 I 

carato  y>,  trovo  y ~b~ y = 


— 1±z\/l  • • 

1 = 0,11,  e A~ 

3 3 3 

2, 21  : di  nuovo  pongo  *«2,21  non  curaro^*,  tro- 

vo  y = 1 ^ = o ,004 , e s = 3 ,214 . Infine  faccio 

•0,6523 

2 ,214H-J  ,ed  ho  0,003423656=  io,  70539 6,642./ 
/,  a cui  applicando  la  serie,  viene  *=0,003423650,0  = 
io  , 70539 ,6  = 6. 642  , c = 1 , d = c = ec.  = 0,  ed  ji  = 
0^3423656  _ , 6^(^0034-23^)»  ^ <c  cu.  ca]coI 

10,70539  (io,T053VjJ 

tornando  sempre  i numeri  stessi  , è facilissimo  coi  logaritmi . 
Quello  del  primo  termine  è 6 , 5048876  = Lo, 00031980O7  , 
quello  del  secondo  è 2,8024715  = Lo, 0000000635  ; e sot- 
tratto dal  primo  il  secondo  numero,  vieneiy  = o,ooo3i97432, 
e * = 2,214319:432.  . ... 

346.  Quando  il  terzo  termine  dell’  equazione  è con  -4. 
(327>,  • i risultati  di  Q (330  presi  finché  lo  indica  ti 
compendio  (282),  conservano  il  segno  stesso,  le  radici  son 
tutte  immaginarie  (323),  e si  hanno  cercando  al  solita 
(339)'  fattori  di  secondo  grado  che  esse  producono. 

347.  L’  equazione  divisa  per  il  fattor  trovato  , si  ab- 
bassa d’  un  grado  , e col  metodo  stesso  si  ha  un’  altra  ra- 
dice ec. 


Problemi  indeterminati  del  prima  grado  . 

348  Un  problema  ove  il  numero  dell’ incognite  supe- 
ra quello  dell’  equazioni , si  chiama  indetti  minato  (186), 
Per  esempio:  si  voglian  tre  numeri  x,y,z  che  face  in  n 105 
ed  abbiano  tfna  stessa  differenza  ; dunque  I.  x ■+  y -1-  4 = 
I051  II  * — y—y  — z i c preso  dalla  li.  il  valor  di  * = 
2 y — s,  si  avrà  nella  1.  y -=  35  , onde  x -+•  35  -t-  * » 1 05 
ed  * -4- z =:  70 . Ora  non  potendosi  eliminar  di  qui  nè  * 
nè  z , fatto  per  esempio  * = i , = 2 , . . . = 6p  , saia  % = 
69  , =3  68  . . . = I , e i tre  numeri  sono  <>35,69  ovvero 
2,35,68  ec.  ; cosicché  possono  aversi  69  soluzioni  in  nu- 
meri interi  e positivi,  le  quali  sole  sogliono  cercarsi  . 

349.  Se  nell’ equazion  generale  a — bx±zcy  coi  nu- 
meri o,6,c  interi  e noci,  sia  d un  divisor  comune  di 

b , c , onde  6 =r  b'd  , c s = c'd  , verri  - = ò'jr  -tz  c'y  , equa- 

Zio  ne  urifulubilc  se  a non  è multiplo  di  d : ma  se  le  è,  fut« 
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toji  = a'd , avremo  a z=b'x±zc'y,  equazione  simile  alla 
data  coi  numeri  b‘ , c'  primi  tta  loro. 

350.  Supposto  perciò  che  nella  data  sieno  b , c primi 


tra  loro  e tee,  avremo  = onde  se  — a'  -+■ 

0 b 

a"  c , c"  « , , a''zqpc"y 

= c -4-  — , cara  x = a =+•  c > -t-  , - , e trasen- 
ti o o b 


rati  gl’interi  a'  ,c'y , tutto  ti  ridurrà  a fare 


fL3_  LZ=e 

ò 


intendendo  per  E un  numero  intero,  e per  c"  un  primo  a 
b,  senza  che  nè  b nè  c lo  sarebbero  tra  loro  . 

351-  Ciò  supposto,  ai  ha  sempre  o a colpo  d’occhio 
o con  la  data  regola  (60)  un  numero  N(m*  per  cui  molti- 


plicando- 


=F  c 


• » venga 


a"  N<">  =f.  c"  N<M)y  . 

ZL — . — t che 


trascu- 


rati gl*  interi , lasci  y col  coefficiente  I e si  riduca  per  e- 
aempio  a ==  E > intero  diverso  dal  primo  ma  sempre 


espresso  per  E;  allora  y = ÒE  ±=  k ( mutati , se  y è negati- 
vo , i segni  al  primo  membro,  il  che  non  interessa  l’ inte- 
ro); e preso  per  E quel  più  piccolo  intero  positivo  che 
renda  positiva  la  quantità  bE±zk(e  perciò  facto  E = ose 
vale  il  segno  di  sopra),  si  avrà  il  minimo  valor  di  y che 
posto  nella  data,  determinerà,  col  segno  di  sopra  o di  sot- 
to, il  massimo  o il  minimo  valor  di  x . 

352.  Sieno  g ,h  i valori  così  trovati  di  xty  , e si  avrà 
a — bx  ±=  ey  ed  a =z  bg rt  ch\  onde  ±z  bgr^.  bx  — cy  — eh. 


Croè 


| **  rf  • 1 r y Q TTlC  • 

— - ?=— - = — r ( in  è un  intero  cominciando  da  o); 

y — h b mb 


dunque  poiché  b,c  son  primi  tra  loro,  verrà  x — g me 
t<ìy  = h-*-mb,  donde  tutti  i valori  possibili  di  x ,y  . 

353.  Dunque  1°.  Col  segno  di  sopra,  avremo  x — g — 
me,  e per  aver  x positivo,  dovrà  essere  me  < g e perciò 


m — \ onde  il  numero  dei  valori  di  x,y  sarà  — -+  t 
c . c 

giacché  m comincia  da  o:  2®.  col  segno  di  sotto,  satàx  = 
g'-^mc  t i valori  di  x ,y  saranno  i n finiti  . In  ambedue  i 
casi,  questi  procedono  in  progressione  aritmetica  , poiché 
fatto  m — o , J , 2 ec  sarà  * —g>g  =F  2c  ec.,  ed  y =1 

h ,h-+b  ,h  ~>r'lb  ec. 
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354-  Esempi . I Risolvere  in  numeri  interi  V equazione  7 — 
6y  — 6y  ■ Poiché  J non  è multiplo  di  6 , il  problema  è impossi- 
bile (349)-  II-  Risolvere  5 = 3*  — 4 y.  Sara  * = =• 

3 

E=£±?  (350)  d > = 3E  — a;  fatta  E = 1 (351),  sari 
3 

y — 1 ed  x = — = 3 , valori  minimi  (351  ) ; dunque 

3 

poiché  5 = 3,  c = 4,  g=z 3 , h=i , gara  * = 3, 7 , 1 1 ec., 
y=z  1,4,7  ec.  (35‘2).  III.  Risolvere  aooo  = 9*  -+■  1 3y . Sa 

2000 — 13»  3 

A*=S 9 -•  9 


« (35o)  = E = <±=43^(35,)  = 


4 (350 ) ed  ^ = 9E  — 4 ; fatta  E = I , sarà  y — $ va- „ 
9 

lor  minimo  , * = — — = 215  valor  massimo  (351  ); 

9 

dunque  poiché  Z>  = 9,  c = 13,  gz=215  , h — 5,  sara  * — 
215 , 203 , 189  ec. , y = 5 , 14. 23  ec.,  e le  soluzioni  sono 

JL  [ = 51?  -+■  I = 17  (353)-  IV.  Un  Mercante  per  sai - 
c 13 

do  di  1200'  offre  una  stoffa  di  7*  iZ  Braccio,  un’  altra  di* 
5<  ; io  quanti  modi  può  saldare  ? Poste  ^ le  Br.  della  pri- 
ma stoffa,  jr  quelle  della  seconda,  sarà  1200  = 5*  -+■  lyp 

„ae,=i22^,:^=E=2(350  = S=f,=à 

5 5 5 5 5 

5E.  Fatta  E = I , sarà  y=$,  ed  * = 233,  le  soluzioni 

sono  ^?-+.  1 = 34-  V.  Risolvere  16—  1872J  — 253*.  Dun- 

2 

que  x=s}^p-JÈtì3lLZ^-  E;  ma  qui  il  numero 

5 253  253 

N<*>  che  dee  moltiplicare  il  rotto,  non  vedendosi  a colpo 
d’occhio  (351),  opero  come  di  faceta, 
e trovo  subito  (58)  N"=5>  dunque  253 


(scrivo — 101 

5« 


•2=P, 

• 1=P„ 

. 1 zsp 


( IQ1J,  — 16)5  _ E __  —>  — 80 
253  _ 253 

y perchè  (<5o)  i quozienti  sono  in  nu-  50 
mero  impari  ) ed  j>:=253E — 80(351):  I 

fatta  E— I,  viene  y—  I73eda  = 1280  ec. 

^55  Con  questo  metodo  può  esprimersi  piò  semplie*- 
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B 


mente  un  rotto  — s=  2L,  quando  basta  una  certa  appros» 
A x 

simazione,  col  fare  a-  = ^ ed  — ~ - = E , essendo  n un 
intero  da  aggiungersi  o togliersi  per  aver  1*  approssima* 
zione  . Sia  B = 129 , A = 281  ; dunque  — = E = 


ni 


129 

, e poiché  si  trova  (58)  Nv—  28,  verrà  __ 

129  129 

E =r  — 2. , onde  y = 129E  tz  280  , ed  a-  = 281 E ±= 

129 

6tn  • Col  segno  -+ , fatra  E = o,  n — I , sarà  y — 28  , * = 

129  y 28  . . , - _ 

— — = — incirca  : col  segno  — , fatta  E = 1 , 


61 , e 


281 


61 


S _ 129  io  1 , . . 

n = I , sara  y — 101  , a-  = 220 , e — = — incirca , e questi 
J 281  220  ^ 
rotti  son  si  vicini  al  dato,  che  niun  altro  vi  si  accosta 
tanto  con  si  piccoli  numeri , come  può  vedersi  facendo 
a:  ==  £ =$.  rr.c , y ~ h.  -+  mb  ( 352  ) . Se  però  la  determinazio- 
ne dell’  arbitraria  n renda  28n  > 129  ( come  se  si  facesse 
’n=:0,  o dovranno  togliersi  gl*  interi  dall’equazione  E = 

prima  di  cavarne  il  valor  di  y,  o dovrà  prendersi 

E positiva  e negativa  nell’  equazione  y = 129E  zt  2 8/1  • 

356  Trovare  un  numero  a-  che  diviso  per  i numeri 
Boti  a , b , c ec.  dia  per  resto  altri  numeri  notim,/i,;>  ec. 

Dunque  I.  * =sE  -4--,  II.  ~ = E' " III.  - = E''  4- i- 

a ab  b c c 

ec.,  e la  I dà  lV.AsaH4.rn,  valore  che  posto  nella  IL 
da  un’  equazione  tra  E ed  E';  onde  trovata  E da  questa 
fome  si  trovò  ^351),  viene  dalla  IV.  la  V.,  ed  il  vilor 
df  .v  In  E',  che  posto  nella  III  dà  un’equazione  tra  E'  ed 
E";  rrovara  dunque  E'  (351),  si  ha  dalla  V.  la  VI  ed  ii 
valor  di  x in  E”  ec.  Preso  in  fine  per  1’  ultima  E un  in* 
cerò , ai  hanno  i valori  che  soddisfanno  al  problema  . 

Eshmimo  . Un  avaro  ha  dei  sacchetti  : contandoli  a 3 a 3, 
n»n~vi  è •avanto;  a 7 a 1 , ne  avanza  l ; 1 10  a io,  n( 
avanzan  6:  i1  sacchetti  eran  più  di  loo  e men  di  300  ; se 

«e  cecca  il  nume  ce  . Sia  *:  si  avrà  I * — E,  U * — - = 

3 * » 
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E', IH.  ^ = E",e  perciò  IV.  *=3E,  che  cangia  1$ 

II.  in  3LZÌ.=  E ' = Z!-1-  — =s , onde  E=  7E'-». 

z z z 

5,  e la  IV'.  diventa  V.  a=2lE'-f  15,  che  cangia  la  III. 

in  3ltr  rtg ss  E",  onde  E'  = 10E"  -+  1 , e la  V.  diventa  3 =3 
10 

2IoE"-t-36.  Presa  E"  = o , si  ha  3 = 36  , minimo  dei  nu- 
meri che  divisi  per  3,  per  7 e per  10  danno  i resti  o,l,6i 
se  E"  =1,2,  sarà  3 = 246, 456;  dunque  i sacchetti  8000246. 

Nel  modo  stesso  si  tratta  un  problema  relativo  al 
Calendario.  Vogliasi  l’anno  dell’Era  Cristiana  in  cui  ti 
ebbe  17  di  Ciclo  Solare,  6 di  Ciclo  Lunare,  e 5 d’indi» 
zione . E'  noto  che  il  Ciclo  Solare  è un  periodo  di  28  an* 
ni,  il  Lunare  o Numero  Aureo  di  19,  e l’Indizione  di  15. 

Perciò  chiamato  a-  1’  anno  cercato  , sarà  I.  * — = E , II. 

28 


, e mutati  » segni , E’ 


i— 6 = E-,  IlI.i-.-JuuE",  onJe  IV.  1 = 26  E -4- 11,  che 

riduce  le  II  . g£±ii  _ f - *=: - 1 1 = = 

19  19  19 

Zl'È  'ìJ}.,  e mutati  i segni  (351  ),  E = 19E'  -+  3 , * = 

*9 

532E'  -+•  ioi , che  riduce  la  III.  a *=£''  = . . . 

»5 

7E'h-6  ME  -+-13  — E -4- 12  . . . 

— = — — , e mutati  » segni , E = 

15  «5  «5 

15E"  -+■  i2,  ed  x = 7980E"  -+  6485  Se  E"  = o,  = 1 ec.  ,ai 
avrà  3 = 6485  ,=  <4465  ec.  : ma  poiché  quest’ anni  appar- 
tengono al  Periodo  Giuliano,  che  comincia  4713  anni 
prima  dell’  Era  Cristiana,  bisogna  sottrarre  4713  da  que- 
ste epoche  per  ridurre  alla  nostra  Era.  Fatra  la  sottrazione 
da  648.5,  si  ha  1773:  sicché  dal  principio  del  Mondo,  co- 
me è fissato  dall’ordinaria  Cronologia,  il  solo  anno  1772 
della  nostra  Era  ha  17  di  Ciclo  Solare  , 6 di  lunare  e 5 
d’indizione.  Sottraendo  dei  pari  4713  da  14465,  si  ha  9-52 
che  soddisfa  alle  «tesse  condizioni  ec.  Il  Periodo  Giuliano, 
prodotto  di  28XI9XI5,é  preferibile  al  Oionisiano  che 
essendo  il  prodotto  di  28  X 19,  abbraccia  pochi  avvenimen- 
ti e comincia  75  anni  dopo  Ciisto  . 

357.  lafine  per  risolvere  in  numeri  interi  r positivi 
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un’equazione  con  tre  incognite,  I*.  prendo  quella  del 
massimo  coefficiente  come  x , e fatto  x = ( , riduco  1*  e- 
quazione  a due  incognite  e la  tratto  al  solito  (350):  2* 
ripeto  l’operazione  con  x =z  2 , = 3 ec.  finché  non  risul- 
ti un’incognita  zero  o negativa  - L’equazione  yx  -+■  $y  -+■ 
= 41  cosi  trattata,  dà  le  quattro  soluzioni  x zz  1 , =* 
I,=  2,=4;u==t,=  6,  = 3,=:2;jy  = 6,  = 2,=  3,  = l, 
Se  1’ incognite  fossero  quattro  a .x,y,t‘,  c avesse  z 
il  massimo  coefficiente,  porrei  con  a = i anche  x — 1,2,3 
ec, , ed  opererei  come  prima:  ripeterei  l’operazione  con  * = 
2 e con  x = 1 , 2 , 3 ec.  ; con  s = 3 e con  x = 1 , 2 , 3 ec.  , 
continuando  con  l’ordine  stesso  finché  è possibile  . in  tal 
modo  l’equazione  92  -4-  yx  -+  $y  -t*  4u  =r  58  dà  12  soluzioni . 

Tutto  ciò,  se  l’equazione  sia  indipendente;  legata  ad 
alcun’ altra,  non  dark  le  vere  soluzioni  senza  un  riguardo 
a quella.  Cosi  u — x — $y  — 35»  se  *'«  indipendente,  ha 
infinite  soluzioni;  se  nasce  dall’altra  £=105  — x — y — u, 
re  ha  sole  176. 

Problemi  indeterminati  con  un  incognita 
oltre  il  primo  grado  . 


358.  Data  r equazion generale  y = -y/( 


m /,  6-4-cx-Kfx5-4-eC 


), 


p-\-gx-+ec 

trovar  per  y 1°.  dei  valori  razionali.  2*-  dei  valori  interi} 
30.  tutti  i possìbili  valori  interi . Ecco  il  problema  che 
comprende  la  completa  dottrina  degli  indeterminati  ecce- 
denti il  primo  grado;  niun  Matematico  lo  ha  sciolto  fino- 
ra interamente  , e quella  stessa  porzione  che  se  ne  è riso- 
luta , non  può  qui  tutta  inserirsi:  ma  per  togliere  almeno 
a questi  problemi  I’  aria  di  mistero  con  cui  son  trattati  da- 
gli Analisti,  sia  primieramente  m—  1 • sarà  y = 

b- + ex  -t-  t/x*  -+■  ec.  . , , 

, ove  y non  supera  il  primo  grado;  e 

p -+  gx  -+  hx  -+  ec. 

fatta  , quando  si  può,  l’attual  divisione  finché  x esca  dal  di- 
videndo , si  avranno  sempre  y , ed  x anche  interi  e positivi , 

se  lo  permetta  il  divisore.  Così  posto  y , divido  e tro- 


vo gy  = c •+ 


bg—cp 


gx-+p 

e però(£y  — c)  (gx p)=  bg  — 


gx-hp 

cp  : dunque  gy  — c e gx -v  p debbono  esser  due  fattori  di 
bg~~cp.  Chiamato  m uno  di  essi,  n l’ altro  ( l' uno  e i’al« 
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tro  col  segno  ±=  se  bg — cp  sia  positivo;  e l’uno  con  fc  , 
1’  altro  con  =f  se  sia  negativo  ) sar'a  gy  — c = m , gx  -+•  p = 

n onde  * = , x = T-  cioè  daranno  y intero  quei 

g . . g 

fattori  m che  uniti  a c,  son  divisibili  per  g,  e dai  loro 

corrispondenti  n verrà  necessariamente  intero  anche  x . 

Esempio  . Sono  in  un  Albergo  degli  uomini  e delle 

donne  , e tanto  quelli  che  queste  spendono  24  , ma  ogni 

uomo  spende  ll  più  d’  ogni  donna.  Cerco  il  numero  degli 

uni  c dell’  altre.  Sieno  x gli  uomini  , y le  donne:  si  tro* 

% 24-e  * . 

vera  y = ■ — , e pero  c = 24,  0 = 0 , g—  — x ,^>  = 24, 

bg  — cji  = — 576 , i cui  fattori  ( 1’  uno  con  , 1’  altro 
con  =4  ) sono 

m — ±=  ( 576 , 288  » 1 92 , 1 44 , 96 , 22 , 64 , 48  , 36 , 32 , 24  ) 
n = =f(  l,  2»  3»  4 s 6,  8,  9,12*16,18,24) 


...  m *4-  c n — p 

e poiché  y =* = *—  m — 24 , * = 1-  = 24  — n , 

. g g 

prendo  per  m i soli  fattori  negativi  non  minori  di  25  , e 
perciò  i corrispondenti  positivi  per  n ; onde  le  soluzioni 
faranno  IO,  cioè 


y=*  5525264, 168, 120,22,48,40,24,12,8. 
# = 23,  22,  21,  20,18,16,15,12,  8,6. 


Sia  anche  y = 


dx ’ 


■ ex 


g* 


■ •,  verrà  ( gy  — dgx  — cg  -+• 


o * 

dp  } ( g*  •+  p ) — bg1  -1-  dp * — cgp . Fatto  gxy  — - dgx  — cg- ». 

. n »» 

dp  — m,  gx  -+p  =Z  n,  sarà  x 


g 


~P>9  = 


m 


~b  dn  -4-  cg  — idp  . , . 

- — , e per  avere  x tntero  prenderò  quei 

fattori  n di  bg1  -4-  dpx — cgp  che  diminuiti  di  p son  divi* 
sibili  per  g-,  ri  resto  si  fa  come  sopra.  Col  metodo  stesso 
si  risolvono  gli  altri  casi  assai  rari  deli’  equazion  genera- 
le y ec. 

Infine  quanto  all’equazione  y=s^—^ — , d’onde  x non 


può  eliminarsi,  i°.  se  k—2,  si  farà  x pari  o impari  co- 
me lo  è b ( 36.  1°  50.  ) : 2°.  se  A = 3 e b quadrato  non 
multiplo  di  3»  farà  * = 3»r  ±=  x , = 3»r  ±=  2 ( 36  . io0.  ) 5 


/ 
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3°.  se  k = 9 5 = 1 1 » « b = I » si  farà  * = io  ( 8 . 2*.  3*.)  : 
4°.  se  o = u*±zntk,  si  fata  x —n±z>k , ove  n o »/i  pos- 
sono esse  te  zero:  50.  perciò  se  è sia  summultiplo  di  ò,  si 
far»  rk:  6°.  qualunque  sia  k , cerco  un  numero  r po- 
sitivo o negativo,  il  cui  multiplo  unito  a b sia  un  qua- 
drato n*(2i);  e avuto  di  qui  X — n , sarà  anche  jr  = 

«i'i  ec.  ( 36 . 130.  ).  ... 

359-  E qui  si  osservi  I*.  che  non  sempre  si  vedrà  su- 
bito il  numero  r (6°.):  ma  dovendo  esser  n <c_  (36-14°), 

Li 

onde  n3  c — e molto  più  o3  — b ( = rk)  c — , dovrà  es- 
4 4 

k k • 

sere  r < — , o al  più  ( se  k è impari  ) r < (-1:2*.  che 

4 4 o 

da  x1  — b supposto  multiplo  di  k , venendo  **  = 0(36. il  .), 

t-i 

— y—  L . I 

I =i  — l , ed  essendo  a:  — I 

multiplo  di  k se  k è numero  primo  (36-  I2e.),  lo  sarà  an- 
i-li 

che  *3 — b se  lo  sia  b — l ( il  che  dal  noto  compen- 
dio (44.  VI.  ) si  saprà  subito  );  allora  fatto  a:3 — b = rk> 
Si  avrà  r al  solito  ( 6*.  ) - 

Problemi  indeterminati  del  secondo  grado . 

/ fb-¥cx-\-<l  jr3ec.\ 

Sia  in  secondo  luogo  m =2:  «ara;,  _ y ( ~ 


A I*  * — 1 

onde  x = b * x 


e perchè  y sia  razionale , dovrk  essere 


!>-+< 
b -+.  ex  ec. 


= Q , id- 


p-+gxec. 

tendendo  per  Q un  quadrato.  Or  se  il  primo  membro  po- 
trà cangiarsi  in  x ±=  d , che  resti  un  quadrato,  diverso 
certamente  dal  primo  , ma  sempre  indicato  per  Q , si  avrà 
x J — Q ed  * = Q ^6  d;  onde  preso  per  Q un  quadra- 
to qualunque  intero  o rotto  ( cioè  fatto  Q =»  essendo 

A ,a  due  numeri  urbitrarj , interi  e primi  tra  loro  ),  si 
otterrà  v razionale:  anzi  se  possa  giungersi  almeno  a que- 
st’  altra  equazione  x-^(Q  -^-d),  * si  sappia  render  ra- 
gionale la  formula  y^^ù),  ancUe  ,n  tal  css0  "V*  * 

tallonale . 
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razionale  . Con  tre  principi  si  ridurrà  1’  equazione  a qce* 
sti  due  casi  quando  è possibile. 

361.  I*.  Una  potenza  indeterminata  P"  può  eguagliar- 
si ad  un  altra  o data  c"  o indeterminata  X*  ; poiché  può 
farsi  P arbitraria  P = c,  = x,  onde  P"  = c* , = xm  : 2°.  Una 
potenza  a™  moltiplicata  o divisa  per  un'  altra  b"  , ne  dò 
sempre  una  del  grado  m ; infarti  supposto  ayb  = c ovve- 
ro a:  6=  d,  sarà  a*xi"  = c*  , am  : bm  = d"  : 30.  La  for- 
mula y/  ( Q zzf.  d ) si  rende  razionale  sol  che  si  faccia 

362.  Quindi  se  bc  sia  quadrato , lo  sarà  anche  — . In- 

b 

fatti  dafic  = Q,  viene  (361 . 2*. ) ~ = Q = — . Onde  se 

b b 

Q è multiplo  di  b,  lo  è anche  la  sua  radice:  poiché  Q = 


bc  dà  -5  = — = 


Q'  e VQ  = VQ' 


363  Ma  si  applichino  quei  principi  al  seguente  pro- 
blema : i miei  scudi , aggiunto  o tolto  1 , fanno  un  qua- 
drato: quanti  sono?  Sieno  x;  e si  avrà  x -4-  1 = y2 , x 

• = * • Parrà  ohe  x possa  trovarsi  in  più  modi:  i°.  som- 
mando le  due  equazioni,  il  che  dà  x=z?  — a.. ; 30.  mol- 
. 2 
tiphcandole  , il  che  dà  x*  — 1 = /i’  = Q (361 . 2°.) , x*  = 

Q -+  1 , ed  x = — -it — ( 3^ * - 3°-  J » 3°.  dividendole  , il  che 

*2t£\a 

dà  ~7  = -?:»=Q(3<S«  -20.),  ed  Ma  la  rela- 

x—iz  Q— 1 

zione  ignota  dei  due  quadrati  y*,z\  offre  dei  valori  di  x 
o falsi  o uniti  coi  falsi.  Determino  dunque  y~ . sottraen- 
do V equazioni,  ed  ho  2=/  _ z.1  onde  zx  2 = / =3 

Q,  e perciò  »*  = Q - 2 , , = ~~  ( 3^1 . 3’-  ).  « quia- 

di  x = s1  — 4.  1 =3  — — f.  fL  . 

i,a  A* 

0Ó4.^P°sto  ^ciò  , abbiasi  1°.  y — y'cx  ; dunque  cx=Q 
ed  x ’ = ~ = » fatto  o=I,  A = me  ( m è intero  ) , si 

ha  x—mfc:  a°.  J = y/ [b-+cx) , -j-  c*  - Q cd  x = ^Z^  = 
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— — X intero  si  ha  nei  casi  di  sopra  (359):  3°.  jf=a 
“ c . . . CX  ■+  lxX  . , o . c , 

V ( ex -+■  Ix  ) , ex  •+  /a*  = Q = ■ - ■■■■■, — (361.2  .)=  — -+l, 

ed  ìss — - — = — ! risoluta  l’equazione  A*  — axl  = 

Q — l A* — al 

l,  come  s’msegneià,  viene  x intero.  I 

365  Sia  anche  yxz  ^lxx,  onde  lxx  = Q ed  ——  = —1 

vv  y* 

quindi  se  si  sviluppi  y7(oi),  e trovati  i quozienti  p,p',p" 
te.,  si  foimino  le  consuete  equazioni  M = o>  N =1  ee. 
(s8j , e si  pienda  per  x una  delle  varie  M e per  y Q la 
corrispondente  N , si  avrà  per  Q — lxx  = o un’  approssimazio- 
ne in  valori  or  positivi  or  negativi  (60  ) . Ecco  questi  valori 
calcolati  fino  al  ritorno  di  1 , nella  seconda  colonna  della  se- 
guente Tavola  per  tutti  i numeri  yl  non  quadrati  fitto  a lol  , 
sottinteso  alternativamente  a ciascun  valore  il  segno  -(-e  — : 
la  prima  colonna  poi  mostra  i quozienti  p‘ , p"  ec.  ( poiché  p 
è in  principio  ) per  formar  1* equazioni  M = o,  N = 1 , M'  =r 
I , N'=p  ec  ( 58  ) . Di  qui  risulta  che  se  in  Q — lxx  = k 
eia  k tra  quei  valori  u vi  si  possa  ridurre  , le  M , N cor- 
rispondenti a k daranno  per  rr,yQ  dei  va'o  i esatti. 
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Così  se  sia 
Z — 1 3 , si  avran- 
no dalla  Tavola 
le  quattro  serie 
d'equazioni  po- 
ste qui  di  faccia. 


P =3 

M = 0 

M'  = 1 

N = 1 
N'  = 3 

P = 1 

M"=  1 

N"=  a 

p"  — « 

M"'=  2 

n'”=  : 

p‘"=  1 

M'v  = 3 

N'T  = | 1 

= 1 

Mv  =5 

NT  =18 

Q*I3**= 


fi 

13 


i 

366.  Abbiasi  ora  a-  = *+■  cy  ■+  fy*  );  dunque  h -+cy~M 

fy* ~ Q,  e 1°.  se  h ■+  c sarà  m*  -+  cy  -+  fy‘  **= 

Q -+•/-+  c;  fatto  Q = m*  ( 361 . 1°.  ) si  ha>  = l ,=  — — 

I : 2°.  se  cangiato  segno  a c , sia  h — c *+•/=  m*,  si  avrà 
tn%  h*  cy  -+fyx  — Q -+•/ — c;  fatto  Q = «l,  viene^  = — 1 , 

c 

~V  7* 

367.  Ma  in  generale,  poiché  * = V(  A -4-  cy  h-  fy%  ) si 
tiduce  a 2fy  -+  c = c1  •+  4/à* — 4 /A),  prendo  k^zc*  — 
4/A  , Z = 4/  ed  ho  le+lx*  =zQi  or  da  2fy  c = ±=  -y/Q  »i 

, intero  , se  VQ  — o sia  multiplo  di  2/. 


ha  J==^rC 

368.  Dunque  t°.  se  si  presenti  per  x un  valor  che 
soddisfaccia  all’equazione  k-blx7  = Q,  il  problema  sarà 
risoluto,  e un  valor  di  a ne  dà  pei  lo  più  molti  altri, 
come  vedremo:  2*.  se  k -+  Z sarà  g' 1 •+  lx%  = Q •+ 1 ; 

e Q —g*  dà  *=  I : 3*.  se  k — m*,  sarà  -^-=Q  — Z,  cdx  = 

A? 

— ^4 ——r.t  0,4  Ie  A* — a*Z  sia  1,2,  o summultiplo  di 

dii  A zqp  a l 

m,  ho  a-  intero:  40.  se  Z = mx,  sarà  m'x*  ” Q — k ed  1 = 

±z  A*  =fa*k  P . , . i , • , 

, ove  fatto  a=i,  viene  2nmx  ==  A — *,  cioè 

2A  am  > 

A*  — iAmi  = A(  A — 2mx)  ~ k~  gf(  g ,f  son  due  fattori 
interi  di  k . ambedue  con  ±z  se  k è positivo  , e 1’  uno  con  i= , 
1’  altro  con  , se  è negativo  ),  e posto  A=:^,A  — 2 mx  = 

a — 2mxz=.f,  satk  ^=x,  intero,  se  la  differenza  dei 

2m 

fattori  sia  multipla  di  2m:  50.  se  con  t Za*  = Q si  ab- 
bia *Z=3%  verrà  **  = -§=;&  =F  ZQ  (361 . 2°.  ) — 
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>Q  = Q'£  =Q'  — '>  (9,-WQ-yf~'^rt. tJ  *“ 

*/=|:/Q>_g(A~=?a~0  . go  ge  CQn  j,  ^ — Q si  ab- 

/ ;(A‘t«‘/)  „ 

bia  * = Zi*  =*  Z«\  farro  Q =7*  , viene  * = £:  1-  «e  * =* 
-+  »*  ed  Z = — /*,  O 7 = «<*  -+  n*  e * = — /*,  «A 
nel  primo  caso  m*  -4-  n*  — /‘a1  = Q;  e Q — W1’>  — n dà 

x ^ ~t=i^L‘  nel  secondo  , — /*  -4-  ( m*  -4-  n*)  a*  =r  Q-,  e 

O = mV,  = n\e*  dà  a=-  , = — : 8°.  se  sia  * -+  Za*  * 
x n m 

. / • , , f)(ix  •+h)-.8*‘+f 

<**  H-  f){  ix  -¥h  ) = Q — iTTfc  ’ 

A x = —A  : p°.  ge  A -4-  Za*  = ( rx  -4-  s )*  -4-  {gx  -4-  f) 

A i —a  g 


(Za  -t*  ft  ; , fatto  ( ra  H»  s )*  = Q > sarà  a 


=_Z,= Z±. 


8 


369.  Infine  se  Z sia  negativa»  come  il: — ly'  — z.1,  biso- 
gnerà che  sia  Z_y*c*  ovvero  j<Vy  !»*  vedrà  dunque  se 


tra  i numeri  minori  di  Vy  9e  ne  trov*  alcuno  che  soddi- 
sfaccia . Oppure  divido  l’ equazione  per  ^*,  la  moltiplico 
per  *,  e fatto—  = VQ>  ho  *Z-4-*s*  = Q,  che  sciolgo  col 

y 


seguente  . 

370.  Metodo  Generale  per  aver  x intero  o rotto  ( se 
aia  possibile  ) nell*  equazione  £-4-7a*  = Q,  ove  gl’interi 
k,l  non  son  quadrati,  k non  è multiplo  di  quadrato,  ed 
Z è positiva.  Osservo  che  in  queste  ipotesi,  a-  S8rk  primo 
a y'Q  e a k\  poiché  se  fosse  x ss  ax‘  e yQ  ss  “VQ  » verreb- 
be A ,4.  ix‘%  = Q',  onde  volendo  interi , dovrebbe  k esser 
a 

multiplo  di  a*  contro  l’ipotesi:  che  se  fosse  k — ak'  ed  a:  = 

mx\  verrebbe  k'  H-  alx '*  = Q , onde  volendo  interi , dovreb- 

a 

be  Q esser  multiplo  di  a ; e giacché  a per  ipotesi  non  è 
quadrato,  dovrebbe  anche  yQ  esser  multipla  di  o (362), 
«1  ioè  ^/QcsayQ',  che  si  è trovato  impossibile  Perciò  se 
“k  eia  multiplo  d’  uno  0 più  quadrati»  come  in  k^a*g,kxf 
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«*&*/  ec. , dovranno  esaminarsi  oltre  l'equazione  Hh-7as= i 
Q anche  g -+■  ly*  — Q t f -+•  Iz1  = Q ec. , moltiplicando  poi 
per  a i trovaci  valori  di  y,^/Q,  c per  b quelli  di  *,yQ. 

_ ■ 0 — Ix* 

371.  Osservo  ancora  che  i — ; = i esige  che  il  pri- 

k “ 

mo  membro  sia  un  intero:  essendo  pertanto  x primo  a 
VQ  e a k (3’°)»  fatf>  fc  vQ=  — kx'[rt  ed  x'  sono  in- 
determinate ) , e riguardando  i’.^.yQ  come  note,  ai  sa  ^35 1 ) 
che  quest  equazione  può  sempre  risolversi  in  numeri  inte- 
ri . Verrà  dunque  1 

k k 

n*  - l 

numero  intero  se  lo  sia  — ^—(360).  Ciò  premesso: 

372.  1°.  Calcolo  i valori  di  Q — Zjc*  ( 365  ) , e se  tra 
questi  sia  k col  suo  segno  , il  problema  è sciolto , presi 
per  VQ , * 1 valori  di  N,M  corrispondenti  a k : mi  se  k> 
benché  minore  del  valor  massimo  di  Q — lx%,  non  vi  è, 

11  problema  è impossibile  : 2°.  se  k è maggiore  del  massimo 
valor  di  Q — ,'x*,  cercati  ( 359)  dei  numeri  k'  tali  che  sia 
kk'^l  — n1  (se  non  ne  uovo,  il  problema  è parimente 
impossibile  (37!)),  pongo  ±= 

VQ  = nx  — kx‘,c  sostituito  nel- 
la data  questo  valore  e quello 
di  nl — l — kk',  ottengo  1 = 
k'x1  — 2 nxx'  -b  kx'1 : 30.  mol- 
ti  plico  questa  per  k e fatto  I.  *= 
y/(£  = k'x  — nx‘,  trovo  k -b 
7*  =Q',  simile  alla  data,  e 
che  tratto  precisamente  come  Jlt  fc 
quella,  fii.chè  k' , k'  ec  s<&  III.  ±: 
tra  i valori  di  Q — Ix1  ( 365  ) . 

Ecco  di  faccia  1*  equazioni  ne- 
cessarie all’intento,  delle  qua- 
li si  vede  U legge . 

373.  Esempio  Sia  101  h-  13**  = Q,  ove  *=101,  7 = 
13.  Calcolo  Q — 13.V  (3Ó5  ) dei  cui  valori  è più  grande  k = 
tot.  Cerco  k'  tale  che  sia  loit' -4-  13  ==  «’ ( 359) , * tro- 
vato k'=  12,  onde  n =:  35  , pongo  I.  ±z  VQ'  = k'x — nx'  — 
I2x  — 35V,  d’onde  l’equazione  12  -+  13V1  = Q\  simile 
alla  data,  ove  k — 12  supera  sempre  i valori  di  Q — 13**. 
Cerco  dunque  k"  (359)  per  aver  I2k " •+  13  = «'*,  e trovo 
k"  = — 1,1,3,  onde  n*  = 1,5,7,  osservo  pure  che 

12  = 2*.  3,  onde  debbo  esaminare  anche  l’equazione  3-4» 


k -b  lx%  = Q 


kk'-b  l 

= nz 

VQ  = oar 

— kx‘ 

VQ  — k'x 

/ 

— nx 

k'-bl*'' 

= Q 

kk'-b  7 

= ri* 

xQ'  = n'x‘ 

- k'x1' 

VQ"=  k"x' 

— n'x‘é 

k'-b  lx"% 

= Q" 

ec. 

cc. 
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j«r'*  — Q*.  Il  primo  valor  di  k"  ~ — I dh  TI.  ±z  y/O'  = 
n'x'  — k'x"  = x' — 12*",  e quindi  III.  t yQ"  = k"x  — 
n'x"  = — *'  — x“,  d’  onde  1’  equazione  k“  •+/*"*  = — I ■+■ 
jga"*=‘Q",  simile  alla  data , ove  k"=z  — l essendo  tra 
i valori  di  Q — 13**,  dal  suo  corrispondente  in  Mv , Nv 
ricavo  *"  = 5 , ±=yQ"  =:  «8:  da  questi  che  pongo  nella 
111  , Ho  *'  = 13  , — 23  ; onde  la  II  dà±=yQ'=  — 47 
U3  , e quindi  dalla  I ottengo  *,=  34» — 74  » ambedue  in- 
teri. Gli  altri  valori  di  k"  e /equazione  3 *+ ,3X'*  — : Q> 
danno  per  x dei  rotti. 

374.  Del  resto  , senza  tornare  indietro  per  1’  equazio- 
ni 111  .11,1,  si  hanno  i valori  di  a.-  dalle  seguenti 

. nx'fcV’Q' 

per  una  equazione  x — 

( n -+  n ) ( n'x “ ±z  VQ"  ) 

per  tre  x = ~ k'k" 

f („  + „')  („'  -4.  n”)  - k'k"  ] fn'V"± rVQ"')  _ 

per  cinque*=— — — — — — 

( o -4-  n'  ) x1'1 
— ■ 

re  ■-+ »'>i 
1 *'*■'*■'•*'* 


per  sette  x 


t« 


VQ'V1 


;v  , fa-t-Qf  »'-»■")  «'V 


k'k 


375.  Poiché  1 è semme  tra  i valori  di  Q — lx*  ( 365), 
si  avr'à*  sempre  1 -4-  /jr“  = Q in  interi  : «iena  t,si  minimi  ; 

, . ( U -+  ty/l  )m  — • f « t’s/l  )_  „ /n  

saranno  gli  altri  * » e — 

(u-k-ty/l)"  *+ 


positivo 


, ove  m è un  intero  qualunque 
a*  f*  si  f*  — 

376.  Coi  valori  * =—,Q=— , sara  k _ — » 

che  posto  in  k-t-lx*,  da £-^-\-l{x*  -*-  — ) = Q=(“  -4-  -j* 

( * — supposte  t i,t  indeterminate:  quindi  * ^ • 

c 

cu*  2/iu  •+  alt*  e gj  ( u Jnter;  R;  avrà  per  lo  pi4 
c ( u*  — Zf  * ) F 

* lotto  . V olendolo  intero  - fatto  c = l «da’  — — •>  con 
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i valori  diversi  di  t , u (3^  *»J  verrà  a.  = a («*  -+  lt*)  — 2/fa  = 
Uu  ( au  — ft  ) — a . 

377  Sia  ora  y zz.  ^/f  b ■+ca;  dx*  ex'  ) ; e b-hcx-i- 
dx*  -+■  ex1  — Q si  otterrà  in  due  casi;  i°.  se  b — m*,  si  ha 

m*  h*  cx  — Q — dx * — ex*,  ovvero  ( 1 5 1 ) ( "*  — — / = Q*t, 

. *2m 

-—~i  — dx%  — ex’  ; ora  — = g , Q = ( m -+gx  )*  dà  a-  = 
4 m 2 m 

> j 

» si  ha  ancora  m* -*•  ex -{■  dx*  ~ Q — e*’»  ovvero(l5l) 


2/71  2/n 


)*=Q- 


;’.v*  cdx*  d*x* 


41»  * 2 "/*  4222* 


•ex’,  ed  eli- 


minato 153) , e fatto  — = g,  - — = ft,  Q ==  (*w 

4/71*  2/72  2/72 

jr  H-  hx*  )*,  viene  * = : 2°.  se  in  y^(  b •+  ex  ec.  ) 

h 

«ieno  due  fattori  eguali,  che  si  hanno  al  solito  (335), 
sarà  b-+cx-hdxl-i-ex,  = (px-bq)t  (gx  ■+/)  = Q =zgx-+f 

(361),  ed  x = i — '= , 

£ a o 

378^  Con  la  formula  dx*  ■+  ex’  = Q = d -t-ex(3fil  ),  sa* 

1 *d  in  . A* 

— . : con  ex’ ex , saia  x == 


Q — rf  A» 

ra  1^: = — 


« a*e  a e 

379.  Sia  infine  y = y/(b  -+  ex  -+  dx*  -+  ex'  -4-  fx *)  ; e b -+. 
ex  -+  dx*  ■+  eXJ  -+fx*  Q si  ottiene  in  tre  casi:  l°  se  b = 
to’,  sarà  to’  ■+  ex  -+  dx*  — Q — ex3 — fx* , e compito  il 

quadrato,  eliminato -,  e fatti  — = #» £~z=h, Q=a 

1 4771»  2TO  ° 2/72 

si  ha  x = ehrzi'j  : 2<*-  ae  /—  m‘»  ®ar^ 
77i ’x4 -f  ex1  -4- dx*  =2  Q — ex  — 6,  e compito  il  quadrato,  e* 
liminato  , e fatti - — = £ , ‘ — = h , Q = (tox* ~bgx -+. 


4771 


2/72 


A*  — £» 


h si  ha  x= : 30.  se  b — m*  ed  f—  n*,  sarà  m*  -+ 

c—2gh 

ex  -4-  fi**4  = Q — dx*  — ex’,  e compito  il  quadrato  e fatto 

C (irqf  277-1 'r*  .. 

— =<?,Q  = (ro-f-gx-*-  7i*V,  si  ha  x = — — — 2-(  li 

2m  x:  2"/l  — e 

Segno  fc  e è perchè  to’,  n*  sono  nella  data  senza  771 , n ) ) 
li  ha  pure  n*x4«t-  cx’-+/n’  =Q  — dx* — ex,  e compitoti 

quadrato 
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Quadrato  e fatto  — = g , Q = («X*  ■+  £x  «+  m )*,  sarà  * sa 
• itn 

c =p  2gm 

g*  ±=  2m'i  — d 

380.  8i  osservi  i*.  che  h -+•  ex1  -+  /jr4  = Q ai  risolve, 
•e  f zzm*  , compiendo  il  quadrato  txJ-*-  m‘x*  ed  eliminan- 
t.»x»  I 

•Ione allora  x = - — - (e4  — 64 6<n‘ ) * e se  i = m'. 

^ rtj  w fa  ' mm  a 


4/^ 


fitto  Q — m*,  viene  * = — -^s  a*,  che  «e  io  ex  h-  ex1  •*> 

/jr4  ss  Q f ~ m*‘  •'  ( 3Ór  ) m*x*  -4-  ex  sQ-1,  e 

* x 

compito  il  quadrato  e fatto  -i-  = g,  Q ss  (mx  «+g)»,  sarà 

Uni 

sr  = — ; e se  c = »»*,  f — «*,  fatto  x — a*,  verrà  m*  -+ 

« 

e*4  H-  n*t4  = Q cioè  n**4  -t*  «i4=  Q — m*t  e compito  il  qua» 

drato  , e preso  — = g , Q=^  (nz1  ’+gz)*,  si  ha  z*  = *=—  j 
'In  j,* 

3*.  che  se  in  tx  -+  dx*  •+  /x4  = Q sia  /—  m*,  fatto  i»*x4=a 
Q,  sarà  x~~^-i  se  c = «*,/=  «*,  fatto  * = verrà 

m* -+dz*  = Q — n’s*.  e compito  il  quadrato  c preso  — - em 

‘■ita 

f,Q==  {m  •+£&* /,  si  ha  **S=XS2£-* 

381.  Ma  se  si  abbia  exJ  -+/*4  = Q = — ■+/,  sarà 


a e 


— tt  e dx*  -+/x4  =s  Q = d -+/à r*,  si  risai* 


«-f  v— «7 

Vota  come  sopra  ( 368  ) . 

382.  Trovato  un  valor  di  * =3  fc  , sarà  à-+  cà-f  dh* 
eh1  -+/)i4  = «\  Poogo  x = s-+/i,  e sostituendo,  viene  n * 
per  ultimo  termine,  che  essendo  un  quadrato  , riduce  la 
formula  alle  regole  oote , e il  valor  di  a dà  un 'nuovo 
valor  di  x . 

Pmblcmi  indeterminati  dot  terza  grada » 

3 

SU  Ut  cesa*  luogo  01  — 3 , sarà  ^ ss  b -è-  «x 

y 
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dx * e perchè  y sia  razionale  , bisognerà  far  b 

ex  -4 - dx*  •+fx>  — C ( intendo  per  C un  cubo  );  ciò  si  ottie- 
ne in  uè  cast  : i°.  se  b = ml,  sarà  m?  -+■  ex  = C — dx * — 

fx\  ovvero  ( 1 5 5)  ( >J  = C — d*’  — fxì  -+ 

3«i  2'n 

c,xt  c c r , \t  • L d — .v?1/» 

j , e ratto  — - —g,  C =(m  -4- si  ha  x — — ** 


2lm° 


3m 


3°,  se/=m’,  sarà  m’x*  •+  dx*  ==  C — ex — b,  ovvero  ( 1 55) 

. d , d*x  d * f d 

( mx  H , ) —C  — ex  — b ■+  — ;h -,  e fatto  — - = g, 

3™  3™  2-m*  3,n* 

C = (mx  si  hax=~ — — : 3°.  se  b =z  m\fzz  n\ 

3g  ™ c 

•ara  rrd  -+  n’x’  = C — ex  — dx1,  ovvero  ( 1 55  ) (m  -+-  n*  )’= 
C — t-  £in  r>x -+ Qmn* x*  — c* — dx e fatto  C — (m  -4-  njr)*, 

. . c — 30J*n 

•1  ha  x — f- — - . 

3>«/j  — d 

384.  Si  osservi  t*.  che  se  nella  formula  b •+ ex -*■  fxl 

sia  f zx.  r/i* , fatto  mì xl  — C,  sarà  anche  x — — ~:2°.  che 

c 

se  Zi  -4-  ex  -+  dx1  = g{p  •+  qx)1  = C , si  avrà- (361  )..  . 
g(p-+qxf_  g _ c ed  x — g — pC  a'g—^p  . . 

(p-f^x/  p-\-qx  9C  A *9 

che^  se  in  6 -+  dx1  -+  /x 1 C sia  ò = m *,  fatto  m»  — C , sa- 


tà  x = 


— d 


385.  Ma  se  ai  abbia  dx*  -+/*’ = C = — -+/(3ÓI  ), 

. , d a*d  C —b 

farà  x—- >=—7— — se  Z»-+ex  = C,  sarà  x = ■=» 

L — j A* — aj  c 

— a'b  , , r d . d a*d  -, 

«*c  « C A*  ’ 

sarà  x ~ — = -A_.  Del  resto  un  valor  di  x , ne  dà  per 
c a'c 

lo  più  molti  altri  (382) . 

Problemi  indeterminati  di  tutti  i gradi  a una 
o due  incognite  . 


38 6.  1®,  Sia  y = 1 di  grado  pari  o impari} 
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. m ±=  I m ±=  i . _±r  m 

poiché  bx  — P ==  bx  (361  ),  «ara  m = P A 

b^  1 ; e si  osservi  che  se  m ±r  1 è numero  impari  , sari 

* in  quadra* 
fc:  2 m -+-  2 


m numero  pari  ; onde  se  voglia  cangiarsi  bx'n 

v u"'  tj3  « — h I . Tll  J — I n 

to.saraP  =cP,x=P  b t bx  = P 


,=f-  m ...  c.  ,,  m n m ±z  l ...  , 

b , Il  . Sia  y — 4j  * ) di  grado  pari  o 

. . . , , , m « m ±z  1 _m  , n | . 

impari;  poiché  bx  ■+ z x =z  F =64»  r , sarà 

» = a (P  — b)  . Ili  . Sia  y = \/(b -*dx -t-cx  ) 

di  grado  pari  o impari  ; poiché  b -+ dx  ex  = P , 

_ . „mi  ,m  ,tl  al 

fatto  P =0  , Viene  x = — d c . 

381.  La  formula  generale  6 -+■  cx-+  dx * 
wr"  diviene  una  potenza  perfetta  in  più  casi:  1*.  se  é po* 
tenza  del  grado  m , si  cangia  in  potenza  del  grado  n ; 
infatti  se  b •+  ex  -+ -+  wx"  = (hx  -+  / )"  , posto 

m 

( hx  •+  f)m  = V , sarà  hx  H-  /=  VP"  » * = — e pre- 


Qn  r 

so  P = , sarà  x = — — - : 2°.  se  è il  prodotto  di  due 

a a”h 

potenze  del  grado  fi,  m — fi,  si  cangia  in  altre  simili,  e 
nell’ espresse  dai  fattori  di  fi  , m — fi-,  poiché  sara  b -+• 


tx  - 

(&r 


m . fi  jr.  — fi  f» 

«=  ( hx  •+  / ; (gx-hk)  = P =* 

k )m  ^ (361),  che  si  tratta  come  il  primo  caso. 


ec.  , c se  ft  = qr  , si  avrà  ( hx  -1 - f ( gx  k )" 

=x  ( gx  -+  k )m  **  (361),  che  pur  và  come  il  primo 
caso,  ec.  ; ove  osservo  che  se  nf  — fi  = 1 , la  formula  si 
Cangia  in  potenze  dei  gradi  m ,m  — 1 , e nell’  espresse  dai 
fattori  di  m ,m  — l ; poiché  se  b -4-  ex  -4  . . . . •+  m"  =» 


. 771  f* 


(&*-+//"  I(i?x-fi)  = P* 


gx  *+  k 
hx-t-  f 


(361  ),  sarà  x 


fP”—k_  Amf-°mk 


ec  : 3*.  se  è la  somma  o la  diffe- 


g — li?m  amg — A "A 

senza  di  una  porenza  del  grado  fi  e di  un  prodotto  di  fat- 
tori razionali,  si  cangia  in  quella  potenza;  poiché  s e i-f 

ex  •+  ....  -f-  «xW  = ( A* -+•//* ±=  (gx  -+  k)  ( rx  -+•  »)  ec.  a» 
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fatto  (Tix  -+  / /*  = P*\  «ra  * = 


, * = ee.  ? 4*. 

* 

«ei-t-cH-.  ,-+«=  ’ir,  9i  cangia  in  un*  potenza  del  gra» 
do  r j infatti  da  mr-+-  c*  ■+  wx*  — P'  -+  c . . -4-  <#, 


posto  tnr  = Pr,  viene 


ex  ■ 


■ <l)X 


I , a cui  evidenreroen» 


c . . ■ -+  c* 

te  soddisfa  jr=s  1 : 5®.  se  tentando  si  trovi  un  valort  adat» 
tato  di  x. 

2» 

388.  La  formula  t = V ( i***4  </jr*  ) di  grado^pari  ,ji> 
risolve  in  numeri  interi.  Poiché  fatto  6***  -+  dy*  — P**  , 

P‘"  — dy*  = 4V  = Q,  o ~ = Q •+  d ( 361  ) , sarà  IL  a» 

y 9 


A *-4-0*1/ 


2 Ad 

SAP"  __ 


ed  jn 


2A„p» 


Aal" 


A*  “t-d^d  4(  A1  «+  a'd  ) 

AP*  2aP"  aP" 


ù—  •+■  ad 
a 

2P* 


4(-  H-od) 
a 


a l 

X 


, . A ad  . 
Ì(~  H-  -r  ) 
a A 


. Eguagliando  P agli  otto  denomi» 


A^  ad 

a A 

natoti  , ai  hanno  otto  formule,  presi  A , a in  modo  che 
X,y  risultino  interi,  il  che  sempre  può  farsi.  Ecco  le  pri* 

me  due  : y =2  2 Aa  ( A*  -+>  a*d  ) 1 , bx  = ( A*  a*d  ) 

( A*  -+•  a%d  )m  1 \ e si  noti  l®.  che  se  le  formule  abbia» 

nkPm  ”gPm  • , 

Ho  un  fattor  comune  , come  x — — ■-=- , y = — —,  si  do» 

'/  o «/ 

Vranno  divider  per  esso  e poi  ridurle:  2°-  che  se  A -> 

, . , . , , , , A , s ina  • 

o d,  A +a  il),  — •+  ad  ec.  sia  potenza  m , ai 
a 

farà  non  più  P ma  P"  — A*  -+.  o*d , = J { A*  -+•  a*d  ) ee. 

2*-H 

389.  La  formula  z = x/  ( òx*  -+■  dy*  ) di  grado  impari, 
•i  risolve  in  numeri  interi . Infatti  sarà  bx1  H*  dy 3 P”  • 

ed  **  = = Q = 4P2™  — M/  l3<5*)  »ov* 
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»*«  -+  > 


♦ero  y — 

,2m  •+  I P 


— bxx 


d 

-4.  a 


= Q = JP 


2m  -4-  I 


4P' 


e d P 


2m  H*  I 


>47; 


— Idx * : rad 


(3SÓ) ; dun- 


que sostituendo  ed  estraendo  la  radice  , ai  troverà  y 


2 AaP 


2»n-4- 1 


AnP 


2/«  ■ 


4®t  A*  -+•  axbd  ) i^"(  A1  -4-  axbJ  ) 


2 AaP 


21»  ■ 


AaP 


2 m -+  | 


ec. , ovvero  x = 


ec.  come  sopra  (388). 


3^(A‘  -4-  u'bd  ) H-  axbJ) 

Fatto  P = b ( A*  ■+  axbd  ) ec.  , ovvero  P — d ( A*  -+  a*bd) 
ec. , si  hanno  sedici  formule  : altre  sedici  se  ne  hanno  os* 
servando  che  i due  fattori  A , d di  a*b  l pogson  disrtibuir- 
•i  tra  i due  quadrati  A*,  a*.  Poiché  se  sia  A*  -f  albd  = 
2 p , A*  — a*£i  = , quadrando  e sottraendo,  verrà  A’a1  = 

— 2-,  onde  A*  = , a*  gommando  dun- 

od  0 *d 

que  e sottraendo,  si  avrà  2x>  ( = A*  H*  axbd  ) ss  £A*  -4. 
dax  , l ss  A*  ■—  axbd  ) — b A"  - da1 . b eco  le  prime  d ue 

formule  '■  y—  2 A ab™  * ( A*  -4-  axbd  )2  , x — b"  { A*  — 

a%bd  ) ( A1  -4-  axbd  )2m  . E qui  pure  hanno  luogo  le  riduzio» 
(li  di  sopra  ( 388  ) . 

390.  Termineremo  1*  Algebra  con  alcuni  Quesiri  che 
attesa  la  loro  var  a natura  dovranno  sciogliersi  dai  Princi- 
pianti parte  nel  primo  c parte  nel  secondo  anno  dello  studio. 

I.  Trovare  i numeri  perfetti  N (32).  Risultato  N ac 

fc”  1 (a"  — I ),  purché  si  faccia  n=  l ,2, 3 ec. , e 2" — 1 
Sia  numero  primo  . 

II.  Come  dimostrerete  che  il  eomun  divisore  trovato 
con  la  data  regola  (56)  è massimo ? 

III.  Dimostrar  le  regole  date  ai  numeri  78,79,83. 

IV.  L’  età  a di  uno  è di  quella  di  suo  figlio;  tra 

. . ? 11I  a . _ . . a ( m — n) 

quanti  anni  sarà  n ? Rts.  ira  anni  — 

m ( n — 1 ) 

V.  Dando  3 soldi  per  uno  a dei  poveri,  mi  mancano 
p soldi;  ma  dandone  2,  me  ne  avanvan  2 Qianti  sono  i 
•oidi  ed  i poveri?  F's.  I soldi  son  24  e i poveri  11 

VI.  Uno  avea  ù1  quando  tirò  il  salatio  di  5 mesi:  due 
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mesi  dopo  avea  già  apesi  — dei  suo  denaro  ; ma  riscosso 

4 

il  salario,  si  trovò  con  99*.  Quanto  avea  il  mese?  jRJS.  30*. 

VII  Uno  lascia  ai  nipoti  120000*,  cioè  12000*  a cia- 
scun maschio , e 9000  a ciascuna  femmina . Se  avesse  la- 
sciate 9000*  ai  maschi  e 12000  alle  femmine  , sarebbero  a- 
vanzate  9000*.  Quanti  sono  gli  uni  e 1'  altre?  Ris.  7 ma- 
schi e 4 femmine . 

Vili.  C Cacciatore  promette  a B una  somma  b per  ti- 
gni scarica  in  vano,  e B promette  a C una  somma  a per 
ogni  scarica  in  pieno . Dopo  un  numero  n di  scariche  o 
C , B nulla  si  debbono  , o C deve  a B una  quantità  d , o 
B la  deve  a C.  Trovare  in  generale  le  scariche  x a vuoto. 
r, . an±zd 
Ri*.  X — — — • 
a -+  b 

IX.  Diviso  un  numero  x in  m ed  in  m -f  1 parti  egua- 
li, i lor  prodotti  si  eguagliano . Cerco  x.Ritx  = 

TJìm  * 

X A raddoppia  coi  suoi  i danari  di  B e di  C , quindi 
B 1,  raddoppia  ad  A e a C , e poi  C ad  A e a B , ed  in 
fine  ciasuno  ha  16*.  Quanto  aveano  in  principio?  Rii.  Sup- 
pongo e trovo  z = U,  e di  qui  x,y. 

XI.  Con  a carré  si  fanno  b monti  d’  cgual  numero  c 
ai  punti,  e la  prima  carta  di  ciascun  monte  vai  lo  se  è fi- 
gura, 11  se  è asso,  12  se  è due  ec. , ma  1’ altre  carte  del 
monte  vaglion  ciascuna  un  sol  punto  . Fatti  i monti  c re- 
se le  carte  d avanzate,  se  ne  avanzano,  si  chiede  quanti 
punti  x facciano  le  prime  carte  di  tutti  i monti.  Ris  x=s 
J-fò(c-M)  — a . 

XII  I crediti  di  2 persone  sommati  a 6 a 6 sono  001. 
1036  840,910,896,952,882.  Qual  credito  ha  ciascuna? 
■****•  11  credito  d’ una  8 = 91,  e di  qui  gli  altri. 

XIII.  Quali  sono  i numeri  x,y  la  cui  somma  è a,  « 

quella  dei  lor  cubi  è ò?  Ri>.  y = ~+- a l(*b  ~ Q?  ^ » 

..  , 3 r ' 1 2a  / ’ * 

di  qui  x . 

XIV.  Qual  è il  numfl-o  arie  cui  potenze  m , m -t- 2 pre- 
se F una  p e falera  g volte,  ai  eguagliano?  Ris.  x = ^/ 

g 

XV.  Son  20  tra  uomini  e donne  in  una  Locanda  e 
fili  uni  e l’ altre  spendono  24*}  ma  ogn’ uomo  spende’ l* 
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più  d’ ogni  donna.  Quanti  son  gli  uni  c 1’ altre  ? Ri*.  Gli 
uomini  sono  8 . 

XVI.  Dimostrare  i teoremi  dei  numeri  8.  ,36.  ,44.  IV. 
V.,55- 

XVII.  Un  mobile  fa  miglia  9 nel  primo  giorno,  8 nel 
secondo  ec. , un  altro  ne  fa  nel  primo  giorno  27,  nel  se- 
condo 18  ec. , ambedue  in  progression  geometrica.  Qual  è 

il  loro  viaggio  per  tutta  1'  eternità  ? Ris.  81.”"°' 

XVIII.  Due  Corrieri  con  le  celerilà  m,n  partono  nel 
punto  stesso,  l’uno  da  Firenze  per  Livorno , l’ altro  da  Li- 
vorno per  Firenze  , e la  distanza  tra  questi  due  luoghi  è <*  . 
Ove  a’  incontreranno  ? Ris.  Sia  x la  distanza  tra  Firenze  e 

il  punto  d incontro , e si  avrà  x = . 

1 m -+  n 

XIX.  Un  orologio  tra  le  5 e le  6 ha  la  lancetta  dei  mi- 
nuti  su  quella  dell’ ore.  Che  ora  c?  Ris.  Ore  5,27'  — . 

XX.  Tre  cagioni  separatamente  producono  i tre  effetti 

e,  e',  e"  nei  tempi  Qual  tempo  x impiegheranno  a 

produrre  insieme  l’effetto  e'7'?  Ris.  * = 


el  i -+e  et  -+  e 


XXI.  A pose  in  società  il  doppio  di  B e di  più  5 


re 

se. 


il 


A ebbe  di  guadagno  660  e B 3CO.  Cerco  i capitali  e 

frutto.  Ris.  Il  capitale  di  B è 25SC’  ; il  frutto  è di  12  per  I. 

XXII.  Un  peso  , un  numero  o una  misuia  di  due  ma- 
terie vale  p'  ,p"  e con  la  mescolanza  di  pesi,  numeri  9 
misure  m1  ,m“  di  esse  vorrei  fare  i pesi,  numeri  o misure 
m di  una  materia  media,  onde  un  suo  peso,  numero  o mi- 
sura vaglia  p.  Date  quanto  delle  s-ei  cose,  trovar  1*  altre 
due  . Ris.  Si  avranno  1’  equazioni  m'  ■+  m " xz  m , e pm  = 
p'm'  -4-  p" m"  . 

XXIII.  Dovendo  A pagare  a B una  rendita  a per  t 
anni,  compresa  o non  compresa  quella  che  scade  oggi, 
conviene  di  saldarlo  interamente  con  abbonargli  il  frutto 
semplice  ad  m per  100.  Qual  somma  x riscuotoà  B?  Ris. 

a ( 200  -+  mi  ) ( t -r  1 ) 


Nel  primo  casoari 

at  [2C0  H-  m (t  — 1 
2 ( me  •+  looj 


)) 


2 (mi  -j- 100  1 


nel  seconde  x •=» 
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XXIV.  Data  al  frutto  semplice  di  m per  I un*  sort# 
c,  risolvo  di  consumare  in  t anni  c sorte  e frutti  spen- 
demi o annualmente  un'egual  somma  x.  Ceico  x , Ri*.x  = s 

pie  ( m 4-  i i* 

(/«<+  « i* — • ’ 

XXV.  Col  metodo  dei  coefficienti  indeterminati  calce* 


lare 


. „ rfc  ( lax  4-  x1  ) u 4-  ( a *+  X ) u*  , 

i rotti  I . : ■* — 't ; i 2 


Ia4-x/±=.u4-x)u 


<V(  ex  -4-  a*  ±=  ox  ) *—  v(  oa-4-  t’fcost:  ox) 
y(  a.'  ±=  na  J 

I*  (gxy ^ fl>“*  . fc 


Bis 


a*u* 


- ec.  : 2 . =F 


(a-+a)*  la  + */  (a-fa./ 

om  t (3<i‘-+-4u*)m*  _ (.Sa,-t•l■Jo*x•-^■8ox*)u•, 

r *4“ ■’  ^ — CC. 

g*  (ax  •+  x*  f*  8x(ux-+x*)ìì  ibx  (ax -*■  x*  )* 

XXVI.  Sommare  i totti  decimali  i°.  0,00330033  ec. , 

g°.  0,4059090  ec.  Ria.  Il  l’  è — j il  a®.  ^'2- . 

303  2200 

XXVII,  Sommare  n termini  della  serie  ^4-4 

x x* 

O l6  r>  ■ T ' ,x(X4-l)(x"—  i) 

-,  -t-  --  ec.  Rit.  La  somma  q — — . — ---  — ■ — 

x*  * l*— O1 

«"(x—  1 Px— T ^ * X 


XXVIII  Per  la  Regola  di  doppia  falsa  posizione  calco* 
lare  >1  valor  di  <•  nell’  equazione  i*  =;  acce  Bi*.  r = 4,8-22$. 

XXIX.  Le  tre  cifie  d’  un  numero  sor»  tali  che  il  loro 
prodotto  è 54,  la  somma  deli’ estreme  divisa  per  la  media 
è 6,  e sottratto  51/4  dal  numero,  si  lian  le  tre  cifre  stes- 
se in  ordine  inverso.  Che  numero  è?  Ris  923- 

XXX  (1  Comandante  d’  una  Fortezza  assediata  scrivo 
al  Generale  che  tante  sono  le  ccncinaja  de’  suoi  Soldati 
quante  le  unirà  nella  radice  positiva  dell’  equazione  x*  4. 
1xl  — 2X* — t8x==28.  Come  spiegherete  la  cifra?  Ru , 
I Soldati  erano  -joo. 

XXXI.  Determinare  t.  fattori  della  quantirk  4PÒ*  — • 
(a*  ■+  — c*  )*  • Ris.  I primi  due  sono  c = t:(a  — b)  r 

gli  alni  due  a 4-  b — =£  o . 

- XXX  li.  Entrar  la  radice  quadra  da  1 1 4-  Via«  » 3?  “** 

avi 
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2^/5  e da  6V'I'-'I  • l°.  y/6  *+  V5 : 2*>  '^/ — J *+■ 

39  — V«5°i 


• ) : 3”-  V3  •+  V — 3- 


V( 

XXXIU.  Quali  sono  i due  numeri  la  cui  somma  è a e 
il  quoziente  del  minore  diviso  per  la  radice  cuba  del  mag- 
giore è g ? Rii-  Il  minore  è g \ y ( — -4-  \/( b ^ 

a ! ' 

XXXIV.  Risolver  1’ equazioni  *4-4-6af*  • — I2x-+6  = a 
cd  x*  — i8jc*  -+  25*  ■+  6 = o . Rii.  I divisori  della  1*.  sono 
x*  ±=  Xy/ — -ózx^  — ó-,  della  a*,  sono  *’  — 5*-t-6ed. 

A'  “ì*  1 ■ . . 

XXXV-  Trovar  per  approssimazione  la  radice  dell’  c- 
quazione  x 1 — 13*-*-  5=0.  Rii.  x = — 3>Z843* 

XXXVI.  Trovar  la  radice  della  generale  equazione 

. « 


I . n — a n — 1 
— abx  — ti- 


zi— a . . « - 3 

ub  ( a •+  b ) * -r- 

3 


a a 

„ . flZli.  . . llll  afc(  a*  -+  aò  -+  6*  ) 4"  ~ 4 — CO, 

a 3 4 

n n 

ay/b  — by/a 

Rii.  x = — » — • 

-y/a  — ■ y/b 

\XXXVII.  Con  monete  di  io  e di  5 paoli  In  quanti  mo- 
di può  farsi  la  somma  di  paoli  405?  Ri»-  In  40  modi. 

XXXVIII.  Quali  sono  i numeri  multipli  di  7 che  divisi 
per  4 » 5 e 6 , danno  i di  testo?  Rii.  301  > Z'31  • 1 !4*  ec* 
XXXIX.  Cerci  forestieri  spesero  2c'  in  una  Locanda  a 

ragione  di  4*  per  Padrone  , di  40*°^'  per  Servitore  e di  30*“  * 
per  Cavallo  : quanti  erano  i Padroni  a-  , i Servitori  y ed  i 
Cavalli  * ? Rii.  Se  x a=  1 , s»  avrh  y =x  3 , = 5 « * — 8 . = 4 j 
se  x = 2 , sara  ^ = 3,2  — 4:  se  ar=  3 , verrà  y = I , z = 4 „ 

XL.  E’  egli  possibile  di  far  19*  con  monete  di  24,  , 

di  12,  e di  6?.  Ri s.  Impossibile. 

XLI.  Esprimete  più  semplicemente  per  a.pp$ossiroazio« 
4 

ne  il  rotto  0,5715..  R:s. * 

XLII.  Correndo  0 di  Ciclo  Solate  e Lunate  e 3 4'  Ine 

X 


é 
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dizione,  apparve  in  Cielo  una  grande  e ringoiar  Cometa. 
Che  anno  era?  Ris.  Il  1680. 

XLIil.  Trovar  due  numeri  * , y la  cui  aomma  aia  il 

Aa 

qu  drato  di  **  •+ y . Ris.  x = ■ - ; 5;  di  qui  y . 

(A  — a)  a ' 

XLIV  Trovar  due  rotti  razionali  la  cui  aomma  e pro- 
dotto meno  interi  . Ris.  E’  impossibile  . 

XLV.  Risolvere  in  rotti  o in  interi  l’equazione  13**  — 

159  = Q Ris-  * = 4,  — , 30  ec. 

9 3 

XLVI  Trovar  le  formule  del  n®.  374, 

XLVII.  Trovar  tre  numeri  interi  * ,y,  s tali  che  mol- 
tiplicandoli a 2 a 2 e aggiungendo  b a ciascun  prodotto, 
ai  abbia  sempre  un  quadrato.  Ris.  fatto  xy-i-b  = Q,  si 
troverà  xz  -+  b = f x =*  y/Q)l,yz  ■+  b = ( y v' QA 

XLVIII.  Fare  un  quadrar^  delle  due  formule  xs  — 
2 p*»'  { x -+  1 ) -+•  x -t-p*  = Q,  **  — 2 p*xf -h  rfx-tp*  ~Q.  Ris. 

I»  * = — |;  2*.  *=-. 

Up 

XLIX  Un  Viaggiatore  osservando  le  rarità  di  una  Ca- 
ia illustre  di  Toscana,  s’invaghì  di  varj  Quadri  di  due  di- 
verse Scuole  e soprattutto  di  uno  in  Lavagna  , opera  an- 
tica ove  è dipinta  una  Musa  . Voleva  acquistarli  e ne  of- 
feriva in  prezzo  una  Cassetta  di  fondo  quadro  piena  di 
zecchini  dispostivi  in  144  piani:  onde  essendo  le  pitture 
di  ciascuna  Scuola  tra  80  e loo,  avrebbe  dati  per  ogni 
pezzo  tanti  ^cechini  quanti  erano  i pezzi  della  Scuola  re- 
tpettivs  , e tanti  per  la  Musa  quanti  erano  i pezzi  dell» 
due  Scuole  moltiplicati  insieme.  Determinare  quante  erano  e 
quanto  sarebbero  imporrate  le  pitture  di  ciascuna  Scuola, 
quanto  veniva  a pagarsi  la  Musa  , quanti  zecchini  erano 
in  ciascun  piano  della  Cassetta,  e qual' era  loro  somma 
totale.  Ris.  Chiamate  x le  pitture  della  prima  Scuola  , y 
quelle  della  seconda,  si  avràar=4\* — 4Aa  — $ax,edy  = 
8 A a,  e fatto  A = 6 , a = 2 , sarà  a:  = 84  , = 96  , onde  il 

prezzo  delle  pitture  a:  è di  7056*  , delle  pitture  di  9216*  , 
della  Musa  di  8064*»  la  somma  degli  zecchini  24336  > gli 
zecchini  di  ciascun  piano  169. 

L-  Nello  scavo  di  ceiti  fondamenti  s’ incontrò  un  pa- 
vimento antico  di  ambrogette  quadre.  Quella  di  mezzo 
era  rossa  ; intorno  a lei  ne  eran  disposti  quattro  ordini  tr# 
verdi,  bianche,  g;a  le , e turchine;  e col  prodotto  di  tre 
ordini  tra  rosse , verdi  c bianche  in  quattro  ordini  di  tur* 
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chine  e gialle  terminava  il  pavimento . Se  ne  volle  ornato 
una  sala  quadrata  , ma  essendo  troppe , nc  fu  escluso  il 
prodotto  di  un  ordine  di  turchine  in  uno  di  verdi  e in  u- 
no  di  gialle.  Si  sa  che  ogni  ordine  conteneva  un  egual 
numero  di  ambrogette;  ditemi  quante  ne  erano  in  ciascun 
ordine,  quante  se  ne  trovarono  nel  pavimento  anrico  , e 
quante  ne  furono  impiegate  nella  sala  . RU.  Chiamato  * il 
numero  dell’ ambrogette  di  ciascun  ordine,  la  prima  solu- 
zione sarà  x = 8 , e perciò  il  numero  totale  dell’ ambroget- 
te gol  , c le  impiegate  nella  sala  289 . 


FINE  DELL’ALGEBRA. 
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3qi.  La  Geometria  prende  il  nome  dulia  mi- 
ai ra  dei  Terreni  a cui  forse  fu  impiegata  in  origi- 
ne. Archimede  ed  altri  Geometri  Greci  ne  estesero 
T uso , c fatte  con  una  Risoluzione  o Analisi  loro 
propria  molte  scoperte,  ne  pubbliearon  poi  la  Com- 
posizione , o la  Sintesi.  Euclide  le  raccolse  in  un’O- 
pera, ove  fissò  le  nozioni  equivoche  ejmco  familiari 
nella  Geometrìa  -,  considerò  1’  Estensione  nella  sua 
origine  , e dal  Punto  che  non  ha  dimensione , giun- 
se ai  Solidi . Infatti  l’estensione  che  è «enipre  con 
lunghezza  , larghezza  e profondità  , può  concepirsi 
con  1’  una  senza  1’  altra  ; e si  cerca  la  lunghezza 
d’  una  strada  senza  chiederne  la  larghezza , e si  mi- 
sura l’ampiezza  d’un  lago  senza  curarne  la  profon- 
dità . Questa  astrazione  rende  più  semplice  la  Geo- 
metrìa Elementare,  e la  divide  in  tre  Parti:  la  pri- 
ma considera  la  lunghezza  , cioè  le  proprietà  delle 
Linee  > le  qualità  degli  Angoli , e la  descrizione 
delle  Figure  ; la  seconda  esamina  la  lunghezza  e la 
larghezza,  e valuta  le  Superfìcie  ; la  terza  suppone 
le  tre  dimensioni  riunite , e determina  la  Superficie } 
e la  Solidità  dei  corpi . 
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DIGLI  f UUUINTI  DI  GEOMETRIA  . 

DFICr 
a un  punto  A si  può  andare  a un  altro  B 

par  un’  infinità  di  linee . Si  vede  però  che  una  dee 
essere  più  corta  d’  ogn’  altra , e questa  , qualunque 
aia , si  chiama  Linea  retta  . 

Z92.  Dunque  1°.  la  vera  misura  della  distan- 
za di  due  punii  A , B è la  linea  retta  AB  che  gli 
unisce:  2°.  una  sola  retta  può  tifarsi  da  A oB;  al- 
tre che  si  tirassero,  si  confonderebbero  con  AB:  3”. 
perciò  a determinar  la  posizion  d'  una  retta  bustart 
due  punti : 4°-  d ue  rette  ti  tagliano  in  un  sol  pun * 
to  ; tagliandosi  in  più , coinciderebliero . 

3g3.  Quando  due  rette  s’incontrano,  nasce  la 
retta  spezzata  . Tali  sono  ADB  , AFB , terminato 
come  AB  ai  punti  stessi  A , B . Ora  AB  è più  cor- 
ta d’ ogn’  altra  linea  terminata  ai  punti  stessi  : dun- 
que la  retta  è più  corta  d’ ogni  retta  spezzata , con- 
dotta ira  gli  stessi  punti.  Dunque  anche  tra  le  ret- 
te spezzate,  son  più  lunghe  quelle  che  più  si  allon- 
tanano dalla  retta  , e può  esservene  un5  infinità  . 

394-  Vi  sono  infinite  altre  linee  ACB,A31B  ea. 
che  terminando  alle  stesse  estremità  A , B , cangia- 
no j per  dir  così , direzione  a ogni  punto  : si  chia- 
mano Linee  Curve , e tra  esse  la  più  nota  e più  fa- 
cile a descriversi  è la  Curva  Circolare.  Infatti  se  la 
retta  AC , mobile  intorno  al  punto  A , /a  un’  iute-  . 
ra  rivoluzione,  la  sua  estremità  G descrive  una  cur- 
va CEBDC  che  dicesi  Circonferenza  , e lo  spazio 
da  lei  racchiuso  si  chiama  Circolo  ( non  bisogna  con- 
fonder queste  due  cose  ) . Il  punto  A è ii  Centro 
del  circolo  ; ogni  retta  AB  tirata  dal  centro  alla 
circonferenza  si  chiama  Raggio  ; e BD , raggio  pro- 
lungato alla  circonferenza  , si  chiama  Diametro  . 

Z99.  Segue  da  questa  descrizione  l°.  che  tutti 
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i.  i fuggi  sono  eguali  : a*,  che  lo  sono  anche  tutti  i 
diametri:  3°.  che  ogni  diametro  divide  il  circolo  e 
la  circonferenza  in  due  parti  eguali . 

396.  Si  chiama  Arco  di  circolo  una  porzione 
CEB  di  circonferenza:  Settore  lo  spazio  AGEBA 
tra  l’arco  CEB  e i due  raggi  CA,AB:-e  Segmento 
lo  spazio  CEBO  tra  1*  arco  CEB  e la  retta  CB  che 
èia  Corda  dell'arco  CEB.  Onde  1°.  una  corda  CB 
è più  piccola  del  diametro  DB;  poiché  condotta  AC, 
sarà  la  spezzata  CAB  > CB  (393):  ora  CAB  = DBi 
dunque  DB  > CB  : 2°.  nello  stesso  circolo  o.  in  cir- 
coli eguali , gli  archi  eguali  hanno  corde  eguali , i 
maggiori  corde  maggiori , e reciprocamente . 3®.  la 
corda  CB  d’  un  arco  CEB  è corda  anche  del  resto 
GHB  ; ma  parlando  d’ arco  sotteso , » intende  sem- 
pre il  più  piccolo  : 4°.  i gradi  e minuti  del  circolo 
(q5)  non  son  quantità  assolute,  come  un  piede,  un 
braccio,  ma  relative  alle  circoulerenjse  di  cui  «oit 
parti  simili . 

Angoli , 

2 397.  Se  due  rette  AC, CD  si  incontrano  in  C, 

la  loro  inclinazione  forma  l’ Angolo  ACD , che  ha 
per  Vertice  il  punto  C d’incontro,  e per  Lati  AG, 
CD . Se  l’ angolo  si  indica  con  tfe  lettere  , si  met- 
te in  mezzo  quella  del  vertice  ; se  con  una , ella  è 
sempre  quella  del  vertice. 

• Col  centro  C e con  un  raggio  CK  descritto  l’ar- 
co KE,  quest’arco  sarà  la  misura  dell’  angolo  ACD  : 
poiché  se  1*  angolo  aumenti  e divenga  AC d , o sce- 
mi e divenga  Ad,  l'arco  KE  aumenterà  o scemerà 
nello  stesso  rapporto  . E benché  col  centro  C e eoa 
varj  raggi  possa»  descriversi  infiniti  archi  tra  i lati 
stessi  CA,CD,  tutti  però  son  parti  simili  delle  lo- 
ro circonferenze.  Onde  dicendo  che  l’angolo  ACD 
ha  per  misura  l’ arco  KE , s’ intende  sempre  il  nu- 
mero dei  irradi  di  KE  e non  la  sua  lunghezza  asso- 
luta:  quindi  la  grondaia  u uji  angolo  non  dipen-. 
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de  dalla  lunghezza  de'  suoi  lati  : e ««sconcio  che  ha  3. 
per  misura  o 90%  o più , o men  di  90%  è retto  co- 
me AGI,  0 ottuso  come  ACD,  o acuto  come  BCD. 

398  Dunque  l’ intere  circonferenze  BHCB  = rr , EKFE  = 
ir'  misurano  i 4 angoli  retti  che  sono  intorno  sd  A,C, 
come  gli  archi  DC  ss  A , £L  se  A'  misurano  gli  angoli 

DAC  = a , ECL  =a a’ : perciò  jt  .-4:  : A : a • 4 : - 

»,  , 4 A'  ...  A A'  . a.  A A'  . » 

ir  x ir  r r 

gli  angoli  son  proporzionali  agli  archi  divisi  per  i raggi  . 

399.  Il  Complemento  d’un  angolo  o d’un  arco 
è ciò  clip  loro  manca  per  esser  di  90°.  : cosi  l’ arco 
di  57°  3i'  ha  per  complemento  32*29';  dunque  un 
angolo  ottuso  ha  per  complemento  ciò  che  deve  sot- 
trarsi per  ridurlo  a 90%  ond^  quello  di  119*11' 36" 
è — 29“  11' 36".  Ma  il  Supplemento  d’  un  angolo  o 
d’  un  arco  è ciò  che  loro  manca  per  esser  di  180°  : 
così  un  angolo  di  35°  ha  per  supplemento  . 

/j.OO.  Onde  due  angoli  tT  un  medesimo  comple- 
mento o supplemento  sono  eguali  : è perciò  gli  an-  - 
goli  A CD  , BC  F opposti  al  vertice  , col  medesimo 
supplemento  DCB  , sono  eguali  . 

401.  Se  una  retta  DC  cada  sopra  un'altra  AB, 
forma  con  essa  dué  angoli  ACD , DCB  la  cui  soni- 
li a è sempre  due  retti  o 180°;  poiché  1’  uuo  è sup- 
plemento dell’  altro . E perciò  la  somma  dei  quat- 
tro angoli  ACD,  DCB,  BCF,  FCA  vale  quattro  ret- 
ti, o36oJ.  In  generale  se  le  rette  ACB,DCT,ECH  , 
ec.  si  tagliano  in  un  punto  C , la  somma  di  tutti 
gli  angoli  ACD  DCE  -4-  ec.  che  son  da  una  parte 
di  AB,  è 180*,  e la  somma  da  ambedue  le  parti  è 36o*. 

è . ’ 

Lìnee  rette  perpendicolari . 

Chiamasi  perpendicolare  o normale  la  retta  che 
fa  retti  gli  angoli  nell'incontro  d'  un'  altra;  così 
DC  è normale  ad  AB  se  gli  angoli  intorno  a C son  * 
retti . Le  rette  DE , DA  diconsi  obliijuc  . 
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' £.  402.  I.  Se  AG  sia  normale  a DF  e il  punta  C 

d' intersezione  sia  equidistante  dai  punti  D,F,  ogni 
punto  di  AG  sarà  equidistante  dai  punti,  stessi  D , 
F.  Essendo  C eqaidistante  da  11,  F,  sarà  GD  = GF 
(Spa),  e il  semiciroolo  DEF  del  centro  C e rapaio 
CD,  jmsserà  per  F (3q5).  Condotta  dunque  da  È In 
corde  £D,EF,  poiché  per  ipotesi  i due  angoli  in 
C son  retti  , sarà  DHE  = FIE  =0  90  0 ( 397);  dun- 
que ED  =x  EF  (396) , ed  E sarà  equidistanté  come 
G dai  punti  D , F (392) ; ma  due  punti  determinano 
la  posizion  d’  una  retta  (3g2);  dunque  ogni  punto 
di  AG  è equidistante  da  D,F. 

TJ.  Reciprocamente , se  ogni  prtnto  di  AC  sia 
equidistante  dai  punti  D,  F,  la  retta  AG  sarà  nor- 
male a DF . Poiché  descritto  col  centro  G e raggio 
CD  il  semicircnlo  "DEF  e condotte  le  corde  DE,  FE, 
aarà  DE  = FE  (392)  e però  DHE  = FIE  = 90°  (396); 
dunque  gli  angoli  in  G son  retti,  ed  AC  ò norma- 
le a DF.  « 

IH.  E se  AC  è normale  a DF  ed  un  suo  pun-  ' 
to  A è equidistante  dai  punti  D,F,  lo  sarà  anche 
ogni  altro  suo  punto  E.  Poiché  se  E non  lo  fosse, 
non  sarebbe  ED  = EF,  nè  EHD  = EIF  = 90",  nè 
gli  angoli  in  C sarebbero  retti,  nè  AG  sarebbe  nor- 
male , contro  1’  ipotesi . 

4-03.  Dunque  un  sol  punto  della  retta  fu  cui 
vuol  condursi  la  normale  , basta  a determinarne  la 
posizione  : onde  da  un  pulito  d’  una  retta  data  può 
condursi  una  sola  normale  . 

4°4-  Jk a normale  DC  è più  corta  di  tutte  V o - 
blique  che  da  un  punto  stesso  D vanno  alla  stessa 
retta  AB  . Descritto  col  centro  C e raggio  QD  il 
•emicireolo  DEF  e condotte  le  corde  DE,  FE,  sarà 
DF  <c  DEF  ( 393)  ; ma  DF  = 2DC  e DEF  — 2DE  * 
( 402. 1.  ) ; dunque  aDG  <T2DK  , e DG  <.  DE  . Per- 
ciò la  normale  DC  misura  la  distanza  di  un  pun- 
to D da  una  retta  AB . Sciolghiamo  alcuni  Problemi . 

_ 4oj  I.  Dividere  in  mezzo  la  data  retta  DG  « 

■6.  - - • * ' • Coi 
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Coi  centri  I);C  e col  rairtfio  stesso  DC  tlest-rivo  due  6» 
archi  che  si  sechino  in  0,11,  e la  retta  GH  con- 
dona per  G fìl  dividerò,  in  mezzo  DG.  Poiché  con- 
dotti i raggi  DG*,  DII , GG  , CH , sarà  DC  =.  DG  — 1 

DH  = GG  =’ CH , e i ponti  G,H  saranno  equidi- 
stanti da  I),C:  lo  sarà  dunque  anche  il  punto  F 
( 39*2  ) e però  DF  = l’G . 

IT.  Da  un  dato  punto  G fuòri  d’  una  retta  AB 
coitdur  sopra  di  essa  una  normale  . Prega  un’  obli- 
qua Gl)  come  ragpio,  e descritto  col  centro  Gl’ ar- 
co DMC , divido  in  mezzo  in  F la  retta  CD  (4©5.  T.), 
unisco  GG , FG  , e sarà  Gl' la  normale  cercata.  Per- 
• che  i due  punti  G , F sono  equidistanti  dai  due  D, 

C;  dunque  lo  sonò  tutti  i punti  di  FG  (392);  dun- 
que GF  è normale  ad  AB  ( 402.  II.-). 

Ili,  Da  un  punto  F dato  nella  retta  All  al- 
zar sopra  di  essa  una  normale.  Presa  FD  = FG  e 
coi  centri  D,G  e col  raggio  stesso  DG  descritti  due 
archi  che  si  seghino  in  G , unisco.  DG  , FG  . GG  , e -, 

* sarà  FG  la  normale  richiesta.  Perchè  DG  = DG  =a 
GG;  dunque  i due  punti  F,G  sono  equidistanti  dai 
due  I),G;  dunquq  FG  è normale  ad  AB  . 

Perpendicolari  nel  Circolo . 

0 

4o6.  I.  Se  dal  centro  G oltre  i ràggi  GF,  CG  _ 
si  conduca  sulla  corda  FG  il  raggio  normale  CM , 
egli  dividerà  in  mezzo  la  corda  FG,  l'  arco  sotteso 
FMG  e V angolo  contenuto  FCG  . Gouduco  lo  conio 
FM , GDI  . Èssendo  per  ipotesi  GF  = GG  , il  punto 
C sarà  equidistante  dai  punti  F,G;  ma  di  più  GD 
è normale  ad  I’G  ; dunque  anche  i pnnti  T) , M sap- 
ranno equidistanti  da  F,G  (402.  IH.  ) e però  DI’  = 

DG , MF  = MG  , MJF  = MLG  ( 3 96  ) ed  FGM  = 
GCM  (397-). 

II.  Reciprocamente , se  la  corda  FG  è divisa 
in  mezzo  dal  raggio  CM , egli  sarà  normale  ad 
l’G  è dividerà  in  mezzo  l' arco  FMG  e 1‘  angolo 

Y 
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FCG . Perchè  i due  punti  C , D sono  equidistanti 
dai  du«F,G,  lo  è dunque  anche  M;  dunque  DI’ = 
DG , MF  = MG  ; MIF  = MLG  ed  FCM  = GCM . 

Nel  modo  stesso  si  prova  che  se  1’  arco  FMG 
© 1'  angolo  FCG  è diviso  in  mezzo  dal  rasoio  CM , 
questo  è normale  ad  FG  , e divide  in  mezzo  FG  e 
1’  angolo  FCG  o 1’  arco  FMG  . 

ITI.  E se  la  corda  FG  sia  divisa  in  mezzo  dal- 
la normale  MD , questa  prolungata  passerà  per  il 
centro  G . Essendo  MD  normale  ad  FG  ed  un  suo 
punto  D equidistante  dai  punti  F,G,  lo  sarà  an- 
che ogn’  altro  suo  punto  ( 402.  I.  ) : ma  il  centro  G 
è equidistante  dai  punti  stessi  F,G;  dunqua  C è , 
un  punto  della  normale  MD  prolungata . 

Dunque  di  queste  tre  cose  , esser  normale  o 
una  corda , d.viderla  in  mezzo,  e passar  per  il  cen- 
tro , datene  due,  si  ha  necessariamente  la  terza. 
Scioighiamo  alcuni  Problemi . 

407.  T.  Dividere  in  mezzo  un  angolo  DGC  o 
un  arco  DMC  . Condotta  e divisa  in  mezzo  la  cor-  • 
da  DC  j il  raggio  normale  GM  dividerà  in  mezzo 
1’  angolo  DGC  e 1*  arco  DMG  ( ^c6.  ITI.) . 

Dividendo  nel  modo  stesso  1’  angolo  DGM  , e 
poi  la  sua  metà  ec. , si  avrà  un  quarto  , un  ottavo 
ec.  dell’angolo  DGC;  onde  può  dividersi  un  ango- 
lo in  2 , 4 5 8 , 16  ec.  parti  eguali:  ma  il  dividerlo 
in  3 , 5 ,7  > 9 ec.  son  problemi  più  alti . 

408.  TI.  Far  passare  una  circonferenza  per  tre 
dati  punti  A , B , D non  posti  in  linea  retta . Con- 
dotte AB  , BD  e divise  in  mezzo  con  le  normali 
FL , Gl  , se  si  conducano  CA  , CB , CD , sarà  ( 402. 1.) 
GA  = CB  = CD  , e la  circonferenza  descritta  col 
raggio  CA  passerà  per  i tre  punti  A , B , D . 

Dunque  tre  punti  A , B , D non  posti  in  linea 
retta  determinano  la  posizione  di’  un  circolo  ; onde 
due  circonferenze  non  possnn  tagliarsi  in  più  di  duo 
punti:  se  si  tagliassero  in  tre,  coinciderebbero. 

409.  ITI.  Trovare  il  centro  <T  un  circolo  o £ un 
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orco . Condotte  due  corde , e divige  in  mezzo  con 
due  normali,  il  punto  del  loro  incontro  sarà  il  cen- 
tro cercato  (408)  • 

Tangenti  » 

Una  retta  MT  che  ha  un  sol  punto  M comune 
con  la  circonfetenza  FMG,  si  chiama  Tangente , e 7* 
il  punto  comune  M si  chiama  punto  di  contatto  . 

410.  I.  Se  MT  sia  tangente  in  M,  il  raggio 
CM  le  sarà  normale , Poiché  CM  è più  corta  d’  o- 
gni  altra  linea  CX)K  ( 394  ) : dunque  ella  misura  la 
distanza  di  C da  MT,  dunque  le  è normale  ( 404  )• 

li.  Reciprocamente  , se  il  raggio  CM  sia  nor- 
male alla  retta  MT , sarà  MT  tangente  in  M . Per- 
chè CM  normale  è più  corta  d’ogn’ altra  COK  (4°4)» 
dunque  tutti  i punti  K di  MT  son  fuori  del  circolo 
fuorché  M ; dunque  MT  è tangente  in  M . 

411.  Dunque  se  voglio  una  tangente  al  punto 
M d’una  circonferenza  , conduco  ad  M il  raggio  CM, 
e alzo  in  M la  normale  MT  ( ^c5-  111.). 

412.  Se  due  o più,  circoli  si  tocchino  in  un  9* 
punto  o fuori  O dentro , la  retta  che  passa  per  i 
centri , passa  anche  per  il  punto  di  contatto  . Poi- 
ché la  stessa  tangente  MT  è normale  ai  raggi  CM, 

AM  ; questi  dunque  formano  una  sola  retta  CA 

CM  =t  AM  ( 402.  III.  ) . 

Linee  rette  parallele . 

413.  Coincidano  le  rette  AB , CD  e s*  intenda 
CD  allontanarsi  da  AB  : se  1*  allontanamento  dei  10; 
«uoi  punti  è ineguale,  come  in  cd,  le  AB,  cd  sono 
inegualmente  inclinate  in  F , p ad  una  stessa  retta 
Ny , e diconsi  convergenti  o divergenti  se  prolunga- 
te si  accostano  o si  discostano  sempre  più . Se  F al- 
lontanaménto d’  ogni  suo  punto  è eguale , come  in 
CD,  le  AB,  CD  sono  egualmente  inclinate  in  F , G 
alla  stessa  e chiamanti  parallele  o equidistanti. 
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io.  /tì^.  Segue  da  rio  i°.  che  le  normAli  GE,HF 
condotte  a CD  tra  le  parallele  AB  , CD , sono  e- 
guali:  2*.  che  due  parallele  prolungate,  mai  non 
s’  incontrano  : 3°.  che  1 angolo  NTB  = FGD , o NFA  = 
FGG , esterno  ed  interno  : 4°-  ohe  anche  AFG  = 
FGD  (4oo)  o BFG  = CGF,  angoli  alterni  - interni". 
5°.  che  anche  NFB  = QGC,  o NFA  = OGD,  ango- 
li alterni  - esterni  : 6°.  che  BFG  -t-  l'GD  = 180% 
angoli  interni  dalla  stessa  parte . 

Reciprocamente  , o gli  angoli  corrispondenti  ( e- 
stemo  ed  interno,  o alterni)  sieno  eguali,  o gl’in- 
terni dalla  stessa  parte  eguaglino  180°,  o sia  la  nor- 
male GE  =:  HF  , le  rette  AB , CD  saranno  sempre 
parallele,  perchè  non  potranno  convergere  o diver- 
gere-,  ed  essendo  equidistanti  in  due  punti,  lo  sa- 
ranno in  tutti  gli  altri  (3y2). 

4l5.  Per  condurre  da  un  punto  dato  G la  pa- 
rallela GD  ad  AB,  descrivo  con  un  raggio  GF  e 
eoi  centri  G,F  gli  archi  FLM , GK  . Prendo  FL  — 
GK;  e GL  condotta  per  G,L  sarà  la  parallela  cer- 
cata; poiché  GK  = FL  dà  AFG  = FGD  ( 4^4)  • 

..  4t6.  Dunque  i°.  sono  eguali  i due  angoli  BAC, 

NLM  che  hanno  i loro  lati  AB , LN  e AG , LM  pa- 
ralleli; poiché  prolungata  NL  fino  ad  AG,  si  avrà 
J2  NLM  = NDG  = BAG:  2°.  per  condurre  una-  nor- 
male AF  all’  estremità  A della  linea  AB,  si  con- 
durrn  la  normale  CD  sopra  AB  e poi  AF  paralle- 
*"  la  a DG;  3°.  due  corde  parallele  FG  , IL  tagliano 
due  archi  eguali  FT  , LG  ; perchè  il  raggio  CM  nor- 
male ad  FG , lo  è anche  ad  IL,  atteso  CDF  =s 
CHT  (4.4):  ora  FÌM  = MLG  ed  TM  = ML  (406); 
dunque  FÌM  — 1M  = MLG  — ML,  ovvero  FI  = 
GL.  Lo  stesso  è se  una  delle  parallele  fosse  tangente . 

417.  Più  di  due  parallele  hanno  le  proprietà 
stesse  delle  due  che  abbiamo  considerate . 

Misura  degli  Angoli. 

• 418.  Determinar  l’arco  del  circolo  AHGA  che 
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misura  P àngolo  del  segmento , fatto  dalla  tangerttfi  l3. 
AB  «dalla  corda  AD,  cioè  BAD.  Conflotti  il  dia- 
metro HC(r  parallelo  ad  AD,  il  raggio  CF  pcr- 
pendirola re  ad  AD,  ed  il  raggio  CA  al  punto  di 
contatto  ,•  gara  1’  angolo  retto  FCG  = BAC  : ma 
ACG  = DAC  (4i4)'»  dunque  BAD  = FCA  = FA  = 

AF  D 

— ; dunque  V angolo  del  segmento  BAD  ha  per 

misura  la  metà  dell'  arco  sotteso  dalla  corda  AD  . 

419.  Oude  l'  angolo  DAK  tra  due  corde  DA, 

AK  ha  per  misuia  la  metà  dell'  arco  DK  tra  i 
suoi  lati : poiché  BAK  =^AFDK  , BAD  = AAFD,  o 
BAK  - BAD  = DAK  = Ì(AFDK  — AFD )=£DK . 

Dunque  1°.  Lt'  angolo  centrale  DCK  è doppio  j/ 
dell’iscritto  DAK  appoggiato  sullo  stesso  arco  DK; 

2°.  /’  angolo  iscritto  appoggiato  sul  diametro  è ret-  jij 
io ; 3°.  gli  angoli  iscritti  appoggiali  sullo  stesso  ar- 
co dello  stesso  circolo  sono  eguali  ; 4°.  e se  sulla 
base  comune  AB  avranno  eguale  un  dei  lati  , per 
es.  AD  =r  BG  , avranno  necessariamente  anche  L'  al- 
tro BD  = AG  (396.  20.). 

Quindi  può  condursi  una  tangentp  da  un  pnn-  g 
to  A dato  fuori  della  circonferenza.  Unisco  A eC, 
e sulla  retta  AC  descrivo  un  circolo  che  taglierà 
il  dato  ne’ punti  M,M';  e poiché  condotte  AM, 

MC,  l’angolo  CMAèretto,  la  MA  normale  a CM, 
è tangente  in  M (410.  IT.).  Il  problema  ha  due 
soluzioni , potendosi  condurre  da  A anche  hi  tan- 
gente AM' . ' , 

420.  Determinar  l’ arco  del  circolo  BEFB  che  misura 
l’angolo  eccentrico  UAD  col  vertice  dentro  al  circolo.  !* 
Suppongo  acuto  l’angolo  BAD  e prolungando  BA  , AD  in 

G , È , conduco  GE  parallela  ad  AD,  ed  ho  BAD  = BGE  = 
s(  BD  -4-  DE  ) = BD  -+•  FG  ) ( 416  ) . Se  l’angolo  eccentrica 
è ottuso  come  BAF  , sarà  BAF=  l8o°  — BAD  = ^(BFGDB  — 

BD — FG  ) = j(  BF  -f-  GD);  dunque  l'  angolo  eccentrico  ha 
per  misura  la  n eth  degli  archi  compresi  tra  i suoi  lati  e 
il  loia  prolungamento  . _ 

421.  Determinar  l’ateo  del  circolo  BFMB  che  misura 
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lS.  l’angolo  circoscritto  BAO  col  vertice  faor  del  circolo  ; 
Condotta  GE  parallela  ad  AD,  sarà  BAD  = BGE  = $BF.  = 
*(  BD  — ED)  = J(BD — -Gl).  Se  AD  divo.iga  la  tangente 
AF,  gara  FAB^JfFB — FG);  onde  ge  AM  è l’altra  tan- 
gente,  sarà  FAM  = j(FBM  — FGM  ) . 

FIG  U R E. 

4^2.  Figura  è lo  spazio  terminato  ria  linee 
per  ogni  parte.  Se  son  rette,  la  figura  è rettilinea  ; 
*e  son  curve , curvilinea  . Le  linee  sono  i lati  della 
figura,  e la  loro  somma  ne  è il  contorno  o perime- 
tro. Qui  parliamo  delle  sole  figure  rettilinee  o dei 
poligoni  ; e poiché  per  chiudere  uno  spazio  son  ne- 
cessarie almeno  tre  fette,  il  più  semplice  poligono 
è il  triangolo , figura  di  tre  angoli  e di  tre  lati 
9'  il  cui  simbolo  sarà  A ; indi  viene  il  quadrilatero  , 
figura  di  quattro  lati , il  pentagono  di  5 , 1’  cìo^o- 
»*o  di  6,  1’  ettagono  di  7,1’  ottagono  di  8,  V ennea- 
gono  di  9 , il  decagono  di  lo  ec.  che  tutti  facilmen- 
te si  riducono  al  triangolo  . 

Triangolo  . 

423.  Un  A coi  tre  lati  uguali  si  chiama  equi- 
latero ; con  due,  isoscele  o equicrure  ; se  tutti  son 
diseguali , scaleno . Se  abbia  due  angoli  eguali , di- 
cesi isogonio  , e se  si  consideri  un  suo  angolo  o acuto 
o ottuso  o retto , si  chiama  o acuziango/o  o ottusi- 
angolo  o rettangolo  : il  lato  Apposto  a questi  aagoli 
si  chiama  base , e quando  1’  angolo  opposto  è ret- 
to , anche  ipotenusa  . Ora  due  lati  d’  un  A facen- 
do una  liuea  spezzata , son  sempre  maggiori  del 
terzo  ( 393  ) . 

424.  Un  A ABC  per  i cui  vertici  A,B,C  pas- 
sa  un  circolo  (408),  si  trova  iscritto  nel  circolo, 
e 1’  angolo  ABC  = JADC  ( 419)  > ACB  = |AEB, 
BAG  = iBFC:  dunque  ABC  ACB  -4-  BAG  =* 
^AEFDA  = 180*,  somma  dei  tre  angoli  d"  un  A.# 
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hpò.  Onde  1°.  prolungato  un  lato  CA,  V ungo-  19. 
lo  esterno  BAF  eguaglia  la  somma  de  due  interni 
opposti  ABC  , ACB  j poiché  ABC  — +•  ACB  BAC 

i8o°  = FAB  -4-  BAC:  dunque  FAB  = ABC  -4-  ACB. 

426.  2°.  Un  angolo  cV  un  A è il  supplemento 
della  somma  dei  due  altri;  perciò  duia  la  somma  s 
di  due  angoli  d’  un  A,  il  terzo  è 1800  — s. 

427.  3°.  Un  A ha  un  solo  angolo  retto  o ottu- 
so, e i due  altri  son  sempre  acuti . 

4".  Un  angolo  acuto  a un  A rettangolo  è com- 
plemento dell’  altro  ; oude  se  1*  uno  è a , 1’  altro 
sarà  90°  — a . 

428.  5°.  In  un  A i lati  opposti  agli  angoli  e- 
guali  sono  eguali , e reciprocamente . In  fatti  le  cor- 
de eguali  AB , BC  sottendono  archi  eguali , e reci- 
procamente . 

6°.  In  un  A il  più  grand’  angolo  è opposto  al 
lato  più  grande , il  più  piccolo  al  più  piccolo , e 
reciprocamente . Ma  le  corde  non  crescono  come  gli 
angoli;  e un  angolo  doppio,  per  esempio,  non  è op- 
posto a una  corda  doppia . La  Trigonometrìa  dà  la 
proporzione  di  questi  aumenti. 

429.  70.  In  un  A isoscele,  dato  un  angolo,  ti 
hanno  i due  altri . Infatti  dato  A = C , si  avrà  B = 
l8o°  — 2A:  e dato  B,  si  avrà  2A  = l8o° — B,  ed 
A = C = go°  — gB  . 

8°.  Gli  angoli  opposti  ai  lati  eguali  nei  AA 
isosceli  son  sempre  acuti . 

9”.  In  un  A equilatero , essendo  gli  angoli  tut- 
ti eguali , sarò,  ciascuno  = 6o°. 

430  lo0.  In  qualunque  A DEF  restando  la  stessa  base  e 
DF  e crescendo  i lati  DE  ,FE  e perciò  anche  gli  angoli  ' 
FDE,DF£,  scema  continuamente  l’angolo  E,  onde  se  il 
vertice  E si  allontani  all’  infinito  da  DF  , |’  angolo  E di- 
velta infinitesimo  o nullo,  gli  angoli  FDE,DFE  non  di£ 
feriranno  da  180*,  e i lati  DE  , FE  saranno  paralleli  (414) . 

11°.  Se  un  angolo  d’  un  A sia  infinitesimo  o nullo, 
la  somma  degli  altri  due  sarà  180°. 

43 1 • Se  dal  vertice  B d’  un  A isoscele  ABC  si  2o-- 
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20.  abbassi  la  normale  BP  sulla  base  AC , orni  punto  di 
FU  «ara  equidistante  da  A e C(  4°2-  IH.),  e per- 
ciò la  base  AC  sarà  divisa  in  mezze  in  F. 

Se  «rii  angoli  sulla  base  sieno  acuti,  la  norma- 
“ ' le  calata  dal  vertice,  caderà  dentro  al  A;  se  un 
di  essi  sia  ottuso , caderà  fuori . La  dimostrazione 
è fucile . 

Similitudine  ed  egualità  dei  Triangoli  . 

432.  T)ue  AA  ABC  ,dbf  son  simili  se  bau  tutti  gli 
7 angoli  res[M*ttivamente  uguali,  cioè  se  ABC  = dhf\ 

BAC  = bilf'  e ACB  = dfb  . In  essi  i lati  opf»osti 
agli  angoli  eguali  si  chiamano  omologhi  ; e in  ge- 
nerale le  dimensioni  omologhe  di  due  figure  son  le 
linee  dello  stesso  nome  o -condotto  nella  maniera 
stessa  in  ambedue:  tali  sono  in  due  circoli  i raggi, 

• i diametri,  le  circonferenze,  gli  arclii*di  un  nume- 
ro eguale  di  gradi , le  loro  corde  ec  . 

433.  I.  Due  A A con  due  angoli  respcttieamen- 
te  eguali,  son  simili,  perchè  anche  il  terzo  è egua- 
le in  ambedue  (426):  onde  due  AA  rettangoli  con 
un  angolo  acuto  eguale , son  simili . 

434.  Jf  Due  AA  son  simili  quando  tutti  i lo- 
ro lati  omologhi  son  paralleli , perchè  allora  tutti 
i loro  angoli  son  respettivamente  eguali  . 

435.  111.  Due  A A son  simili  quando  i lati 
dell’  uno  prolungati  se  occorra  , son  normali  ai  lati 
dell'  altro  che  saranno  omologhi  ai  primi . Faccia 
l’un  A un  quarto  di  rivoluzione  intorno  ad  un  pun- 
to fisso  ; tutti  i suoi  lati  diverranno  paralleli  a quel- 
li dell’  altro  . 

436.  TV.  Se  un  numero  di  parallele  DF  , IL  , AC 
taglia  i lati  d’  un  angolo  ABC,  tutti  i AA  BOP, 
BILjBAG  saranno  simili;  perchè  oltre  l’angolo 
comune  B,  tutti  gli  angoli  ÌIIIF  , BTL  , BAC  sono 
eguali  (4*4)- 

43t.  Se  il  A bdf  a’ immagini  posto  aul  A simi- 
le ABC 


Digitized  by  Googl 


)(  'ir  )(  no. 

Ir  ABC  in  modo  clic  1*  angolo  b cada  sul  suo  egua-  22. 
le  B,  « i lati  bd  ,bf  sui  loro  omologhi  BA,BG,  il  e 
lato  df  rappresentato  da  DF , sarà  parallelo  alla  _ 
base  AC.  In  latti  il  A BDF  ( = bdf ) è simile  ad  2 
ABC;  dunque  l’angolo  BDF  BAG  ; e DF  , AC 
Sono  parallele  (414)- 

438.  V,  Due  A A con  due  Iati  e l%  angolo  con - 22V 
tenuto  eguali , sono  eguali  e simili . Poiché  se  il  A 
BCE  oltre  F angolo  C e il  lato  BC , comuni  col  A 
BCA  j abbia  anche  il  lato  CE^=CA,  i A A si  con- 
fonderanno . 

439.  VI,  Due  AA  che  sopra  basi  eguali  han 
no  eguali  gli  angoli  corrispondenti , sono  eguali  e 
simili.  Poiché  se  il  A BCE  oltre  la  base  BC  e Pan- 

{colo  C , comuni  col  triangolo  BCA , abbia  anche 
' angolo  CBE  — GB  A » i A A si  confonderanno  . 

44°,  V1T.  Due  AA  con  tutti  i loro  lati  omologhi 
Uguali  5 Soup  eguali  e simili  . Poiché  se  i AA  ABE  % 
AlMl  oltre  i lati  AB,BE,  comuni  o eguali  ai  lati 
A B , BC  , abbiano  anche  il  lato  AE  ==  AC  , i AA 
«i  confonderanno.. 


441.  Vili.  Due  AA  con  due  lati  e con  un  angolo  non 
« ontenulo  eguali , sono  eguali  e simili  se  V altr'  angolo  non 
contenuto  sia  in  ambitine  della  istessa  specie  . Descritto 
col  raggio  BC  1’  aroo  C6  e condotta  BE  , nei  AA  ABC  , 
ABE  , ove  BC  = BE  , e BA  ed  A sor»  comuni,  o vada  BE 
in  BC  onde  1’  angolo  E diventi  C , o venga  BC  io  BE  on- 
de l’angolo  C diventi  E,  i AA  *>  confonderanno. 

44 2.  Onde  due  oblique  parallele  AB,  CD  com-  .» 

frese  tra  due  altre  parallele  AD.,BCj  sono  eguali. 
oichè  condotte  AF,DE.  normali  a BC , il  A ABF 


«ara  simile  al  A CDE  : ma  ( 4 14)  AF  = DE;  duo-, 
que  (439)  il  A ABF  =?  CDE  ; dunque  AIi^=CI); 
e così  si  proverà  AD  2=  IIC . È facile  anche  il  prò-, 
vare  che  due  rette  le-  quali  cot/iprendono.  due  altre 
rette  parallele  ed  eguali,  sano  eguali  « parallele  v 
443  le  qualunque  A ABC  può  iscriversi  a far- 
ti un  circolo  che  tocchi  tutti  i suoi  lati . Divini  in 


A 
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26.  mew.n  i «Ine  angoli  A,B,  e condotte  dal  punto  F 
d’incontro  le  normali  sopra  i tre  lati,  sarà  il  A 
BI  G — BFE , ed  AFE  = AFD;  dunque  FG  = FE  — 
FI) , raggi  d*  un  circolo  iscritto  . 

444.  Si  ha  pure  A E = AD , DC  = GC  , BG  = 
BE:  e fatti  BC  = g , CA  ==  g',  AB  — g",  e il  semi- 
perimetro del  A - — ^ — •£—  = q , sarà  q — AC  -+■  BG  = 
A B -+DC  = BC  -+  A E , onde  BG  = q — g'=:  s , 

ti 


27. 

28. 
29- 
3c. 

31. 

32. 


, AE: 


DC  = 9 — g"  = 

Son  dunque  determinati  i tre  punti  G,E,D  per 
cui  basta  làr  passare  un  circolo. 

446.  >1  A sia  rettangolo  in  A , 1*  angolo 

FAE,  metà  di  EAD,  ed  il  suo  complemento  AFE, 
saranno  ciascun  di  43  > ed  il  A AFE  isoscele:  quin- 
di AE  = EF  = AD  = q — g (444)  mostra  che  il 
raggio  EF  del  circolo  è il  semiperimetro  meno  1’  i— 
poteuusa  . 

Altri  Polìgoni  e loro  principali  proprietà . 

44fi.  Vi  son  tre  sorte  di  Poligoni:  gli  irregolari 
che  hanno  gii  angoli  e i lati  ineguali;  i simmetrici 
che  hauno  tutti  i lati  .opposti  paralleli  ed  eguali; 
e i regolari  che  hanno  tutti  i lati  e tutti  gli  angoli 
eguali.  I Poligoni  diconsi  isoperimetri  quando  han- 
no un  egual  contorno  o perimetro. 

Il  quadrilatero  simmetrico  si  chiama  Parallelo- 
grammo ; il  regolare,  Quadrato ; il  quadrilatero 
cfm  dii  - Lati  paralleli,  Trapezio ; il  parallelogram- 
mo con  tutti  i lati  eguali  ma  con  angoli  ineguali. 
Rombo  o Losanga  ; e il  parallelogrammo  eoi  lati 
non  tutti  eguali  ma  con  tutti  gli  angoli  retti,  Pa- 
ì al  lei  vg  ramino  rettangolo  , o solamente  Rettangolo . 

Una  retta  AD  che  attraversa  un  poligono  ila 
uu  angolo  all’altro  si  chiama  Diagonale . L’  angolo 
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saliente  ha  il  vertice  fuor  della  figura,  come  ABC-,  33. 
1’  annoio  rientrante  lo  ha  dentro , come  CDE  . 

447-  Le  diagonali  AC,AD,AE  condotte  da  ^ 
un  angolo  A dividono  il  poligono  di  lati  n in  un 
numero  « — 2 di  AA  , come  è chiaro , i cui  angoli 
*on  gli  angoli  stessi  del  poligono  : dunque  la  som- 
ma di  questi  angoli  è S = i8c*(n — 2).  Onde 
1°.  in  un  quadrilatero,  S = 36oc;  in  un  pentago- 
no, S = 54c%  ec.  ; l’angolo  d*  un  poligono  re- 

, , . . ..  . S i8o*(/,  — 2) 

gelare  che  glt  ha  tutti  eguali,  «ira  — = , 

• tanto  più  ottuso  o più  prossimo  a 180°,  quanto  nè 
più  grande  ( 268 ) . 

448.  I supplementi  degli  angoli  salienti  son 
36o°.  Poiché  i salienti  coi  lor  supplementi  soa 
l8o°Xn5  e * «oli  salienti  son  180°  (n  — 2);  dun-  - 
«jue  i supplementi  son  180  n — l8o°  (« — 2)  = 3òo  . 

449.  Vengon  di  qui  vaiie  espiessioni  molto  utili  in 
un  poligono  ad  angoli  salienti  e rientranti  . Posti  s > sa-  -j-r 
lienti  CBA,BAI  ec  , ed  r i rientranti  (o  ••terni.  CDE  o 
interni  abe),  e fatto  tr=l8o°,  si  hi  I n = i + r,  gom- 
ma dei  lati  o angoli:  II.  ( n — 2)  ir  (447).  cioè  III.  ( * -4- 
r — 2 ) «r , somma  degli  angoli  interni:  IV.  CDE  -*-FHI  ec  , 
somma  dei  rientranti  esterni:  V.  2»,  somma  dei  supple- 
menti degli  angoli  salienti  ( 448  J ; e poiché  un  rientrante 
CDE  aggiunge  ai  aupplementi  i due  angoli  ECD-t-DEC  = 

*■  — CDE.  tutti  i rientranti  r daranno  VI  rir  — CDE  — 

FHI  ec.,  somma  di  ciò  che  i rientranti  aggiungono  ai  sup- 
plementi ; dunque  sommate  le  tre  ultime  espressioni,  viene 
VII  (r-+2)>r,  somma  dei  rientranti  esterni  e dei  supple- 
menti. Osservo  di  più  che  il  rientrante  interno  abc~  '2ir — 
CDE;  onde  tutti  i simili  r saranno  Vili,  ari r — CDE  — 

FHI  ec. , somma  dei  rientranti  interni;  e sottraendo  que- 
«ta  dalla  III  , si  ha  IX.  ( » — r — 2 ) ir-t-  CDE  -+  FHI-l-ec., 
somma  dei  salienti  interni  , da  cui  pur  sottratta  la  IV , 
viene  X.  (s — r — 2JK,  differenza  tra  i salienti  e i rien- 
tranti esterni  ec. 

Poligoni  simmetrici  . 

4.O0.  I lati  opposti  d’  un  poligono  simmetrico 
dovendo  esser  paralleli  ed  eguali,  è chiaro  1°,  che 
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il  numero  eli  questi  lati  è sempre  pari  ; 2*.  rlie  ci- 
pri i poligono  regolare  di  numero  pari  di  lati  è sim- 
metrico . Onde  condotte  da  ogn’  angolo  d’  un  poli- 
gono simmetrico  le  diagonali  agli  angoli  opposti,  s 

34.  AA  opposti  ai  vertice,  come  AFB, DFC! , sono  egua- 
e li.  Poieliè  il  lato  AB  è eguale  e parallelo  aH'omn- 

35.  logo  DG  ; dunque  1’  angolo  FDC  — FBA  , FCD  =* 
FAB,  e i AA  AFB , DFC  son  simili:  ina  AB  = 
DC  ; dunque  sono  eguali  . 

45l.  Onde  AF  = FC,BF  = FD  ec. , e tutte  la 
diagonali  AC, DB  ec.  si  tagliano  in  due  parti  eguali 
in  un  punto  stesso  F clic  può  chiamarsi  il  ccntr • 
del  poligono:  perciò  ogni  diagonale  AC,  e ( in  ge- 
nerale ) ogni  rettn  IL  che  passa  per  il  centro  F,  è 
divisa  in  mezzo  in  F,  e divide  il  poligono  in  du# 
parti  etruali  e simili , per  essere  eguali  c simili  i 
AA  FTB , DFL , ed  ATF , LCF  . 

35  452.  Quindi  per  descrivere  un  poligono  simme- 

trico ili  un  numero  dato  di  lati  , per  esempio  di 
sei  , condotte  comunque  per  un  punto  F tre  rette 
ETG  , DFB  , AFC  , prendo  FB  = DF  , AF  = FC , 
EF  = GF  e per  i punti  A , B , G , C , D , E conduco 
AB-BG  ec. , lati  del  poligono:  perchè  i A A AFB, 
DFC  sono  egunli  e simili  ( 438)  » ondo  AB  è egua- 
le e parallela  a DC  ec. 

Poligoni  regolari  . 

--  4-53-  Divisi  in  mezzo  con  le  rette  BC , DC  gli 

angoli  eguali  ABD  , BDF  d’  un  poligono  regolare  , 
e congiunte  FC , GC  ec.  , i AA  CBD,GDF  ec.  so- 
no isosceli  (428)  ed  eguali  (438);  dunque  il  cir- 
colo del  raggio  CB  passa  per  tutti  i vertici  del  po- 
ligono che  perciò  vi  resta  iscritto  . E poiché  nei 
AA  ACB  , BCD  isosceli,  le  normali  CK,CL  dividor 
no  in  mezzo  i lati  AB , BD  ( 43i  ) , e l’ angolo 
CBK  = CBL  , saranno  eguali  e simili  i AA  rettan- 
goli CBK , CEL  ; dunque  CK  = LC:  così  si  proverà 
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CL  = GM  ec.  ; dunque  il  circolo  del  raggio  CK  36, 
i lati  del  poligono , che  perciò 


gli  e 


tocca  tutti 
circoscritto  . 

454.  Quindi  il  lato  di  un  poligono  regolare 
iscritto  è la  corda  d’  un  arco  di  — . 36o°,  posto  ti 
il  numero  de’  lati  : così  il  lato  di  un  A equilatero 

iscritto  è la  corda  d’ un  arco  di  — . 36o*  = 120*. 

3 

455.  J.  Iscrivere  in  un  dato  circolo  un  A equi- 
latero . Col  punto  11  della  circonferenza  come  cen- 
tro , e eoi  raggio  BC , descrivo  1'  arco  ACD  clic  ta- 
glia in  A , D la  circonferenza  : per  A , D conduco 
AD  , e presa  AG  ==  AD , il  A ÀDG  sarà  equila- 
tero . Poiché  condotte  AB  , BD  , i AA  AGB  , BGD 
•ono  equilateri  : dunque  gli  archi  AB , BD  son  di 
6o°,  e F arco  totale  ABD  di  120°,  la  cui  corda  è 
il  lato  del  A equilatero  (454). 

456-  Poiché  T arco  ABB  è di  60°,  la  sua  cor- 
da AB  è il  lato  dell’ esagono  regolare:  ma  AB  = 
CB  ; dunque  il  lato  dell ’ esagono  regolare  iscritto 
è eguale  al  raggio . Se  P arco  AB  si  divida  in  mez- 
zo , la  corda  di  questa  metà  sarà  il  lato  del  dode- 
cagono ; il  che  può  dirsi  di  tutti  gli  altri  poligoni . 


457.  Nel  A isoscele  BAC  la  normale  A Q divide  in 
mezzo  il  raggio  CB=r;  dunque  CQ  = $r  o y'f  ACl — 
CQ*  ) =»  AQ  = £»V 3 > dunque  2AQ  = rV 3 , lato  del  A «- 
quilatero  . 

4-58.  II.  Iscrivere  un  quadrato  in  un  dato  cir- 
•olo . Condotti  i diametri  AD,BF  normali  l’uno 
all’altro,  essi  taglieranno  la  circonferenza  nei  pun- 
ti A,B,D,F  e le  corde  AB,BD,DF,FA  daran- 
no il  quadrato,  per  esser  gli  ardii  AB  = BD  = 
DF  = AF  = 9o°. 


'Xof  t 
* 


459.  Onde  fatto  il  raggio  AC  = r,  si  avrà  il  lato  del 
quadrato  AF  =.y/(  C A* -4- CFJ  )=  r^/2 . Del  resto  anche  ap- 
plicando nel.  circolo  i lati  Afé  dell’ esagono  e KF  del  do- 
decagono (456)  si  avrebbe  il  lato  AF  del  quadrato;  poi- 
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37.  thè  essendo  l’arco  AK  = 6o°  e l’arco  KF  = 30*  (454), 
sarebbe  AKF  = 6o°  30°  = 90°. 

460.  III.  Iscrivere  in  un  circolo  dato  un  decagono  re- 
golare . Sia  AB  il  lato  richiesto,  e si  conducano  i raggi 
AC,BC  e la  retta  BE  che  divida  in  mezzo  l’angolo  ABC. 
Ora  l’angolo  ACB  = 36°;  dunque  l’angolo  ABC  = BAC  = 
72°:  ma  BE  divide  in  mezzo  1’  angolo  ABC;  dunque  ABE  = 
360  = ACB  ; dunque  i AA  ABE  , ACB  son  simili;  dunque 
AE  : AB  : : AB  : AC  ; ma  I'  angolo  EBC  = 360  = ACB  ; duo* 
que  il  A CEB  è isoscele,  e perciò  EB  o AB  = EC,  ed  AE: 
feC  : ; EC  : AC  : se  dunque  si  divida  il  raggio  AC  in  medi* 
ed  estrema  ragione  nel  punto  E (494),  il  maggior  segmen- 
to EC  sarà  il  lato  AB  del  decagono  regolare.  Fatto  AC  = 
r,EC=AB  = x,  sarà  AE  = r — x,  e si  avrà  r — x-.xi: 


39. 


*C. 


x : r : onde  xx  H-  rx  = rr  , c * 


—■  ( — i V5  ) » l«o  del 
2 


decagono  . 

461.  IV.  Iscrivere  in  un  circolo  un  pentadecagono  re- 
golare . Presa  AB  eguale  al  raggio  c condotta  AD  eguale 
al  lato  del  decagono,  la’ corda  BD  saia  il  lato  del  penta- 
decagono. In  fatti  l'arco  ADB  = 6o°,  l’arco  AD  = 36% 
t 60  — 36  = 24,  arco  del  pentadecagono  ( 454) . Potrà  dun- 
que aversi  anche  un  arco  di  12*,  e di  6°,  e di  3°  (407)  , e 
una  circonferenza  sarà  divisibile  in  120  parti,  ciascuna  di  3*. 

462.  Colla  Geometrìa  Elementare  iscrivonsi  dunque  in 
un  circolo  i poligoni  regolari  di  3,6,  12  lati  ec.  (456), 
di  4, 8 , 16  ec.  (468),  di  5,  10  ,20  ec.  ( 460) , di  15 , 30, 6» 
«c.  (461).  Ma  gli  altri  non  posson  iscriversi  senza  risol- 
ver dell’ equazioni  tanto  più  alte,  quanto  è maggiore  il 
numero  dei  lati,  come  vedremo. 


463.  Per  circoscrivere  a un  cerchio  dato  un  jio- 
li <rono  regolare,  vi  si  iscriva;  e dal  centro  C abbas- 
sata sopra  AD  la  normale  GB,  si  faccia  passar  per 
B la  tangente  EBP  che  incontrerà  in  E ed  Fi  rag- 
gi GA,CD  prolungati;  quindi  da  F si  conduca  la 
tangente  FMG  fino  al  raggio  CT  prolungato , e co- 
sì successivamente  ; saranno  EF  , FG  ec.  i lati  del 
poligono  cercato  . Poiché  condotto  il  raggio  GIVI , i 
AA  rettangoli  (4lo)  FCB , PCM  colla  base  comune 
CF  e col  lato  CB=CM,  avranno  aneliti  FB  = FM 

(419 -4°)  e Per<fiù  gli  angoli  BFC  = CFM(44°)  « 
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r»CF  = FCM  8=  MCG  , onde  FM  = MG  ed  EF  = 40. 
FG  = ec.  ; dunque  ciascun  lato  de^ poligono  F.FGH 
ec.  tocca  il  circolo  BIVI N ec.  ed  è perciò  circoscritto. 

464.  Se  CA=r  e AD  = A,  laro  del  poligono  iscritto, 
si  Bvr'a  A Q = ib  e QC  UV(  4^  — b*  ) ) : CB  ( r ) : : AD  ( b ): 

EF  = — - — r , Iato  d’ un  simil  poligono  circoscritto. 

V<4r  — b ) 

Onde  il  lato  del  quadrato  circoscritto  è 3 r , quello  del  & 
equilatero  è 2ry  3 , doppio  del  iato  dell’  iscritto  ec. 

Linee  rette  proporzionali  . 

465.  Se  una  prima  retta  sta  ad  una  seconda. 
pome  una  terza  ad  una  quarta,  queste  rette  son 
proporzionali  fra  loro  direttamente : ina  se  la  prima 
sta  alla  seconda  come  la  quarta  alla  terza  , le  due 
prime  son  proporzionali  reciprocamente  alle  secon- 
de . Se  la  prima  sta  alla  seconda  come  la  seconda 
alla  terza,  la  proporzione  è continua , e diverrà  u- 
na  progressione  se  la  prima  sta  alla  seconda  come 
la  seconda  alla  terza,  come  la  terza  alla  quarta, 
re.  In  generale  tutte  le  proprietà  dimostrate  delle 
quantità,  convengono  anche  alle  linee,  rette  propor- 
zionali . Del  resto  , qui  si  tratta  di  proporzioni  e 
progressioni  geometriche  . 

466.  Prese  sulla  retta  AB  le  parti  AD s=DG=  . 
Gl  ec.  e condotte  le  parallele  DFSGH,TK  ec.  sul-  ^ ’■ 
la  retta  AC , saranno  le  parti  AF  = FH  = HK  ec. 
Poiché  condotte  DE,GR,IS  parallele  ad  AC,  i A& 
ADF*DGE,GTR  saranno  eguali;  dunque  AF  = 

DE  = GR  = FH  = HK  = ec.  ; dunque  AD  : AF  : : 

DG  : FH  : : Gl  : IIK  , e perciò  AP  somma  di  tutti 

gli  antecedenti,  sta  ad  AQ  somma  di  tutti  i con- 
seguenti , come  un  antecedente  AD  al  suo  conseguente 
AF,  o come  un  numero  di  parti  di  AB  al  numero 
stesso  di  parti  simili  di  AC,  per  esempio  AG:  AH:: 

A 1 : AK  : : DI  : FK  ec.  ( 212  ) . 

467.  Dunque  j°.  Se  due  rette  AE , AD  son  ta-  4-' 
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42.  gliate  da  due  opiù  parallele  ED,CB,  le  lorm  parti 
CE,  BD  son  prfyorzi ornili  alle  rette  intere  AE  , AD. 

/jG8.  Se  i A A ABC , nt»c  son  simili,  tutti  i la- 
ro lati  omologhi  son  proporzionali . Poiché  se  1’  an- 
gelo  B = b , presa  sopra  AB  la  parte  DB  eguale 

* ' al  lato  omologo  ab  , e condotta  DF  parallela  ad 
e AG  j i AA  BDF  , ale  saranno  eguali  (4?9) : ma  AB: 

44’  HC  : : BD  : BF  ; dunque  AB  : BC  : : ab  : bc  . Si  prove- 
rà egualmente  che  AB  : AC  ::  ab  : ac,  che  AC:  GB:: 
ac ;cb . 

469.  Reciprocamente,  i AA  ABC  , nbc  son  simi - 
li  se  hanno  lutti  i loro  lati  omologhi  proporzionali , 
Per  la  costruzione  passata,  i AA  DBF,  ABC  son  si- 
mili ; dunque  AB  : BD  : t AG  : DF  : : CB  : BF  ; ma  per 
ipotesi  AB  : ab  ( = DB  ) : : AC  : ac  : : BC  : bc  ; dunque 
DF  = ac  c BF  = bc  ; dunque  i AA  BDF,  abe  so- 
no eguali  c simili  ; e poiché  il  primo  è simile  ad 
ABC,  lo  sarà  anche  il  secondo . 

470.  I A A ABC  , ahc  son  simili  se  hanno  un 
angolo  eguale  B e b,  e<l  i lati  intorno  a quest'  an- 
golo proporzionali , Fatta  la  solita  costruzione,  AB; 
BC  : iab:bc::  BD  (=zab):  BF  : dunque  BF  = bc , 
onde  DF  = ac  j dunque  il  A abe  ò eguale  e simi- 
le a BDF  c perciò  ad  ABC . 

< 471.  Diviso  un  angolo  A d’ un  A ABC  in  mez- 

zo  con  la  retta  AD,  i lati  BA,AC  saranno  pro- 
porzionali ai  segmenti  BD  , DC  . Poiché  se  BF  pa- 
rallela ad  AD  incontri  in  F il  lato  AC  prolungalo* 
si  avrà  BD  : DC  : : F A : AC  : ma  1’  angolo  DAC  = 
DAB  = ABF  = BFC  ; dunque  il  A FAB  è isosce- 
le , onde  FA  = AB , e BD  : DC  : : BA  : AC . 

. 472.  E le  parti  di  due  rette  che  si  tagliano 

®4*  tra  le  parallele,  son  propirzionali  alle  rette,  intere. 

* IfjZ.  Se  dal  vertice  dell’  angolo  retto  A si  ab- 
j bassi  sul/'  ipotenusa  BC  la  normale  AD,  t°.  i AA 
*7’  BAD  , ADC  saranno  simili  tra  loro  e al  triangolo 

totale  BAC:  2°.  la  normale  Al)  sarà  media  pro- 
porzionale Ira  i segmenti  BD;  DC  : 3°.  ciascun  latq 

AB  « 
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AB  o AC  sarà  medio  proporzionale  tra  V ipotenusa  47. 
BC  e il  segmento  adiacente  a questo  lato , cioè  BC: 

AB  : : AB  : BD , e BC  : AC  : : AC  : DC . 1°.  I AA  ret- 
tangoli BAD, BAC  hanno  l’angolo  ^ comune,  e i 
AA  rettangoli  ADC  , BAC  hanno  comune  1’  angolo 
C;  dunque  son  simili,  e due  AA  simili  ad  uno  stes- 
so, lo  sono  anche  tra  loro.  II".  I AA  simili  BAD, 
ADC  danno  BD  : AD  : : AD  : DC , e però  AD1  = 

BD  X DC  . IIP.  i AA  simili  BAD  , BAC.danno  BD  : 

BA  : : BA  : BC  , e i AA  simili  BAC  , ADC  danno 
DC : AC  : : AC : BC . 


474.  Dunque  BA2  = CB  . BD,  CA2  = BC  . CD, 
BA2  h-  CA2  = CB  ( BD  -+  CD  ) = CB2,  cioè  nel  A 
rettangolo  il  quadrato  dell ’ ipotenusa  eguaglia  la 
somma  de ’ quadrati  dei  lati . 

475.  Sia  AB  = a , AC  = b , BC  — c,e  sarà  c2  = 
a2  -4  &2;  onde  dati  due  lati  d’  un  A rettangolo,  si 
ha  il  terno  : così  c = \/(  a2  -+•  b2  ) , b = \/(c2  — a 2), 
a = \/(  c2  — b2  ) . Se  a = b , sarà  c = a y/2  : ma  c 
è la  diagonale  del  quadrato  AD;  dunque  là  diago- 
nale è incommensurabile  col  lato  del  quadrato . 

476.  Se  dal  vertice  A d'  un  A ABC  si  abbassi 
sulla  base  BC  la  normale  AD  , e sia  BC  = a,AB  = 
b , AC  — d,  avremo  b2  — DB2  = AD2  = d2  — DC3  = 


d 2 — (o+=DB)2,  preso  il  segno  di  sopra  se  la  nor- 
male è dentro  : dunque  DB  = — — — e DC  = 


fc  'la 


48< 


49. 


° ^ — . Quindi  poiché  d2  = b2  — DB2  4(a+: 

DB)2  = b2  -+  o2  :}=  20.  DB  , nei  A A acuziangolo  e 
ottusi  angolo , il  quadrato  della  base  AC  eguaglia  i 
quadrati  dei  lati  AB , BC  meno  o più  il  doppio 
rettangolo  del  lato  BC  su  cui  cade  la  normale , 
nella  retta  DB  còmpresa  tra  la  normale  e l’  altra 
lato  AB. 

Proporzionali  nel  Cìrcolo  . 


477.  X40  normale  o ordinala  MP  condotta  da  ^o. 

A a 


FIG.  )(  *86  X 

5o.  un  punto  qualunque  M della  circonferenza  AMB 
sul  diametro  AB , è media  proporzionale  tra  i seg- 
menti o ascisse  AP,PB.  Condotte  AM, MB,  il  A 
AMB  è rettangolo,  onde  MP1  = AP  X PB  (47^)  * 
ed  MP  = y^P  . PB  . 

478.  Sia  il  diametro  AB  = 2r,  P ascissa  A P =s 
« , onde  1’  altra  ascissa  BP  ac  2r  — x , e P ordina- 
ta PM  — y ; avremo  generalmente  y'~  = ( 2r  — x)x 
= 2 rx  — xz , equazione  fondamentale  che  esprime 
la  proprietà  del  circolo  d’aver  sempre  il  quadrato 
d’  ogni  sua  ordinata  eguale  al  prodotto  dell’  ascisse 
corrispondenti.  Perciò  si  chiama  questa  V equazione 
al  circolo  , dal  cui  punto  *M  conducendo  la  tangen- 
te MT  fino  all’  incontro  dell’  asse  AB , si  avrebbe 
la  normale  CM  = r,  la  sunnormale  CP  = r — x , 


, v 2 rx — x . 

la  suttangcnte  ri  = — = — atteso  il  A 

rettangolo  CMT,  ec.  ec. 

42  J.  Se  sia  CP  =x , posta  nel  centro  C P origine  dell’  a* 
scisse  , il  A rettangolo  CPM  dark  I’  equazione  y 1 = r*  — 
che  esprime  la  stessa  proprietà  del  circolo;  ma  la  sut» 

tangente  diverrà  PT  = - — , e PT  -+  CP  = CT  = — } 

x a: 

di  qui  la  proporzione  CP  : CA  : : C A : CT  , onde  è facile 
conoscere  il  punto  T c condurre  al  dato  punto  M la  tan- 
gente TM  , la  cui  espressione  si  ha  dal  A rettangolo  T.MC 
Che  dà  TM  = AS  ( 418  ) = ±Z  V(  CT1  — CM1  ) = ±= 

^{r—  — r3)  = ±=  — Vi’’  — **)• 

480  Da  questa  doppia  espressione  della  tangente  AS 
si  raccoglie  i°.  che  come  il  negativo  si  oppone  al  positivo, 
così  la  tangente  negativa  dee  opporsi  alia  positiva  ; onde  se 
AS  presa  al  di  sopra  di  AB  sia  la  positiva,  AS'  presa  al  di 
sotto  sarà  la  negativa  ; e ordinariamente  (108)  il  valor  ne- 
gativo d'  una  di  ne  a dee  prendersi  in  arri  senso  contrario  a 
quello  in  cui  si  prese  il  positivo:  2®.  che  fatta  per  esem- 
pio , CP  = x = — , verrà  AS  = ±=  — ; e fatta  x = o , verrà 
5 4 

AS  = t 00  : ma  presa  x negativa , cioè  da  C verso  B , • 


\ 
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fetta  CP'  = — *«=  — —,  verrà  AS  = =p  j e fetta  — * = ^°* 

5 „ 4 

— r,  verrà  AS  = 0:  cioè  la  tangente  AS  ha  successi  vanaen- 

• . V Qr  Or 

te  i valori  -+  — , oo,  — — , o , -t , — so,  — — ec. , • 

4 . . 4 4 .4 

cominciando  positiva,  passa  per  1’  infinito  e divien  nega- 
tiva, passa  per  zero  e torna  positiva,  ripassa  per  l’infini- 
to e ritorna  negativa  ec  : quindi  in  generale  le  quantità 
èlle  continuamente  variando  , passano  per  V infinito  o par 
aero  , si  cangiano  di  positive  in  negative  e di  negative  in 
positive  : onde  giacche  le  linee  variabili  passon  passare  per 
1’  infinito  o per  zero  senza  prender  sempre  un’opposta  si- 
tuazione, la  contrarietà  dei  segni  non  sarà  sempre  un  in- 
dizio della  diametrale  opposizion  delle  linee. 

481.  Le  parti  di  due  corde  che  si  tagliano  in  * 
iin  circolo  snn  reciprocamente  proporzionali , e si  ha 
CF  : AF  : : FB : FD , ovvero  CF  X FD  = AF  X FB  • , 
Poiché  condotte  AG  , BD  , i ùù  ACF , FBD  in  cui  ^ 

F angolo  GFA  — DFB  , e GDB  = GAB  (419)  son 
•iiniìi , onde  CF  : AF  : : FB  : FD  . 

Con  ciò  ppsson  risolversi  i due  seguenti  problemi . . 

_ 1°.  Condurre  per  il  dato  punto  A la  corda  BAD  tale  c. 

che  sia  AD:  MI:: min.  Conduco  per  A il  diametro  FG  , 
ed  essendo  dato  il  punto  A , è nota  la  sua  distanza  AC  dal 
centro  C.  Sia  dunque  AC  = b,  CF  = r , AD  = e sarà 

A3  = — , BA  X AD  = — = FAX  AG  * r*  — onde 

ni  m 

AD  = X = y ( r*  _ ) ] , e AB  = >y/[£  ( r*  - b!  )] . 

11°.  Condurre  per  un  punto  A una  corda  BAD  eguale 
alla  data  retta  c.  Hitenute  le  denominazioni  di  sopra,  sa- 
rà AB  = c — *•  e AB  x AD  = ca.-  — - a*  — r1  — &*  ; onde 


AD  = x = 

VU*  - 


V ( C1  -h  4 ò*  — 4 r1  ) 


4 b' 


3 

4r*  ) 


e AB  = 


482.  Le  parli  esteriori  AD,  A E di  due  secan- 
ti AB  , AG  condotte  da  un  punto  A fuori  (C  una 
circonferenza  , son  reciprocamente  proporzionali  al- 
fa intere  secanti , e ai  ba  AD  : A E : : AG  : AB . Foi- 
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33-  che  comi  otte  BE  , DC  , i AA  simili  ABE  , ADC , 
clic  oltre  1’  angolo  comune  A hanno  eguali  gli  an- 
goli B , G , danno  AD  : AE  : : AC  : AB , onde  AD  X 

ab  = aexac. 

483.  Se  una  delle  secanti  divien  la  tangente 
AM,  questa  sarà  media  proporzionale  tra  la  secan- 
te intera  AB  e la  sua  parte  esteriore  AD  . Condot- 
te MD , MB , i AA  simili  AMD  , AMB , che  oltra 
l’angolo  comune  A hanno  eguali  gli  angoli  AMD, 
ABM  (418 . 419)  » danno  AD  : AM  : : AM  : AB  , « 
AM1  = AD  X AB  . 

484.  Nel  quadrilatero  formato  da  quattro  cor- 
de , il  prodotto  BD  X AC  delle  diagonali  eguaglia 
i prodotti  BA  X DC  -t-  BC  X DA  dei  lati  opposti . 
Fatto  F angolo  CDF  = ADB  , i AA  CDF  , ADB  , 
in  cui  anche  DCF  = DBA , danno  DC  : CF  : : DB  : 
BA,  onde  I.  DC.BA  = DB.CF;  e i A A ADF, 
CDB,  in  cui  oltre  ADF  = CDB,  anche  DAF  = 
DBC  , danno  DA  : AF  : : DB:  BC  , onde  TI.  DAX 
BC  = DB  . FA  . Sommo  I e II , ed  ho  DC  . BA  -+ 
DA  . BC  = DB  ( CF  -+  FA  ) = DB . CA  . Quindi  se 
sia  AC  = m , CB  = n , BA  — d , e un  diametro 
CD  = 3 r , condotte  le  corde  BD , DA , avremo  2 rd  == 
m . BD  -4-  n . AD  : ma  BD  = \J{  l\ r1  — ri1  ) e AD  =s 
y/(  ty*  — m*  ) ; dunque  3 rd  = m \/(^r2  — n*  ) -4- 
n^/ ( 47-1  — mZ  ) 5 equazione  che  scioglie  i seguenti 
Problemi . 

485.  I.  Date  le  corde  AC  = m , CB  — n di 
due  archi , trovar  la  corda  AB  — d della  loro  som-» 


56. 


ma . Si  avrà  d=~  l^r1  — ri1  ) -+■  — v/(4r*  — w*1)» 


2 r 


ar- 


che pur  si  ha,  condotti  i raggi  FP,FQ  normali  allo 
corde  AD  , DB  , e la  PR  parallela  a DB  : poiché 
AP  = PD  ==  RB  (406 . 416)  ; perciò  AP  -+  PDQB  =5 
RB  -+  BQDP,  ed  AB  = PR  = d. 

Onde  se  i Iati  del  dodecagono  e dell’  esagono  tieno 

AC  =s  m = r ( V—  — V—  ) come  troveremo  or  ora , e BC  a; 

* '.  2 3 
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n = r (456)»  V ( 2 -+•  V3)  = V-^  *+  V—  (l7*)»V*t-  ^ 

tà  AB  = d = 2rV—  = 1V2»  lato  del  quadrato  ( 459) . 

2 

» 

486.  II.  Date  le  corde  AB  = d,BC  = n di  due 
ardii,  trovar  la  corda  GA  = m della  lor  differenza. 

Si  avrà  m = — ri1)  — — ^/(  4f*  — d1)  • 

Onde  se  AB  , BC  sieno  i lati  dell’  esagono  e del  de-  •' 
csgono  , sieno  AB  — d = r , c BC  = n = — ( — 1 *+  V5  ) 

(460),  verrà  CA  = m = — [■%/ (io  — *-2^ 5 ) V3  — V*5 }» 

4 

lato  del  pentadecagono  ( 46 1 ) . 

487.  III.  Data  la  corda  AC  d’  un  arco , trovar  la  cor- 
da AB  — d del  suo  doppio.  Sarà  dunque  AC=/n  = CB  = 

n , e perciò  d = — V (4r*  — *9*  ) • 

Onde  »e  il  lato  del  decagono  aia  AC  * CB  = m = 

— ( — I -+  V5  ) (460),  verrà  BA  =j  d = r^M°— 

2 * 
lato  del  pentagono  (146). 

488.  IV.  Data  la  corda  AB  = d d’ un  arco,  trovar  la 

corda  AC  della  sua  meta  . Sarà  dunque  AC  = m = CB  = 
n , e perciò  dr  = ( 4r*  ni*  ),  ed  m = y'  [ 2r  rV,(4r  ' 

d*  ) ] • 

Onde  fatto  <£  = r ( 456  ) , il  lato  del  dodecagono  sarà 

AC  = m = rV(  2 - V3)  = ' Wi  — V “)(,74):  folto  d = 

r^/(2  _ ^/3),  il  lato  del  poligono  di  24  lati  sarà  m=s 
T/J [ 2 • — \/(  2-V  \/3)l  eo-  Hatio»en*e  fo‘t0  d = rV2  (485)> 

il  lato  dell’  ottagono  sarà  »n=»V(  2 — \/2):  fattod  — 
fV(2'-“Va)>  il  l#t0  del  p®l'gono  di  16  lati  sarà  m =s 

»V[  2 — ^(2  -+.^2)]  ec.  Cosi  fatto  d = ~ ( — I *+•  Vé  ) 

(460),  il  lato  del  poligono  di  20  lati  aarà  n*  = »Vl2' — 

àVi'o-t-sVS)]  «c- 

489.  V,  Trovare  il  circolo  , che  passa  per  tre  punti 


# 
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60. 


A , B , C . Si  avrà  r = ■ 


dmn 
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: Se 

v'  ( 4 d'm1  — [ d.1  -+-  m*  — ■ n 1 ] 1 ) 
il  A ABC  è rettangolo  , sì  ha  r = \d  ; dunque  il  centro 
del  circolo  cade  allora  nel  mezzo  di  AB  , ciò  che  è evi- 
dente per  altra  parte . 

Problemi  sulle  proporzionali  . 

490.  I.  Date  tre  rette  a ,b  ,c  , trovare  una  quarta 

bc  , 

proporzionale  — . Sulle  due  rette  AD , AE  in  ango- 
lo , prendo  AB  = a , AD  — c , ed  AC  = b ; condot- 
te CB,  e DE  parallela  a CB  5 i-AA  simili  ACB  » 

AED  danno  AB  : AC  : : AD  : AE  = — . Si  ha  lo  stes- 
ti 

So  coll’  intersezione  di  due  rette  fra  due  parallele 
(4  7*2  )•  Se  si  voglia  una  terza  proporzionale  a due 
date  a , lì , la  costruzione  sarà  la  stessa,  e solo  bi- 
sognerà. prendere  AD  = AC  . 

491.  TT.  Trovar  tra  due  rette  a , b una  media 
proporzionale  \J  ab.  Sull’  indefinita  APB  prendo  AP  = 
a , BP  r=  b , e descritto  un  semicircolo  del  diametro 

AB,  sarà  la  perpendicolare  PM  = sj  ab  ( /| 77 ) . 

492.  ITT.  Dividere  una  retta  a neHa  ragione 
in  cui  è divisa  l’altra  AB.  Da  A conduco  AC;=a, 
che  faccia  con  AB  un  angolo.  Unisro  i punti  C , B, 
e dai  punti  di  divisione  I , F , D di  AB  conduco  pa- 
rallele a CB  le  rette  DE  , FG  , TH , e si  avrà  (467) 
AB:  AC::  Al  : AH:  : IF  : HG:  :FD:  GE  : : DB  : EC  . 

4q3.  IV.  Dividere  una  retta  AB  in  un  nume- 
ro n di  parti  eguali . Da  A conduco  1’  indefinita 

AC,  e preso  gopra  di  essa,  un  numero  n di  parti  tv 
guali  AE  , EG  ec. , conduco  CB  e le  rette  LK  , IH 
ec.  parallele  a CB  : dunque  AB  : AC  : : AD  : AE  : : 
DF:  EG:  : FH  : Gl  ec.  Ora  AE  = EG  = Gl  ec.  = 

dunque  AD  = DF  = FH  ec.  =s  . 
n n 

494.  V.  Dividere  una  retta  data  AB  in  modiu 
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ed  estrema  ragione , cioè  in  modo  che  U maggior  Gl. 
■egniento  FB  sia  medio  proporzionale  Ira  1*  intera 
AB  e il  minor  segmento  ÀF . Si  alzi  da  A la  nor- 
male AC=gAB,  e condotta  CB,  prendasi  FB  =s 
CB  — AC  . Dunque  CB1  = ( FB  -+-  AC  )*  = AC1  -+■ 

AB1  cioè  FB*  = ABZ  — 2AC  X FB  = AB1  — ABX 
FB  = AB  X AF  ; dunque  AB  : FB  : : FB  : AF  . 


Costruzion  geometrica  dell’  Equazioni  determinati 
del  primo  e secondo  grado 


♦ 


Costruir  geometricamente  un’  equazione  è un  trovare 
in  linee  i valori  dell’  incognita  . Se  1’  equazione  è del  pri- 
mo grado,  il  valore  si  determina  coll’ intersezione  di  linee 
rette  : se  è del  secondo  grado , i due  valori  si  trovano 
coll’  intersezioni  della  circonferenza  del  circolo  e d*  una 
retta  : ma  se  I’  equazione  è più  alta  , vi  vogliono  differen- 
ti curve , la  cui  descrizione  è si  difficile , che  i metodi  pu- 
ramente algebrici  danno  radici  assai  più  approssimate . 

495.  Se  si  ha  ^ = x , si  prenderà  (490)  una  quarta 
b 

proporzionale  dopo  b , a , c e si  avrà  il  valore  di*.  Se*  = 


mbc  . , . ab  cm  . . 

, si  prenderà  m—  — , e dipoi  n = , e si  avrà  n — xi 

ds  de 

e nel  modo  stesso  si  costruirà  tì  eCi  Ma  se  ^ nu* 

b bx  b 


, „ . . abe  •+  ccd  -i-  mnp  . , , 

merator  della  frazione  sia - , si  prender* 

r9 

tome  sopra,  k = , t = ed  f = , ed  unendo  in- 

rq  rq  rq 

sieme  k , i ,f,  si  avrà  una  retta  eguale  alla  frazione  pro- 
posta . Se  poi  sieno  complessi  il  numeratore  e il  denomi-. 

natore,  come — si  prenderà  Z=*h e la  fra- 

mie  -+  nh  m 

. . abe-befff  . . . _ 

zinne  diventerà 7-—»  che  « costruirà  come  sopra  . Pa- 

lm 


«mente  avendo  da  costruire  # 


_ abc‘-  -t-  -t-  nnqk  — m}p 

q1i — klq  -+  tmd 
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. , . - kl  cmd  . x abcc  ah 

si  prenderà.  / = i 1 C ti  avrà  x = — -+-Ì- 

i il  m f 

okn  rrjp  , 

— - che  si  «a  costruire , 

fi  fil 


Talora  la  costruzione  è più  facile.*  casi  x = 


ab  -+bc 


i quarta  proporzionale  dopo  c-\-d,a-bc,b:x. 

i quarta  proporzionale  dopo  c , a •+  b , a — • b : ed  x ; 

■ mm 


C -4-  d 
a1  — 6* 


ab  ..  cm  • ...... 

, -,  presa  m = — , diventa  x — — , quarta 

abc  -t-  c*  r c m-4-c 

proporzionale  dopo  m •+  a , c — m , m . 

496.  Passiamo  al  secondo  grado.  Se  sia  x — ^am.,  pren- 
do una  media  proporzionale  tra  a ed  m , e quesjn  dà  x . 
Se  x =^{ab  -+  bc  ) , prendo  una  media  proporzionale  tra 

bc 

b e a -+  c } se  x = y'(  ■+  6c  ) * fatto  ni  = — , sarà  X — 

a 

...  . /ab1  -t-  ccZ* 

( a -+  m ) che  si  sa  costruire  : e se  x — \/  — A-  ■ , presa 

' ab  , 

m — ed  n — 

c 


ci * 


6-fc 

, verri  x =z+Jb{m-\-  n ) 


b -+  c b(b-+v) 

497.  Sia  ora  x = \Z(a*  — £>*)}  una  media  proporziona- 
le tra  a -4-  b ed  a — b dark  x . Si  può  anche  costruirla 
_ descrivendo  col  diametro  AB  =a  un  semicircolo  ACB-,  ap- 
plicatavi  la  corda  AC  — b ed  unita  CB,  questa  satana* — b *), 
per  esser  rettangolo  il  A ACB  . Dovendo  costruire  bx) 

r b* 

si  prenda  m = — , e poi  una  media  proporzionale  tra  a ed 
r a 

a-t-m:  ma  è più  semplice  il  valersi  d’ un  triangolo  ret- 
tangolo ACB,  i cui  lati  AC , CB  sieno  a e ò;  l’ ipotenusa 
AB  sarà  vH®*-**^*)1  §e  **  abbia  ^ (ab  -+bc  -t-  df)  , ti 

prenderà  (495)  m = e il  radicale  diventerà 

Jdm.  Ma  data  y/(a* — \) , si  farà  c*-+dJ=a 

ab  -4-  cd 


ai  , ab -fredda *,  £^-=p,  e verrà  V (a1— p*). 
n 

498-  Per  costruir  ( a1  -4-  b1  -4-  c1  -*■  d*  -+  ec.  ) si  prei 
da  AB  = a , e condotta  BC  = b normale  ad  AB  , sarà  CA*; 
a1  •+  b * -,  condotta  pure  CD  = c normale  a CA , saia  AD* . 


# 
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na  -+  by  -+  c1  ; condotta  DE  = d normale  a D A sarà  AE*= 
a -+bx  -i-  c1  -f-  li1  ec-  ec.  5 onde  1’  ultima  ipotenusa  AF  = 

( a -4-  b*  -f  c*  ec.  ).  Se  alcuni  dei  quadrati  aieno  negati- 
vi, si  prenda  un  sol  quadrato  m1  eguale  ai  positivi,  e un 
altro  n~  eguale  ai  negativi,  e si  avrà  — ”*  ) • 

499.  Posson  ridursi  a queste  tutte  1’  alti c quantitk  ra- 
dicali. Sia  ( bo  -+  ani  -+•  dn  ) : si  farà  bc  — i' , ariteli1, 
d/i  = l1 , e dovrà  costruirsi  V ( i*  -4-  k1  -4- 1*  ) . 

500  Avendo  più  radicali  come  V [/’-+■  5 — &*)J, 
si  fa  V ( à*  ■ — b1  ) = c , quindi  ( f*  -+  gc  ) = n . Per  co- 
4 .4  4 

Struire  y/a'c , farei  acm=  m*,  e avrei  (y/a,m*=^am  = y'a’c. 

Così  ^àbcd  si  costruisce  prendendo  ab  = m* , cd  — n* , on- 

4 4 _ 
de  y/'abcd  = ^/mn  . Infine  y [a*Jg  befk — a*/},  fatto 

_ ,/àr  . - - - 4 


m = — 

a 


■ /,  diviene  Ingenerale  ogni  quan- 

titk composta  di  radicali  del  secondo  grado,  del  quarto, 
dell’ottavo  ec. , puh  sempre  costruirsi  col  circolo. 

501.  Si  è supposto  fin  qui  1°.  che  la  quantità  data  fos- 
te omogenea  ; non  lo  essendo  , come  — , si  renderà 

a"  -+  c 

tale  col  moltiplicarne  i termini  per  diverse  potente  di  f—  l', 

a^4-  f‘  b 

502.  Abbiam  supposto  2°.  che  la  quantità  data  abbia 
una  sola  dimensione  ; se  ne  ha  più  , sarà  facile  di  ridurla 

■d  un  monomio  della  stessa  dimensione  . Sia  * — — — j 

m -4-  n 

. . ab  •+  fg  . . abe  -+  bfg 

prendo  (495)  p = — , ed  ho  pc  = • • 


ciò  che  non  cangia  il  valor  della  data,  e si  avrà 


503,  Prima  di  venire  agli  esempi,  si  noti  che  le  quan- 
tità geometriche,  come  linee,  superficie  ec  , son  date  o 
dì  petizione  , o di  grandezza  , o di  pom  zinne  e di  gran • 
dezza  , quando  o la  loro  situazione  , o la  lor  misura  , o 
V una  e l’ altra  sono  invariabilmente  assegnate  . Se  una  quan- 
tità dicasi  solamente  data,  s’intende  di  grandezza ; e se 
dicasi  dato  un  punto  , s’  intende  data  la  sua  distanza  da 
una  quantità  che  è data  almeno  di  posizione. 

504.  Debba  dunque  condursi  dal  punto  dato  A fuor 
delle  parallele  EB  , CD  la  retta  AK  in  modo  che  la  parte  Oq. 
KI  intercetta  da  esse  eguagli  una  data  retta  c.  Condotta 

Bb 
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64.  AF  normale  sopra  le  parallele  EB,CD,  pongo  AF  = 
FG  = b , FK  = x , e sarà  AK  [ V ( «*  -+  a.-*  ) ] : AF  ( a 

IK ( c ) : FG  (b)  , onde  ~ = V ( a* *+  **  ) , ed  x = 


):: 

in 


— b ’),  il  che  dà  questa  costruzione.  Col  centro 

G e col  raggio  c si  descriva  un  arco  che  tagli  in  H la 
retta  FB,  ed  AK  parallela  a GH  sarà  la  retta  cercata  Poi- 
ché FG  (b):  AF(«)::FH(vl«‘-4*  ]):FK(*)  = 

~^{c*  — b*).  Quanto  al  valor  negativo  di  x,  poiché 

l’arco  HM  taglia  EB  in  M H,  anìhe  AK'  parallela  ad 
MG  , risolve  il  problema  ; ed  FK'  eguale  e direttamente 


opposta  ad  FK,  dà  x = _ !L  v'(  cl  — b')  (480) . 

6ó.  , 5°5-  Debba  anche  descriversi  un  circolo  che  passi  per 

due  punti  dati  A.B,  e tocchi  la  retta  CF  data  d.  posizio- 
ne. Trovato  .1  punto  M di  contatto,  basta  far  passare  un 
circolo  per  A , B , M . Condotta  ABF  , che  incontri  in  F 
la  data  CF , si  divida  AB  in  mezzo  in  D Fatta  F/Vt  = x 
FD=a,  AD=^DB=:6,  sarà  x1  =*  BF  X AF  = a‘  — b1  (48a) 
onde  x — V ( « — b ),  il  che  dà  questa  costruzione.  Sul 
diametro  DF  si  descriva  il  semicircolo  DGF,  e vi  si  ap- 
plichi la  corda  DG  = DB  ; sarà  FG  = V ( a*  — F.\t 


• • Figure  simili . 

5c6.  lino  figure  son  simili,  quando  con  un  nu-» 
mero  eguale  di  lati  hanno  tutti  gli  angoli  resoci. ti- 
vù mente  eguali  , e tutti  i lati  omologhi  proporzio- 
nali . Onde  i poligoni  regolari  di  un  egual  numero 
di  lati  , e perciò  i circoli  riguardati  come  poligoni 
regolari  di  un’infinità  di  lati,  son  figure  simili. 

66.  5o7-  1 perimetri  di  due  figure  simili  A1JCDE , 

abede  son  tra  loro  come  i lati  omologhi  AB, ab,  o 
come  un  egual  numero  di  lati  omologhi  AB  -+■  AE  h- 
DE  ec. , ab  -4-  ae  -4-  de  ec.  Essendo  AB  : ab  : : BC  : 
he  : : Ufi  : de  : : DE  : de  ec.  , la  somma  degli  antece- 
denti o il  perimetro  della  prima  figura,  è alla  soin- 
•ìua  de’  conseguenti  o al  perimetro  della  seconda,  co- 
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me  AB  : ab,  o come  AB  AE  -+  DE  ec.  : ab-*-aé-+ 
de  ec.  (212).  Onde  i contorni  di  due  poligoni  rego- 
lari ABDEFG , abdefg  son  tra  loro::  il  lato  AG 
all’  omologo  ag  : : la  porzione  BAGF  all’  omologa 
bagf  dei  perimetri;  e se  G è il  centro  dei  poligoni  , 
attesi  i AA  isosceli  e simili  aCg  , ACG  , si  avrà  AG  : 
ag  : : GG  : Cg  : : ABDEFG  : abdefg  : : BAGF  : bagf. 

508.  Dunque  le  circonferenze  son  tra  loro  co- 
me i raggi , o come  due  archi  qualunque  compresi  ^8. 
tra  «lue  ravrffi  C A, GDI;  ma  GM:GN  : : AM:  BN  ; «lun- 
que  AMBÌ  BND::  AOM  : BoN  : : AM  : BN  : : GM  :CN . 

509.  Gli  angoli  A,B  essendo  tanto  più  distanti  tra  lo- 

ro  quanto  AB  è più  grande,  il  poligono  sarà  tanto  men  1 ' 
curvo  quanto  son  maggiori  i suoi  lati  , cioè  le  curvature  gg 
dei  poligoni  simili  e perciò  anche  dei  circoli  , sono  in  ra- 
gione inversa  dei  lati  o dei  raggi  (507.508). 

510.  Se  dunque  il  raggio  sia  infinito,  la  curvatura  sa- 
ia zero:  ma  un  circolo  di  raggio  infinito  ha  il  centro  ad 
infinita  distanza  dalla  circonferenza;  dunque  (430)  i rag- 
gi di  un  tal  circolo  son  paralleli  itra  loro  e perciò  tutti 
normali  alla  tangente  (410),  che  si  confonde  in  tal  caso 
con  la  circonferenza  . 

5ll.  In  due  figure  simili  ABCDE  , abede  le 
diagonali  AD  , AG  , ad  , ac  , son  proporzionali  tra 

loro  e a ' lati  omologhi  A E , ae  . 1 A A ADE  , ade 
son  simili  avendo  un  angolo  E = e , a intorno  ad 
esso  i lati  proporzionali  ; dunque  AD  : ad:  : AE  : ae-, 
cosi  si  troverà  AC  : ac:  : BC  : bc  : : DE  : de  : : AI)  : ad 
cc.  In  generalo  le  figure  simili  hanno  proporzionali  - 
tutte  le  lor  dimensioni  omologhe  . Onde  per  descri-  u*** 
ver  sopra  un  lato  omologo  ad  AB  un  poligono  simi- 
le al  dato  ABCDE  F , si  prenderà  in  AB,  prolun- 
gata se  occorra,  la  retta  Ab  eguale  al  dato  lato, 
e condotte  dal  punto  A le  diagonali  AC,AD,AE, 
le  parallele  bc  a BG  , cd  a CD  , de  a DE  , ef  ad  EF 
formeranno  il  poligono  cercato  : poiché  le  figure 
ABGDEF,  Abcdef  hanno  gli  angoli  respettivnmente 
eguali  e i lati  proporzionali,  attesi  i AA  simili  ABC, 

Asbtt  s e ACD  , A cd  eq. 
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SECONDA  PARTE 


DEGLI  ELEMENTI  DI  GEOMETRIA 

5l2.  QT  chiama  Superficie , o Area  tutto  ciò 
ÌJ  che  si  concepisce  con  la  sola,  lunghez- 
za e larghezza.  Se  si  supponga  questo  libro  diviso 
in  due  parti,  e ognuna  in  altre  due  ec. , si  giun- 
gerà a dividerlo  in  ogni  foglio,  e se  l'arte  non 
possa  più  suddividere,  si  concepiranno  però  possibi- 
li altre  divisioni  senza  fine,  per  cui  il  foglio  diver- 
rebbe sempre  più  sottile  , benché  sempre  eguale  al 
primo  in  lunghezza  e in  larghezza . Ma  le  molte 
suddivisioni  confondon  1’  idee , e non  si  comprende 
bene  ciò  che  chiamasi  infinitamente  grande  e infini- 
tamente piccolo.  E però  assai  chiaro  i°.  che  col 
suddividere , uno  si  accosta  sempre  al  termine  ove 
quel  foglio  non  avrebbe  più  grossezza  alcuna  : 2°. 
che  per  giungerò  a questo  termine  vi  vorrebbe  un 
numero  veramente  infinito  di  divisioni:  3°.  che  que- 
sto numero  è impossibile  e che  non  si  arriverà  mai 
al  termine  per  quanto  uno  vi  6Ì  accosti  sempre.  Ora 
diconsi  Limiti  della  divisione  quelle  quantità  verso 
cui  altre  tendono  senza  potervi  mai  giungere:  così 
la  superficie  è il  limite  del  corpo,  la  linea  è il  li- 
mite della  suparficie , e il  punto  è il  limite  della 
linea . Può  dirsi  ancora  che  la  superficie  d*  un  cor- 
po è l’inviluppo  esteriore  cfie  lo  ricuopre,  e su  cui 
cadono  i nostri  sguardi . Per  determinarne  la  gran- 
dezza , cerchiamo  la  misura  naturale  delle  superficie  . 

. Bisogna  i°.  che  sia  essa  medesima  una  superfi- 
cie a cui  possano  riferirsi  1*  altre , e serva  in  certo 
modo  di  base  a tutte  le  valutazioni , come  P unità 
è la  base  di  tutti  i calcoli:  2°.  che  sia  la  più  sem- 
plice di  tutte  ed -abbia  perciò  lunghezza  e larghez- 
za eguali  ; or  la  larghezza  si  misura  prendendo  la 
distanza  dell’  estremità  parallele , che  è la  perpon- 

t 
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dicolarc  (4o4)'»  dunque  la  misura  della  superficie 
è un  quadrato  più  o men  grande , che  sempre  si 
prende  per  unità  di  superficie  : così  la  superficie  rii 
un  pollice  in  lungo  e in  largo  è la  misura  delle 
superficie  valutate  a pollici  quadri , e la  superficie 
di  un  piede  quadro  ha  1 4-4-  pollici  quadri . Di  qui 
è che  si  nomina  Quadratura  la  valutazion  d’  una 
superficie  qualunque  , ed  il  problema  sì  celebre 
della  quadratura  del  circolo  consiste  in  trovare  un 
quadrato  eguale  in  superficie  ad  un  dato  cirri  do . In 
generale  quando  vuol  misurarsi  Una  superficie,  si 
dee  cercar  quante  volle  essa  contiene  il  quadrato 
unità  . 

513 . .Misurare  il  quadrato  ABCD  o BD=Q,. 
diverso  da  abed  o bd  — q quadrato  unità  . Presa 
BF  ==  bc  e condotta  a BA  la  parallela  FE,  è chia- 
ro che  1’  unità  ab  entra  tante  volte  in  AB  quante 
il  quadrato  q entra  nel  rettangolo  BE  ; dunque  i : 
AB  : : q : BE  = AB.  q : ina  P unità  ad  o AE  entra 
tante  volte  in  AD  o AB  , quante  il  rettangolo  BE 
entra  nel  quadrato  Q;  dunque  1 : AB’.’BE  ( = 
AB . <7  ) : Q=  AB1,  q , e poiché  7 = 1,  sarà  Q = AB1, 
cioè  il  quadrato  è il  prodotto  del  quadrato  unità 
per  il  quadrato  delle  unità  di  un  de’  suoi  lati.  Non 
eguaglia  dunque  il  quadralo  d'  un  de ’ suoi  lati. , 
mentre  non  si  moltiplican  mai  le  lince  : ma  poiché 
quest’  espressione  è usata  , noi  pure  F ado prc remo  . 

514.  Posto  ciò,  il  rettangolo  AD  = R è il  prò- 
dotto  della  sua  base  AB  per  la  sua  altezza  ÀC  -,  ( 
poiché  il  quadrato  AE  descritto  sul  lato  AB , con- 
terrà tante  volte  il  rettangolo  R,  quante  AF  con- 
tiene AC  ; dunque  AE  : R : : AF  : AC , ed  R = . . . , . 

— = AB  X AC.  Cosi  se  AB  = 7 pol- 
lici, AG  = 3 poli.,  sarà  R = ai  poli,  quadri. 

515.  Onde  1°.  il  A rettangolo  ABC  = — (4Ó0) 
= ^BA.AG:  a0,  un  A qualunque  ABC  è il  pro'dot - 
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*[■2..  io  et  un  lato  AC  per  la  seninormale  BD  condot* 
ta  dall * angolo  opposto  B su  questo  lato  prolun- 
gato . se  occorra  ; perchè  ABC  = CDB  r±  ADB  — 
àBD  ( CD  r±  DA  ) = JBD . AC  . 

516.  Dunque  un  parallelogrammo  AD  è il  pro- 
dotto della  base  AE  per  la  distanza  BC  dei  lati  pa- 
ralleli AE,  BD;  poicliè  condotta  la  diagonale  BE  , 
ai  ha  AD  = ffAEB  (01  ) = AE X BC  . 

517.  Il  trapezio  ABCD  è il  prodotto  della  se- 
misomma delle  sue  basi  parallele  AD,BC  per  la 
lor  distanza  CF  ; poiché  condotta  la  diagonale  AG, 
si  ha  DABC  = DAC  ■+  CAB  = ^FC  ( DA  -+-  BC  ) 


73. 


74- 


(5i5  ) . 

5l8.  Il  poligono  regolare  è il  prodotto  del  suo 
► perimetro  per  la  seminormale  condotta  dal  centro 
sopra  un  de’  lati;  poiché  i ragni  d.al  centro  affli  an- 
goli dividono  il  poligono  in  AA  eguali  c simili,  cia- 
scun dei  quali  è il  prodotto  del  lato  del  poligono 
per  la*  seminnrmale  ; dunque  il  poligono  è il  pro- 
dotto del  perimetro  per  la  scminormale  stessa . Onde 
. una  porzione  BGG  del  poligono,  compresa  tra  due 
”7"  raggi  CB  - CG , è il  prodotto  di  BA  — t-  AG  per  la 

seminormale . 

5iq.  Dunque  il  circolo  è il  prodotto  della  cir- 
conferenza per  il  semi  raggio  ; e il  settore  è il  pro- 
dotto del  semiraggio  per  f arco  che  lo  termina . Per- 
ciò la  quadratura  del  circolo  dipende  dalla  ragione 
del  raffffio  alla  circonferenza , la  quale  si  è sol  de- 
terminala per  approssimazione  ; e si  è trovato  che  il 
diametro  d’  un  circolo  sta  alla  sua  circonferenza  pres- 
so a poco  come  7 a 22 , o come  il 3 a 355  , o più 
esattamente  come  1 a 3.1  !\l 59265358979323846264 
33 83ff  7950-2884.1 97  i693_99375io58ac>97494  45923078 1 
6406286208998628034825342 1 1 70  679821480865 1 327 

0306647093844^»  approssimazione  quasi  infinita. 

Poiché  1’  uso  di  questo  numero  è frequentissimo  t 
ne  aggiunghiamo  il  logaritmo , cioè 

jJ3,i4i5  ec.  = 0,49714  96726  94!33  85435 
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5-2C.  Sia  T-3,141J9  ec.;  sarà  l :x  la  ragion 
del  diametro  alla  circonferenza . Sia  r il  raggio  d’ un 
circolo  qualunque,  e si  avrà  l : x : : 2r  :7rr  , su» 
circonferenza  . La  superfìcie  è xr*  (519). 

r-f.'i.SS6  r H d,a?etro.1  “ ha  •*  circonferenza 

Jn7f,3  4 59  6’  *'  PCr  11  ragS'°  1 si  avrà  una  semicu- 
pi nume  parimente  per  tr . Chiamato  dunque 

7 >1  numero  dei  gradi  o mmun  o secondi  ec.  della  semi- 
circonferenza, 5 ,1  numero  dci  gradi  ec  dj  un  arcQ 

ed  * 1 arco  stesso  in  parti  di  raggio  , sarà  y : * ■ : £ : x = 

Perciò  fatto  y=l8o,  = 10800,  =648000,  secondo- 

chè  g sarà  espresso  in  gradi  o minuti  o secondi , avremo 

y me.  1 are.  1 , —are.  l",  in  parti  del  raggio  1 , 

«.  La  Tavola  degli  archi  ridetti  in  par- 
t di  raggio  si  troverà  sul  fine  di  questo  Libro , pae.  XXX  Vf 
Osservisi  però  , che  se  il  raggio  è a,  si  ha  a-  = ag  are  l\ 
cc.  Così  troveremo  36o°  = 3fSo  a.arc.  1°.  cc.  À 

622.  All'  incontro  se  dato  l’arco  * in  parti  di  raggio, 

si  cerchi  l’arco  stesso  in  gradi  e minuti,  si  avrà  g 

Chiamando  r ,r',r"  il  raggio  1 espresso  in  gradi  o 
minuti  ec.  ed  essendo  ir  : 1 ::  y*:  r°::  y'  ; r’:  j y" . r*  ov- 
vero generalmente  r = = _L  (52I  gi  avrk  g = xr\ 

= *r’  ec.  oppure  se  il  raggio  è o ,g  = 111 , _ fL  ec.  co- 
me  è chiafo  Per  facilitar  qoesti  calcoli,  ecco  i* logaritmi 
marchi^'  Md0tt‘  ^ ^ d'  raggi°5  * dd  ragSio  «dotto 
/ «rr. ,»  =8.24187  78^75 90827  78455  U r°  = „/.  ,rc.  ,=>  _ , atn,A  ,e 

7,x+  if*?*  ! = «'• — <-  = *&*? SZ: 

1 ~4^W57  48668  2^40  Jiyj.i  I 1 ,"=e,l.  r - j,3i443  Ói33i  cc. 

__5?i  &««»  *=>,  che  il  raggio  t diventa 

5i3.  Un  poligono  irregolare  si  divide  in  AA, 
e la  loro  somma  è il  poligono  proposto.  Ma  se  si 
vogiia  un  A eguale  al  poligono  ABGDE , condotta  e 
alla  diagonale  C£  la  parallela  DO  che  incontri  in  7 ■ 
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qb.  G il  lato  AE  prolungato,  e poi  GG,  sarà  il  A 
CGE  = CDE  por  la  base  ed  altezza  eguali  ; dun- 
que ABCDE  = ABCG  . Condotta  ora  la  diagonale 
CA  , la  parallela  BF  e congiunta  CF  , si  proverà 
egualmente  il  A FCG  = ABCG , e perciò  eguale 
ai  jioligono  : e poiché  con  questo  metodo  si-  riduce 
< pulsi  voglia  poligono  in  un  A , ed  è facile  di  far 
d’ un  A un  parallelogrammo,  d’  un  parallelogram- 
mo un  rettangolo,  e d’ un  rettangolo  un  quadrato, 
può  sempre  trovarsi  la  quadratura  esatta  di  tutte 
le  figure  rettilinee  . Ecco  ora  alcuni  evidenti  teore- 
mi , molto  utili  nella  Sintesi  . 

I.  Se  la  retta  FE  sia  divisa  comunque  in  A , 

il  rettangolo  FE  X FA  sarà  eguale  al  rettangolo  * 
FA  X A E col  quadrato  di  AE;  cioè  fatta  FA  = a , 
AE  = b , sarà  ( a b ) b = ab  -+  b2. 

II.  Poste  le  stesse  cose  , il  quadrato  di  FE  sa- 
rà eguale  ai  quadrati  di  FA  , A E col  doppio  ret- 
tangolo FA  X AE  ; cioè  (a  -t-  b )*  t=  a1  -+-  2 ab  -4-  b2. 

Onde  se  sia  b = a , verrà  (a  -+■  a)2  = a2  -+  3 a2  -+- 
a2  = /pi1,  cioè  se  FE  sia  divisa  in  mezzo , il  qua- 
drato di  FE  sarà  quadruplo  del  quadrato  di  FA , 
e i quadrati  di  FA,AE  saranno  eguali  al  doppio 
rettangolo  FA  X AE  . 

Ma  se  a >■  b , fatto  « — b = c , si  avrà  a2  — 

2 ab  -+•  b2  = c1,  onde  a2  — 2 ab  -+  b2  > o , e quindi 
a~  -¥  V1  > 2ab  : cioè  se  FE  non  sia  divisa  in  mez- 
zo , i quadrati  di  FA  , AE  saranno  maggiori,  del 
doppio  rettangolo  FA  X*AE  . 

III.  Poste  le  stesse  rose,  il  quadrato  di  FE  sa- 
rà eguale  ai  rettangoli  FE  X EA  ed  EF  X FA  *.  cioè 
^ a —e  b )*  — ( a -+-  b)  a -+■  ( a — +- 

IV.  Poste  le  stesse  cose;  i quadrati  di  FE , AE 
saranno  eguali  al  doppio  rettangolo  FE  X EA , e al 
quadrato  di  FA  ; cioè  (a  -+  b)2  -+  b2  — ib  (a  -\r 
b)  a*. 

, V.  Se  la  retta  DA  sia  divisa  in  me  zzò  in  G e 

* comunque  in  F ; il  retta  ugqlo  Af  X FD  col  quadrai » 

di  FG 
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idi,  FG  sarà  eguale  al  quadrato  della  metà  DG  : ' 

cioè  fatto  AG  = a 3 GF  — b , sarà  (a-+-A)(a  — 
b)  -+bz  = az. 

VI.  Poste  le  stesse  cose , i quadrati  di  AF , 

FD  saranno  doppj  dei  quadrati  di  AG , GF  : cioè 
( a .+  b Y ( a — b)z  = 2 ( a*  -l-  b1  ) . 

VII,  E la  differenza  dei  quadrati  di  AF  , FD 
Gara  quadrupla  del  rettangolo  di  AG  X FG  • cioè 
(o-4-i)1. — ( <z  *—  A)1  = l^ab  . 

Vili.  Se  alla  retta  FE  divisa  in  mezzo  in  A , f 
si  unisca  la  retta  EG , i quadrati  di  FG , GE  sa-  * ' 
ranno  doppj  dei  quadrati  di  FA  , AG  : cioè  fatta 
FA  = a 5 EG  = b , sarà  ( za  -+•  b)z  bz  = ù (a1  - 4- 
(a-t- A)1). 

IX.  Poste  le  stesse  cose } il  rettangolo  FG  X 
GE  col  quadrato  di  AE  sarà  eguale  al  quadrata^ 
fa  AG:  cioè  (aa  -+•  b)  b -+  az  = (a  -4-  b)z . 

Paragone  delle  superficie  . 

524.-  Se  B j b sono  le  basi , ed  A , a 1’  altezze 

di  due  AA,  la  loro  superficie  sarà  S 1 s ; 

dunque  S:s::BA:Ao.  Onde  I®.  le  superficie  di 
due  AA  sono  in  ragion  composta  delle  basi  e dello 
altezze:  11°.  due  AA  con  la  stessa  base  o basi  egua- 
li son  come  F altezze  ; poiché  B = t dàS:  s : i A : a . 
Ili0,  due  AA  con  altezze  eguali  son  come  le  baei^ 
poiché  A = a dà  S : 4 : *,B  : A , IV°.  due  AA  souo 
eguali  in  superficie  se  abbiano  o tra  due  lati  re- 
«pcttivamente  eguali  l’un  angolo  supplemento  dell’al- 
tro , o le  basi  reciproche  all’  altezze  ; poiché  e . la 
riunione  dei  due  angoli  insieme  e la  proporziono 
JJ  : b : ; a \ A danno  ba  =s=  HA  ed  S ==  s . V°.  dua 
AA  simili  stanno  come  i quadrati  delle  lor  dimen- 
sioni omologhe  \ poiché  in  questo  caso  il  : b ; : qj 

dunque  S ; 4 : : B*  ; bj  : : A1  : a*, 

Cu 
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525.  Onde  1°.  il  A equilatero  circoscritto  è quadruplo 
dell’  iscritto,  perchè  il  suo  lato  è doppio  (464):  20.  il  qua- 
drato circoscritto  è doppiti  dell’  iscritto,  perchè  i loro  la- 
ti sono  2r,»v2(459-4f>4)  > « (2 r)*  è doppio  di  ( rV 2)*. 

J2Ó.  Se  due  A A B AC,  bac  hanno  un  angolo  A = a, 
saranno  tra  loro  come  i prodotti  de’ lati  intorno  all’ango- 
lo eguale.  Poiché  condotte  le  normali  OD , bd  sui  lati 
AC,  oc,  sarti  B AC  : bac  ::  BD  X AC  : bd  x ac  4 ma  i AA  si- 
mili ABD.aid  danno  bd  : BD  : : ab  : AB  ; dunque  posto  il 

valor  di  BD  e riducendo,  ~ ; dunque  BAC  : bac  : : 

BD  AB 

ACx  AB  : ac  X ab  . 

Per  farne  un’  applicazione , debba  dividersi  dal  dato 
punto  B cun  la  retta  BF  il  A ACD  in  due  parti  AEF  , 
EFDC  nellB  ragione  di  m:n.  Poiché  AEF  : EFDC  : : m : n, 
sarà  AEF  -t-  EFDC  ( = ACD  ) : AEF  : : m -+  n:  ni  : : ACx 
ADtAExAF.  Condotta  ora  BI  parallela  ad  AC,  c fatte 
BI  = a , Al  = c , AC  = b , AD  — d e AF  = x , i AA  simi- 
li AEF  , B1F  daranno  FI  ( c)  : IB  ( a)  : : FA  ( x ) : AE  = 

— °-V  - i onde  m ■+  n : m : : bd  : — - — e però  — .... 


bdctn 


x -4-  c- 


•;  dunque  a-  = 

")] 


. Di  questi  due  vi- 


» -4-  c 
bdmx 

m ( ni  -4-  n)  o [ ra  -f  « ) 
bdm  t \/[  b*  d*rn1  -f-  4 abdmc  f m ■ 

2e  ( m -4.  n ) 

lori  il  solo  ptrsirivo  scioglie  il  Problema . Per  saper  ciò 
che  l’altro  significa,  si  osservi  che  se  AC,AD(6,d) 
fossero  negative,  cioè  divenissero  AC',  AD',  non  si  can- 
gierebbe l’equazione  trovata;  onde  ella  insegna  anche  a 
condurre  dal  punto  B la  retta  BF'E'  che  divida  il  A A’D'C' 
nella  ragione  di  m:n.  Dunque  il  valor  negativo  significa 
;AF'  direttamente  opposta  ad  AF  (480).  Se  il  punto  B 
fosse  sul  lato  AC,  come  in  I;,  sarebbe  Al  (c)  = o,  e AF  = 

* = — — ; e se  questo  punto  fosse  dentro,  si  fareb- 
ai m -4-  ri  } 


he  c negativa  . 

52”.  Jn  due  figure  simili  V aree  son  proporzio- 
nali. ai  quadrati  delle  loro  dimensioni  omologhe . 
Poiché  se  A , B ed  a , b sieno  le  due  dimensioni  o- 
jnologhc  « il  cui  prodot  to  dà  1’  arce  S , s delle  figu- 
re , «ara  S : s : : AB  : ab  : tua  per  la  natura  deile 


Digitized  by  Google 


5a8.  Onde  1°.  I circoli  sono  come  i quadrati 
de’  raggi , de’  diametri,  delle  circonferenze , in  ge- 
nerale delle  loro  dimensioni  omologhe  : 2°.  Una  fi- 
gura qualunque  ALMNC  ( a ) costruita  sull’  ipotc- 
nusa AC , eguaglia  la  somma  delle  due  figure  simi-  78, 
li  ADFGB(&),  BHlKC(c)  costruite  sui  lati.  Poi- 
ché a : AC1  : : b : AB1  : : c : BC1  j dunque  a : h -+• 
c : : AG*  : AB1  -+  BC*  : ma  AG1  = AB1  -+  BCJ  ; dun- 
que a = b -t-  c . Onde  il  semicircolo  AGB  siili’  ipo- 
tcnusa AB  eguaglierà  i scmicircoli  AGII  , BCF  sui  79- 
lati  AG  5 CB  , e tolte  le  parli  comuni  AEGA  , GGBG , 

f;li  spazj  curvilinei  ADCEA  CFBGG  sono  egua- 
i al  A ABC.  Questi  spazj  si  chiamano  le  Lunule 
d’ Ippocrate  . Foro  altri  teoremi  . 


I.  Di  due  poligoni  regolari  2mCZX  , 2nCZF  circoscrìt- 
li  ad  un  circolo , il  maggiore  è 2mCZX  che  ha  il  minor 
numero  m di  lati.  Chiamo  T,r,r'  i triangoli  CZX.CZF, 
CFX , ed  S,j,s'  i lettori  CZr,CZf,Cfr,  onde  T = t-+. 
t‘ , S = * -+-  s'  : e poiché  t'  > CFtt  e CTF  > i , sarà  (180)  t': 
i > CFR  : CTF  ; ma  CFR  : CTF  : : j'  : * ( 528  ) ; dunque  t'  : 
t > s ; s e i'>+i:i>ì+j:i,  cioè  T : t > S : • ovvero 
2"‘T  : 2nt  > 2 mS  : 2 ns  ; ed  essendo  2mS  = 2 ns  perchè  i po- 
ligoni son  circoscritti  allo  stesso  circolo , avremo  2mT  >•  2 nt . 

II.  Il  circolo  è medio  proporzionale  tra  due  poligoni 
regolari  simili,  l'uno  circoscritto , V altro  isopr.rimttro . Po- 
sto r il  raggio  del  circolo  c 2 q il  perimetro  del  poligono 
circoscritto,  saranno  rxx  ,qr  le  lor  superficie.  Sia  p l’ iso- 
perimetro al  circolo,  e chiamata  r'  la  sua  normale  dal  cen- 

tro,  sarà  p : qr  : : r's  : r* , e p = -IL-  (52^)  = rr'ir  (518) , on- 


. Onde  come 


qr  > r’a-,  anche  r*»r  > . , cioè  il  cintolo  è il  massimo 

9 


di  tutti  i poligoni  isoperimetri . 

III.  Di  due  poligoni  regolari  isoperimetri  quello  che  ha 
più  lati  è maggiore.  Sieno  p , p'  due  Isoperimetri  d’uno 
ate^jio  circolo  rir , e l’ , P due  a lui  circoscritti  relativa- 
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mente  simili  agii  isoperimetti  : avremo  (II)  f r5*-)1  =a  ?p  * 
T'p'  e supposti  « piu  lati  in  p,  P,  sarà  (I)  P' >•  P;  dun- 
que P'  : py  > P : Pp  , cioè  I : p'  > I : p e p > p' . D’  on- 
de pur  si  deduce  che  il  cìrcolo  avendo  infiniti  lati , è il 
massimo  de’ suoi  isoperimetri. 

78.  5-9-  Sciogliamo  ora  alcuni  problemi . I.  Trova* 

re  una  figura  ALMNC  simile  a due  date  ADFGB , 
BHIKC  e loro  somma  . Posti  in  angolo  retto  i Lati 
omologhi  AB  , BG  , Bara  AG  il  lato  omologo  della 
figura  cercata,  che  con  ciò  si  descriverà  facilmente 
(5ll  ) . Onde  un  circolo  è eguale  a due  dati  se  es- 
sendo AB  , BC  i lor  diametri , 1’  ipotenusa  AG  sia 
il  suo  . 

TT.  Trovare  una  figura  simile  a due  date  c lo- 
ro differenza  . Sul  lato  AC  della  maggiore  si  descri- 
va un  semicircolo,  in  cui  si  applichi  il  lato  omolo- 
go BC  della  minore , e sarà  AB  1'  omologo  della 
cercata  ; poiché  AB1  = AG1  — BG*.  Onde  può  a- 
versi  un  circolo  eguale  alla  differenza  di  due  dati . 


71- 


III.  Trovare  una  figura  simile  a molte  date  e loro  som « 
ma  o differenza.  Sieno  A,B,D  ec.  i lati  delle  figure  da 
Sommarsi,  omologhi  ad  a,b,d  ec.  di  quelle  da  sottrarsi, 
ed  X l’omologo  della  richiesta;  sarà  j.j=A‘  + B'4D* 
ec.  — a — fc1  — d'  ec.  quantità  facile  a costruire  (498). 
Può  dunque  farsi  un  circolo  che  sia  somma  o differenza 
di  quanti  circoli  si  vorrà. 

IV.  Trovare  una  figura  simile  a una  data  che  sia  m 
quella  nella  ragione  m : n . Chiamo  a un  lato  della  data  , ed 
x I’  omologo  della  cercata  : dunque  a’  :x*  : : m : n,  ed  *=3 

V — = ~ ■ ejmn . Onde  possono  aversi  due  circoli  in  un* 
m m 

ragione  anche  incommensurabile  m:n. 

V.  Dato  il  perimetro  p e la  diagonale  a d ’ un  rettane 
goto  AD  , trovarne  la  superficie  e i lati . Sia  AB  =x , BD 

y,  e si  avrà  x -+  y—  , x1  -t-  y = a* , onde  7 = — — x= 
2 2 


V(al— - x~~)i  quadrando  e risolvendo  si  trova  * = — -+ 
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VI.  Dati  i tre  lati  d'  un  A , trovarne  la  superficie  . So, 
Sia  AC  = a , AB  = b , BC  = c , la  normale  BD  = * , sa.à 
AD  =■  ^{b1  — xl) , DC=V(c1  — * )>  AD-+-DC  = a = 

^(ò1  — x1)-*- \/(cl  — **)»  * Però  *=  ^Vl4a,fcl— 

4»  _ c*  )°  ] , c la  superficie  cercata  ^ = s = -i-  V[  4 ab*— 

( a*  _+.  &*  — c*)*]  = (3|8-3<>)~>/[(*-1’c  — a ) ( e c — 

b){a  + b—  c)  ( a-4-fc-4-c)l  - Sia  a b -+  c = iq  , onde 
29  — 2fl  = fc-t-c  — a,2  q — '2i  = a + c — b , 2 q le t — ■ & 
b — ■ c -,  dunque  *=Vl9(7“aH?  — b){q-  c ) ] • Se 
C'N  è il  raggio  del  circolo  iscritto  nel  A ABC  , condotte 
C'B  ,C'A , C'C  e le  normali  C'M  ,C'P , sarà  ABC  = AC  B-+ 

BC'C  -+  CC'A  — j = C'N  (a^b  , e C’N  a*  i =* . . . 

2 1 

— fl)(9— fc)j9'-_g)i  e poiché  , se  l’angolo  A è tet- 
to, C'N  = 9 — c (445)*  q:q  — a:-q  — b :q—c. 

VII.  Data  l’  ipotenusa  d’  un  A rettangolo  e la  ragio-  gj, 
ne  m:n  dei  due  lati,  trovarne  V area.  Sia  AC  = a , AB  — 

A , sari  BC  = — e si  avrà  *•  -+  *=  a*  » onde  **  =* 

’ n n 

„*_•  . mx%.  a'mn 

. -,  e l’area  richiesta  - - = — — * , TT* 

m'+n'  20  2(m*-+n  ) 

Vili.  Data  la  ragione  e la  somma  dei  tre  lati  <F  un 
A,  trovar  V area.  Sia  AC=a-,  AB=_jr,  BC  = * , >1  peti-  g{J, 
metro  p = x-+y-*-*,  la  ragione  dei  lati  x : y : a : t>  : 
c,  sarà  x y + % (=p)  ■ a -+b c : x : a : : y ■■  t -c , 

ap  bp  _ cp 

e perciò  *=—  —,y  = 

di  qui  1’  area  ( VI  ) . 

IX  Dato  il  perimetro  d’  un  A rettangolo  e la  ragion 
dell'  ipotenusa  alla  somma  dei  lati  , trovar  l area  . Sia  p 
il  perimetro,  AC=ar,  AB  — y , BC  = »;  sarà  x'.y-+v..  g 
n:n;  e però  * •+  y -t*  * ( — p):  x ’•  ’■  m ■+  n : m » oncle  * — 


JZ.., , + 

»■+«  ' m-+n 


i m -t-  n ) 


T;  cnajM- 
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s.1  = *•*  = ; — — ~~ - 4 ; dunque  1’  area  cercata  ^ a . . 
( m -+  n ) a 

P*  f n — m \ 

Superficie  Piane  . 


530.  i/a  superfìcie  piana  o il  Piano  è quello 
in  cui  posson  condursi  per  ogni  verso  delle  lineo 
rette  : onde  il  piano  è tra  le  superficie  ciò  che  la. 
retta  è tra  le  linee  . Ma  per  farne  un’  idea  distin- 
ta , concepisco'  il  A rettangolo  sublime  ABF  che  gi- 
ri intorno  ad  AB  : se  nella  sua  rivoluzione  la  ret- 
ta BF  lasci  le  vestigia  del  suo  passaggio  , queste 
saranno  tutte  in  un  piano  circolare,  mentre  quelle 
dell’ obliqua  AF  formeranno  una  superficie  convessa  . 

531.  Da  questa  descrizione  risulta  1°.  che  se 
una  retta  ha  due  punti  comuni  con  un  piano , tut- 
ti gli  altri  ancora  son  nel  medesimo  piano , e che 
perciò  la  retta  e il  piano  prolungati  son  sempre 
confusi  : 2°.  che  una  retta  AB  normale  ad  un  pia- 
no, lo  è a tutte  le  rette  FB  , GB  , DB  , HB , LB  che 
sono  in  esso  e passano  per  1"  estremità  11  della  ret- 
ta ; onde  da  un  punto  A fuori  del  piano  una  sola 
normale  AB  può  condursi  sul  piano  stesso , e da  un 
punto  B del  piano  una  sola  normale  può  alzarsi 
sopVa  di  esso  (4o3):  3°.  che  la  distanza  da  un  pun- 
to a un  piano  si  misura  dalla  normale  condotta  da 
questo  punto  sul  piano;  . che  due  rette  AB,MN 
inclinate  egualmente  dalla  medesima  parte  sul  pia- 
no FQ,  son  parallele,  perchè  gli  angoli  ABC , MNG 
tono  eguali  . 

532-  Se  due  piani  si  tagliano , la  loro  inter- 
sezione comune  è una  linea  retta',  è una  linea, 
perchè  i due  piani  son  superficie  e non  hanno  gros- 
sezza  ; ed  è retta , perchè  se  per  due  punti  A , B 
comuni  ai  piani  si  conduca  la  retta  AB  , questa 
dovrà  essere  nell’  uno  e nell’  altro  piano  ; dunque 
,è  la  loro  intersezione  comune. 
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53-3.  Dunque  tre  punti  B , A , C non  posti  in  83. 
linea  retta  determinano  la  posizione  cT  un  piano 
BC;  poiché  può  esservi  un’infinità  di  piani  diversi 
HA  , BC , coi  due  punti  comuni  A , B , ma  un  solo 
di  questi  piani  può  passar  per  il  punto  determina- 
to C.  Onde  1°.  tre  punti  non  posson  esser  comuni 
a più  d’  un  piano,  se  non  sieno  in  linea  retta:  2°. 
due  rette  CA  , AD  che  si  tagliano , sono  in  un  me- 
desimo piano  PQ  ; poiché  i tre  punti  C , A , D de- 
terminano la  posizione  delle  due  rette  CA  , AD  ; 

> onde  un  angolo  CAD  determina  la  posizione  d’  un 
piano:  3°.  una  retta  AB  normale  a due  rette  FB  , g2i 
GB  nel  loro  punto  d’  intersezione , è normale  al 
piano.  PQ  che  esse  determinano  . 

534-  Suppongo  ora  che  due  piani  si  seghino 
nella  retta  AB,  e condotte  CA  , DA  normali  ad  AB 
nei  piani  CG  , DII , 1’  angolo  CAD  misurerà  P in- 
clinazione dei  due  piani  DH  , CG , la  quale  perciò 
si  misura  come  quella  delle  rette  •,  onde  1°.  un  pia- 
no che  ne  incontra  un  altro , fa  con  esso  due  an- 
goli , la  cui  somma  è l8o°  : 2°.  nell’  intersezion  di 
due  piani  gli  angoli  al  vertice  son  eguali:  3°.  se 
più  piani  si  taglino  sulla  stessa  retta,  la  somma  di 
tutti  gli  angoli , sopra  e sotto  1’  intersezione  , è di 
36o°  : 4°-  un  piano  che  ne  taglia  due  o più  paral- 
leli, fa  con  essi  gli  angoli  alterni  eguali  ec. 

535.  Se  un  piano  tagli  due  o più  piani  paral- 
leli , le  rette  d’  intersezione  saran  tutte  parallele  , 
altrimenti  prolungate  s’  incontrerebbero , e i loro 
piani  non  sarebbero  più  paralleli . 

536.  Se  il  piano  CG  è normale  al  piano  PQ , 
e da  un  punto  B di  CG  si  conduca  la  normale  BA 
sull’  intersezione  comune  FC , sarà  BA  normale  al 
piano  PQ  ; poiché  se  nel  piano  PQ  si  conduca  da 
A la  DA  normale  a CA,  l’angolo  BAD  sarà  ret- 
to  a cagione  dei  piani  normali  : dunque  BA  sarà 
normale  alle  due  rette  CA  , AD  , e perciò  (533)  al 
loro  piano  PQ . 
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53-  Se  due  piani  DH  , GG  son  normali- ad  u/t 
terzo  PQ , lo  sarà  anche  la  loro  intersezione  BA  ; 
poiché  in  tal  caso  BA  è normale  alle  due  rette  (LA, 
AD;  dunque  anche* al  piano  PQ  . 


Linee  rette  tagliate  da  Piani  paralleli  . 


, 538.  Se  da  un  punto  A si  conducano  a traver- 

so di  due  piani  paralleli  PQ,pq  quante  rette  si  vo- 
glia ArfD , A/F  ec.  j saranno  tutte  tagliate  propor- 
zionalmente ; e le  figure  DFGEH , dfgch  saranno 
simili  ; piicliè  1°.  fatto  passare  un  piano  per  i tre 

Sunti  A . D , F , le  sue  intersezioni  coi  piani  paral- 
dxPQ  j pq  «iranno  le  rette  parallele  DF  , df{ 5$5)  ; 
dunque  i A A All F , Adf  saranno  simili.  Lo  stesso» 
si  proverà  de’  AA  AFG , A fg  , AEG  , A eg  ec.  ; ondo 
All  : Ad:  : DF  : df:  : AF  : A/:  : FG:  fg:  : AG  : Ag  ec.  : : 
Je  perpendicolari  AB , Ah  condotte  da  A sui  piani 
PQ  , pq  ; a‘  , essendo  DF  : df  : : AF  : A/':  : FG  :fg  : : 
ec. , si  ha  DF  : df:  : FG  :fg  : : EG  : eg  , ec.  Ora  se 
si  conducano  Dd,^t  si  proverà  (47©)  che  i A A 
ADG  , A dg  soo  simili , e perciò  AD  : Ad  : : DG  : dg  ;; 
DF  : df  : : FG  :fg  ; dunque  i AA  DFG , dfg  Lamia 
tutti  i lati  omologhi  proporzionali , e perciò  son  si-, 
utili,  onde  l'angolo  F = /;  si  proverà  lo  stesso  de- 
gli angoli  G ,g , ed  E,  e,  cc.  ; dunque  tutti  gli 
angoli  della  figura  DFGEH  son  respettivamente  e- 
guali  a quelli  della  figura  dfgch  ; ina  per  altra  par- 
te tutti  i loro  lati  omologhi  son  proporzionali;  dun- 
que esse  son  simili . 

539.  Dall’ esser  l’angolo  F — f si  deduce  che 
■e  due  angoli  DFG  , dfg  hanno  i loro  lati  respoLti- 
vamente  paralleli , garanno  eguali  benché  situati  in. 
diversi  piani.  E dall’ esser  simili  le  figure  DFGEH, 
dfgch  segue  che  le  lor  superficie  stanno  fra  loro  : ; 
DF2  : df*:  : AD2  : Ad1:  : il  quadrato  BA2  della  di- 
stanza del  punto  A dal  piano  PQ,  al  quadrato  l/Ax 
della  distanza  del  medesimo  punto  A dal  piano  pq-x 

e perchè» 
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« perché  la  ragione  di  AB1  : Ab1  è costante  per  lo  84. 
•tesso  punto  A,  qualunque  sia  il  numero  delle  rette  , 
AD,  Ai’  ec. , le  superficie  delle  figure  DFG-EH t 
dj'geh  saranno  sempre  fra  loro  nella  ragione  costan- 
te di  AB1  : Ab1,  e i loro  perimetri  nella  ragione  pa- 
rimente costante  di  AB  : Ab  . Che  se  lo  rette  ArfD, 

AfF  ec.  in  vece  di  partir  dai  punto  A sieno  parali- 
lele , tutte  le  rette  aD,jY,gG  ec.  saranno  eguali 
e le  figure  diverranno  eguali  e simili . 


TERZA  PARTE 

BEGLI  ELEMENTI  DI  GEOMETRIA  . 

54o.  OT  chiama  Solido  ciò  che  ha  le  tre  di- 
ti} inensioni  dell’  estensione  . Un  solido 
può  formarsi  con  varj  piani  talmente  uniti  ne’  loro 
angoli  , da  chiuder  per  ogni  parte  uno  spazio  ; al- 
lora si  avrà  un  Poliedro  le  cui  facete  saranno  i 
piani  che  concorrono  a firmarlo  , e i cui  angoli  so- 
lidi risulteranno  dal  concorso  degli  angoli  piani . Se 
il  poliedro  ha  quattro  faccio,  si  nomina  Tetraedro , 
se  ne  ha  sei  , Esaedro  ec»  Quando  tutti  gli  angoli 
d’  un  poliedro  son  eguali , e tutte  le  sue  faccio  son 
piani  eguali  e simili , il  poliedro  è regolate  , 

54l-  Si  misurano  gli  angoli  solidi  col  prender 
la  somma  degli  angoli  piani  ehe  gli  firmano.  L’an- 
golo solido  B per  esempio,  ha  per  misura  la  somma 
dei  gradi  degli  angoli  piani  ABG,GUD,DBE , EBA . 
Bisognano  per  lo  meno  tre  angoli  piani  per  firmar- 
ne un  solido  G,  e la  somma  di  «lue  di  questi  an- 
goli AGB  -+•  BGDò  sempre  maggiore  del  terzo  ACD; 
poiché  i due  piani  ABC , GB1)  unendosi  nella  retta 
sublime  GB,  necessaria  mente  si  6opmppnrranno  «e 
si  abbassino  sull’angolo  o sul  piano  AGD. 

54a-  Duuciue  un  angolo  solido  à minoro  di  36o*  ; 

04 
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poiché  nel  solido  quadrangolare  BACDE  i due  an* 
noli  AEB  -4-  DEB  Bon  maggiori  dell’  angolo  AED 
con  cui  formano  l'angolo  solido  E ( 54 1 ) » dunque 
il  lor  supplemento  è minore  di  quello  dell'  angolo 
AED . Lo  stesso  è del  supplemento  di  EAB  -+  CAB 
relativamente  a quello  dell’  angolo  CAE  ec.  Dun- 
que la  somma  de’  supplementi  degli  otto  angoli  in- 
feriori delle  faccie  del  solido  ( somma  eguale  all’  an- 
golo solido  B)  è minore  della  somma  de’ supplemen- 
ti dei  quattro  angoli  della  base  che  è 36o°  ( 44®  ) » 
dunque  1’  angolo  solido  è minor  di  36o“. 

543.  Onde  cinque  soli  sono  i Poliedri  regolari  , cioè 
tre  le  cui  faccie  son  triangoli  equilateri  , uno  le  cui  fac- 
ete son  quadrati,  ed  uno  le  cui  faccie  son  pentagoni.  Poi- 
ché bisognando  almeno  tre  angoli  per  fare  un  angolo  so- 
lido, che  intanto  non  può  esser  di  360°,  in  cinque  soli 
Casi  può  farsi  un  angolo  solido  con  piani  di  poligoni  re- 
golari : i°.  l’angolo  d’ un  A equilatero  essendo  di  6o° , 
tre  de’ suoi  angoli  fanno  un  angolo  solido  di  180°,  e quat- 
tro di  questi  AA  posson  fare  un  Tetraedro : 2*.  quattro 
AA  equlateri  fanno  un  angolo  solido  di  240°.  , e formano 
un  colpo  regolare  d’  otto  faccie  detto  Ottaedro  : 3°.  cin- 
que triangoli  equilateri  fanno  un  angolo  solido  di  300°  , e 
può  comporsene  un  corpo  regolare  di  20  faccie  chiamato 
Icosaedro  -,  ma  sei  farebbero  360°  , e questo  non  può  es- 
sere un  angolo  solido:  4°.  1’ angolo  del  quadrato  essendo 
yo*  , tre  faranno  un  angolo  solido  di  2Jo°  , e potrà  com- 
porsene un  corpo  regolare  di  sei  faccie  che  si  chiama  E- 
saedroi  ma  quattro  farebbero  360°,  i quali  non  posson 
formare  un  angolo  solido:  5*.  l’angolo  del  pentagono  re- 
golare valendo  1080,  tre  formeranno  un  angolo  solido  di 
3240  , c potrà  farsene  un  corpo  regolare  di  12  faccie  no- 
minato Dodecaedro  ; ma  quattro  farebbero  432°,  angolo 
solido  impossibile  In  fine  1'  angolo  dell’  esagono  essendo 
120°  , tre  fanno  360°  , che  non  può  essere  un  angolo  so- 
lido : molto  meno,  tre  Ettagoni,  tre  Ottagoni  ec.  ; dunque 
i corpi  regolari  non  son  più  di  cinque. 

544-  Occorrendo  almen  tre  angoli  per  fare  un 
angolo  solido , e lasciando  essi  un  vuoto  nella  base , 
vi  vuole  un  altro  piano  per  chiuderli . Perciò  il  più 
semplice  de’  poliedri  è la  piramide  triangolare  o il 
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tetraedro . Se  ella  abbia  per  base  im  poligono  d*  un 
maggior  numero  di  lati,  le  farrie  cresceranno,  fin- 
ché la  base  divenuta  un  circolo,  la  piramide  diven- 
ta un  Cono  . La  piramide  ed  il  cono  son  retti  quan- 
do una  perpendicolare  partendo  dal  vertice  passa  86. 
per  il  centro  della  base , e sono  obliqui  se  non  vi 


passa  . 

_i  54-i-  Altro  modo  di  formare  i solidi . Se  la  ba- 
se DGKH  salpa  parallelamente  a se  stessa  lungo 
nna  linea  DA.  la  somma  di  tutti  gli  elementi  e- 

fuali  a questa  base  forma  un  solido  elle  si  chiama 
’ risma  . Egli  è retto  o obliquo  secondo  che  DA  è 
perjiendicolare  o inclinata  sull»  base . Dunque  il 
prisma  è un  solido  terminato  da  basi  eguali  e pa- 
rallele , e da  Jaecie  che  son  parallelogrammi  : è 
triangolare  quando  il  poligono  generatore  è un  A , 91' 
quadrangolare  quando  è un  quadrilatero , e se  que- 
sto quadrilatero  è un  parallelogrammo , il  prisma 
si  chiama  Parallelepipedo  , che  sarà  ìetlangolo  quan-  87. 
do  la  base  è rettangola,  e la  linea  lungo  la  quale 
si  fa  il  movimento,  è normale  a questa  base.  Se  la 
base  fosse  un  quadrato,  il  cui  lato  fosse  eguale  alla 
linea  d’ altezza , il  prisma  sarebbe  un  esaedro  rego- 
lare , che  si  chiama  anche  Cubo  : onde  il  cubo  è 
un  prisma  di  sei  faccia  eguali  e quadrate  . IVI  a se 
il  poligono  generatore  è un  circolo , il  prisma  divien 
rotondo  e si  chiama  Cilindro , che  è retto  o obliquo 
secondo  la  posizion  della  linea  di  movimento  ri- 
guardo alla  base  . 

546.  Terzo  modo  di  formare  i solidi , Se  intor- 
no a una  linea  immobile  CA  giri  una  fijrura  qua- 
lunque AFBC,  ella  genererà  un  solido  chiamato  so- 
lido dì  rivoluzione  , il  cui  asse  è la  linea  CA  : on- 


96. 

88. 

e 

89. 

90. 


de  un  punto  qualunque  B di  questa  figura  sepna  nel 
muoversi  la  circonferenza  d’  un  circolo-,  il  cui  rag- 
gio BP  c normale  all’  asse  e il  cui  centro  è P;  per- 
riò  tutte  le  sezioni  J'atte  in  un  solido  di  rivoluzione 
non  piani  normali  al  suo  asse,  son  circoli.  Se  il 
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polìgono  generatore  è un  rettangolo,  il  solido  sarà 
un  cilindro  retto  ; se  è un  A rettangolo , sarà  un 
cono  retto  ; se  è la  metà  d’  un  poligono  di  molti 
lati,  sarà  una  Sferoide  ; e se  è la  metà  d’un  circo- 
lo , sarà  una  Sfera  . 

547.  La  sfera  è dunque  un  solido , tutti  i pun- 
ti delia  cui  superficie  sono  egualmente  lontani  da 
un  punto  interno , che  si  chiama  centro . Onde  ogni 
retta  che  passa  per  il  suo  centro  e termina  da  am- 
bedue le  parti  alla  sua  superficie . è eguale  all’asso. 
Può  dunque  prendersi  per  asse  della  sfera  ogni  ret- 
ta che  passando  per  il  centro,  ha  le  sue  estremità 
nella  superficie  . Onde  tutte  le  sezioni  fatte  in  una 
«fera  con  piani  che  passano  per  il  centro,  son  cir- 
coli eguali  e si  chiamano  circoli  massimi  . 

548-  In  generale , la  sezione  d’ una  sfera  ta- 
gliata da  un  piano,  sarà  sempre  un  circolo:  poiché 
un  diametro  normale  al  piano  segante  può  riguar- 
darsi come  T asse  della  sfera , nel  cpial  caso  la  se- 
zione è un  circolo  ( 5^6  ) . Questi  circoli  che  non 
passano  per  il  centro,  diconsi  minori,  e sono  tanta 
più  piccoli  quanto  più  son  lontani  dal  centro . 

Misura  delte  superficie  de'  Solidi . 

549-  La  superficie  d’  un  solido  senza  le  basi  si 
chiama  semplicemente  superficie  , e superficie  totale 
quella  delle  basi  e delle  faccie  . 

55o.  La  superficie  d’  un  prisma  è il  prodotto 
della  lunghezza  BC  nel  contorno  GIHG  della  se» 
91'  zione  fatta  nel  prisma  da  un  piano  normale  a BC; 
poiché  ella  risulta  dai  parallelogrammi  BGED 

ABCF  -+  AFED  = BCXGI -+ BCXIH  -+  BOX 
GH  = BC  X GIIIG . 

5>5l.  Onde  la  superficie  (F  un  prisma  retto  , e 
però  anche  quella  di  un  cilindro  retto , è il  prodott 
ty  del  contorno  della  sua  base  per  la  sua  alte  zia , 
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La  superficie  del  cilindro  obliquo  ABCD  è pure  l|  prò-  Sg« 
dotto  della  sua  lunghezza  AB  nel  contorno  GM1MG  della 
lezione  fatta  da  un  piano  normale  ad  AB  . e questa  sezio- 
ne è un’  ellisse  ; poiché  se  per  un  plinto  P dell’  asse  Gl 
passi  il  circolo  LMK  parallelo  ad  AD,  la  sua  intersezio- 
ne col  piano  GMI  sarà  la  retta  MPM  normale  all’asse  (il. 

Sia  dunque  GP  — * , PM  = y , LP  = z , Gl  =s  a , I.K  =a 
BC  = AD  ==  b , e per  la  proprietà  del  circolo  si  avrà  y*  = 

» b X 

bz  — s*  : ma  i AA  simili  LPG  , PKI  danno  z = — ; dun- 

n 


fa* 

que  y*  = — ( ax  — x*  ) , equazione  all’  ellisse  . Vedete  le 

fl1 

Sezioni  Coniche . 


552.  La  superficie  della  piramide  regolare  ret- 
ta è eguale  al  semiperimetro  del  poligono  regolare 
che  le  9erve  di  base  , moltiplicato  per  la  normale 
o apotema  condotto  dal  vertice  sopra  un  lato  della 
base  ( 5l5)  . Onde  la  superficie  del  cono  retto  è il 

{rrodotto  della  semicirconferenza  della  sua  baso  per 
5 apotema  condotto  a qualunque  punto  della  circon- 
ferenza . 

553.  Debba  misurarsi  la  superficie  del  cono 
retto  troncato  AGED  il  cui  piano  DE  è parallelo 
ila  base  AG . Fatta  AC  ==  aa  , DE  = ab , EC  ( resto 
dell’  apotema  BC  ) = d , BE  — x , sarà  x -4-  d:  a : : 

x : b , onde  x — ? ed  x -+■  d = BC  = r ; e 

Enichè  ( 5ao  ) 2 br  , aa-r  son  le  circonferenze  delle 
osi  DE  , AG  , e BC  X a ir  ? BE  X 1®  superficie 
de’ coni  retti  ABC,BDE  (552),  la  lor  differenza 

o la  su  perfide  del  cono  troncato  sarà  — — r X aT  *— 
* a *p,~  b 

~-—b  X bic  — rd  X — 4*  (a  -+■  b)  ; ma  r (a  h-  b) 

è la  drconferenza  del  circolo  medio  aritmetico  tra 
le  basi  DE  , AG  ( 209  ) ; dunque  la  superficie  del 
cono  troncato  è eguale  al  prodotto  del  resto  dell ’ a - 
potema  per  la  circonferenza  media  proporzionai  - a~ 
rittneiica  tra  quelle  d«(U  basi  . 
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g3.  554-  Giri  il  semipoligono  regolare  SAN  intor- 

no all*  asse  SN  e cerchiamo  la  superfìcie  della  sfe- 
roide da  lui  generata  . Condotte  sull’  asse  SN  le 
normali  BQ  , AB  , EK , TL , è chiaro  che  i due  lati 
BS-,  IN  del  poligono  descrivono  dei  coni  retti  (746) , 
il  lato  AE  descrive  un  cilindro . e gli  altri  BA  , IE 
descrivon  tronchi  di  cono  retto:  onde  se  dal  centro 
C si  conducano  sui  lati  SB  , BA  , AE  le  normali 
CV , CM  , CZ  che  gli  dividono  in  mezzx)  e son  tut- 
te eguali  ( 453  ) , i AA  rettangoli  CVS  , BQS  con 
F angolo  in  S comune , saranno  simili  e si  avrà  VS: 
QS  : : C V : BQ  : : 2CW  : ìBQt  ( 520 ) , e però  VS  X' 
2BQt  ( cioè  la  superficie  del  cono  descritto  da  B3 
( 532  ) ) = QS  X 2CVx  . Di  nuovo  condotte  ila  B , M 
sopra  AR,SC  le  normali  BD  , MP  , i AA  CMP  , 
ABD  con  tutti  i lati  omologhi  normali,  son  simili 
( 435) , p però  AB  : BD  ( = QR  ) : : CM  ( = CV  ) : 
MP:  : 2CVx  : 2MPt , ed  ABX2MPT  ( cioè  la  superfi- 
cie del  cono  troncato  decritto  da  AB  ( 553  ) ) = 
QB  X2CVt  . Infine  il  ciliudro  descritto  da  AE  c a» 
KK  e da  EK  ss  CV,  ha  per  superficie  RK  X 2CVt. 
Perciò  la  superficie  della  sferoide  ~ (SQ  -4-  QR  -+■ 
RK  -+  KL  LN ) aCVr  =SNx aCVar,  cioè  è «- 

gitale  al  prodotto  del  suo  asse  per  la  circonferenza 
del  circolo  al  quale  è circoscritta  . Or  la  sfera  è u- 
na  sferoide  d' infiniti  lati;  dunque  la  superficie  della 
N sfera  è 4r:x , prodotto  dell * asse  2r  per  la  circonfe- 
renza ara-  d’  un  suo  circolo  massimo  . E la  superfi- 
cie d’ un  segmento  sferico  nato  dalla  rivoluzione 
qC  del  semisegmento  circolare  BCP , è 2rrx , prodotto 
dell ' altezza  CP  = x del  segmento  per  la  circonfe- 
renza arT  del  circolo  massimo  della  sfera  . 

555.  Dunque  la  superficie  della  sfera  i°.  è qua- 
drupla di  quella  del  suo  circolo  massimo;  pochi 
un  circolo  massimo  del  diametro  2 r è rV  ( 5-20  ) : 
2°.  è eguale  alla  superficie  del  cilindro  circoscritto; 
Q,  perchè  questa  è FA  X 2AKt  = 2r.2nr  = 4r*T:  3C- 
sta  alia  superficie  totale  del  cilindro  circoscritto  : : 
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a : 3 ; poiché  le  (lue  basi  del  cilindro  sono  ciascuna  r**\  c^. 

556.  La  superficie  totale  del  cono  equilatero  DIL  cir- 
eosciitto  alla  sfera,  sta  a quella  della  sfera  : : p : 4;  poi» 
che  nel  cono  avendosi  DI  = IL  = 2rV3  (464),  la  sua  ba- 
se saia  3r’jr  (,S2o),.la  sua  superficie  ór2*  (55 2),  e la  to- 
tale g/'ir  ; ora  9rlT  : 41-**- : : 9 : 4 . Perciò  le  superficie  to- 
tali della  sfera  , del  cilindro  e del  cono  equilatero  circo- 
scritto sono  — 4:  6:9.  Si  proverebbe  nel  modo  stesso  ebe 
le  superficie  totali  della  sfera  c del  cilindro  e cono  equi- 
lateri iscritti  stanno  16:12:9.  L se  concepito  il  cono 
ACB  e il  solido  scavato  HAKBMKH  , si  conduca  una  ret- 
ta qualunque  NT  parallela  ad  AB,  sarà  NQV  = r1* , 
CQ1*-  = ( irx  — x1  )t  ( 478  ) , ed  NQ'jr  — OQ2*  = ( r — 
x )l*  = CQ1*  = PQ!rr  , cioè  la  base  del  solido  generato 
dalla  rivoluzion  del  curvilineo  HNO  , eguaglierà  la  base 
del  cono  corrispondente  PCR . 

557.  Il  paragone  delle  superficie  di  due  solidi 
è facile.  Poiché  chiamando  S , s queste  superficie, 
A,B'i  fattori  della  prima,  ayb  quelli  della  secon- 
da, si  avrà  sempre  S : s : : AB  : ab . Onde  1 °.  se  A =3 
a , si  avrà  S : s : : B : b ; 2°.  se  A : a : : b : B , avremo 
S = s ; 3°.  se  A : a : : B r b , sarà  S : s : : A*  : o*  : : B*  : 
b'~ . Quest’  ultimo  caso  ha  luogo  nei  solidi  simili , le  * 
cui  dimensioni  omologhe  son  proporzionali  : per  e- 
«e  in  pio  le  superficie  delle  sfere,  che  son  solidi  simi- 
li, stanno  tra  loro  come  i quadrati  dei  raggi  o del- 
le circonferenze  o in  (venerale  delle  dimensioni  omo- 
loghe dei  loro  circoli  massimi. 


Misura  dei  Solidi. 


558.  La  Solidità  d*  un  corpo  è la  porzion  d’e- 
stensione compresa  tra  le  sue  fuccie . Così  due  cilin- 
dri della  grossezza  ed  altezza  medesima,  hanno  una 
stessa  solidità,  qualunque  sia  la  materia  di  cui  son 
falli,  come  per  esempio,  1’  uno  di  piombo  e l’altro 
di  sughero.  Non  bisogna  dunque  confonder  la  mas- 
sa nè  il  peso  d*  un  corpo  colla  sua  solidità. 

55g.  Per  misurar  la  solidità  bisogna  prender 
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por  unità  di  misura  il  solido  più  semplice  , quello 
ri'>è  le  cui  tre  dimensioni  sono  eguali  ali’  unità  di 
lunghezza:  il  Culo  perciò  è la  misura  naturate  del- 
la solidità.  Quindi  si  dice  indifferentemente  o la  cu- 
batura o la  solidità  d’ uh  corpo,  la  cui  determina- 
zione perciò  si  riduce  a trovar  quante  volte  il  cu- 
bo unità  si  contenda  nel  dato  corpo  : cosi  per  valu- 
tare un  solido  in  piedi  cubi  , basta  determinar  quan- 
te volte  egli  contenga  il  piede  « ubo  unita . 

56o.  Misurare  il  cubo  AG  = G diverso  da 
ag  = c,  cubo  unità.  Tagliato  nel  cubo  un  paralle- 
lepipedo HN  con  la  base  HM  = ac , è chiaro  che 
1*  unità  di  o da  entra  tante  volte  in  DI  o DA , 
quante  entra  c in  HN  ; dunque  1 : DA  : : c : HN  =a 
DA.c:  ma  1’  unità  ac  o HM  entra  tante  volte  in 
AC)  quante  HN  entra  nel  cubo  C;  dunque  1:  AC:; 
HN  ( = DA . c ) : C = DA . AC . c , e poiché  c =t=  1 ed 
AC=DA1,  sarà  C = DAJ,  cioè  il  cubo  è il  pro- 
dotto del  cubo  unità  per  il  cubo  delle  unità  di  un 
de ’ suoi  lati . Cosi  un  piede  cubo  = 172S  pollici  cu- 
bi; una  tesa  cuba  =?  216  piedi  cubi  = 216  X 1728 
pollici  cuhi  ec. 

Dunque  il  parallelepipedo  rettangolo  è il  pro- 
dotto della  sua  base  per  la  sua  altezza . Poiché  il 
cubo  AG  descritto  sul  maggior  lato  DI  contien  tan- 
te volte  il  parallelepipedo  HN,  quante  AC  contiene 
HM  ; dunque  AG  ( = DI’  ) : HN  : : AC  ( = DI1  ) : 

HM  ( = DH.DM  ),  ed  1IN  = = DI X 


DHXM. 

56l.  Onde  un  prisma  retto  o obliquo  è il  pro- 
dotto della  sua  base  per  la  normale  abbassata  dal- 
la base  superiore  sulC  inferiore  , prolungata  se  bi- 
sogni . Infatti  ridotta  la  base  del  prisma  ABCDEF 
retto  o obliquo  ad  un  rettangolo  abed , sul  quale 
si  fòrmi  un  parallelepipedo  rettangolo  abedef  dell’al- 
tezza GO  del  prisma , posso n dividersi  i due  solidi 
cou  piani  paralleli  alle  basi  per  aver  delle  sezioni 

1KLMNI , 
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fKLMNI , iMi  eguali  alle  basi  e fra  loro.  Ma  la 
gomma  di  queste  sezioni  è eguale  in  ambedue  i so- 
lidi; dunque  il  prisma  è eguale  al  parallelepipedo, 
e si  misura  come  lui.  Duncjue  anche  il  cilindro  la 
cui  base  è un  circolo , è il  prodotlo  della  sua  al-* 
tczza  per  questo  circolo. 

Onde  posre  a, a'  1’  altezze  di  due  cilindri,  r,r‘i  rag- 
gi delle  lor  basi,  saranno  ‘ìarr , 2a'r  » le  lor  superficie, 
arV.a'r'* ir  le  lor  solidità;  dunque  1°.  se  ai *jr  z=  a r 'ir 

onde  r'  — r^/~  , avremo  larx  : 2uVjt  : : i/a  : y'a';  3®.  se 


Zane  = aa'i  'ir,  onde  r‘  = — , avremo  arV  : a‘r'*T  : : a'  : a , 

a 

cioè  due  cilindri  eguali  in  solidità  , hanno  le  superficie 
come  le  radici  dell’  altezze  : cd  eguali  in  superficie  , han- 
no le  solidità  in  ragione  inversa  dell’ altezze 

■Sfìa.  Le  piramidi  SA  BCDE  = X , SulfC  = X <1  C- 
gunle  altezza  a stanno  fra  loif»  conio  le  basi  A lìCD  C — 
lì  , ale  — b . Le  taglio  in  egual  distanza  dai  verti- 
ci parallelamente  alle  basi . ed  ho  ( 53g)  SF1  : Si’1  :: 
AlìCDE  : IKLMN  : : sf1  : sp1  ::  abc:ikl\  onde  A BCDE 
(B)  : ale  i b):  : IKLMN  \ikl  : : hi  somma  di  tutti  gli 
elementi  1KL3IN  o la  prima  piramide:  alla  somma 
di  tutti  jil’  ilei  o alla  seconda , cioè  X : x ; : B : b . 

563.  Dunque  X = y , c conosciuta  la  solidità 


d’  una  sola  piramide  x , si  avrà  subito  quella  di 
tutte  1’  altre  d’  eguale  altezza  a . Ora  un  cubo  ò 
l’aggregato  di  sei  piramidi  eguali  che  col  vertice  si 
uniscono  nel  centro  del  cubo,  ed  hanno  per  Lisi  le 
sei  faccio  . La  loro  altezza  a dà  dunque  2 a per 
quella  del  cubo,  8a*  per  la  solidità  di  esso,  ed 

per  la  solidità  x di  ciascuna  piramide  : e 

r-  J]jr  # 

poiché  la  base  l>  = l^a' , la  formula  X = -g  diviene 


9*- 


X = jaB  , cioè  la  piramide , e perciò  anche  il 

pynu  ) è il  terzo  del  prodotta  della  sua  base  per  la 

K o 
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sua  altezza  . Onde  la  piramide  o il  cono  sono  il 
terzo  del  prisma  o del  cilindro  di  eguale  base  ed 
altezza  . 

qr>.  .Ó64.  Per  misurare  il  cono  troncato  ADEC,  con- 
dotta la  normale  BF  sulle  sue  basi  , c fatta  AG  == 
2a  , DE  — ’lb  , GF  = d , e BG  = x , si  avrà  a : b : ; 

x -+  d : x = 7 , x d — BF  = ——  , e i circoli 

ti  0 a — 0 

delle  basi  DE,  AG  saranno  ( 520  ) b2rr  , aV  ; dun- 
que i coni  ABC,  BDE  sono  e ~ » 

onde  la  lor  differenza,  o il  cono  troncato  ACDE  = 
dir  f a*  — bl » nd 

— 1 r ) = — ( a1  -4-  b1  -4-  ab  ) . 

3va  — b 3 v _ 

565.  Un  Poliedro  si  divide  in  piramidi , le  cui 
solidità  sommate  danno  quella  del  poliedro  . Se  è 
regolare  , formo  dal  centro  sopra  ogni  sua  faccia 
d'dle  piramidi  eguali , e il  prodotto  del  raggio  della 
sfera  iscritta  per  il  terzo  delia  sua  superficie  dà  la 
misura  del  poliedro  . 

566.  Dunque  anche  la  sfera , poliedro  regolare 
d’  infinite  feerie  , è il  prodotto  del  terzo  della  sua 
superficie  per  il  suo  raggio  . 

563  Fatto  r il  raggio  della  «fera,  tara  r**  il  suo  cir- 
colo massimo  ( 520)  e — r’*  la  sua  solidicà  : ma  quelle  del 
3 

cilindro  e cono  cquilateio  circoscritti  sono  2rV  (561}  « 

3.  *«f  464  563);  dunque  le  tre  solidità  son  tra  loro — r>*: 

3 

jrit  : 3 r»*  : : 4 : 6 : 9 , appunto  come  le  superficie  . Se  il  co- 
no abbia  1’ altezza  e base  stessa  del  cilindro,  sarà  il  terzo 
di  esso  (563),  e il  cilindro,  la  sfera  e il  cono  staranno:: 


t <2  ... 

2rJ*:  --  r'e  *.  — r*«  ::6:4:2::3:2:  I ; onde  il  cilindro 

3 3 

A M meno  l’emisfero  HKM , cioè  il  solido  scavato  HAKBMKH, 
94-  egurig!  a il  cono  AO.B  : 

568.  Un  settore  sferico  è dunque  il  prodotto 
9°*  della  superficie  2 rttrx  (554)  descritta  da  BG  nel 
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terzo  del  raggio  BD  (566),  cioè  BCDM  = — . 90. 

».  n • ^ 

Perciò  in  una  stessa  sfera  , i settori  son  tra  loro  co- 
me 1*  altezze  de’  segmenti  su  cui  posnno  . 

569.  Onde  essendo  PD  — / — xe BP  ==  \J(o.rx  — 

jc1),  sarà  il  cono  retto  BDM  = — (arx— - 

u 

k ) , e BCMD  — BDM  , cioè  il  segmento  sferico 
BPMC  = — ( 2r’.T  — ( 2 rx  — **  ) ( /'  — a:))  = 

o 

)■ 

o 

570.  Dunque  fatta  DP  = z,  alcezz3  del  trapezio  DPBF, 

lìr  ^ ir 

si  ha  CP  = x = r — 3,  e sottraendo  dall’  emisfero  il 

_*  3 

segmento,  viene  *3(1* — -**-  ),  solidità  della  porzione  sfe- 

3 

rica  generata  dal  trapezio  DPBF  . Così  si  trova  che  fatta 
l’altezza  DQ  = 11 , la  porzione  sfeiìca  descritta  dal  trape- 
zio DQVF  ha  per  espressione  *u(r1 - j . Onde  la  so- 

lidità della  sona  generata  dal  trapezio  QPBN  è-»,(r*(s— . 

ti  ^ . 

u)-l ),  e fatta  la  sua  altezza  PQ=g,ilsuo  mag- 

3 

gior  raggio  QN  =y,  il  minore  PB=y,  si  ha  z = u-fgt 

il  che  dà  la  sua  solidità  *g(rx — u 1 — -gu  — — Si  ha 

3 

poi  >*  = r*  — u* , e però  v1  -+  «*  = rx  = y‘y ’ -+  u*  -+  2 gu  -+ 

_ vy  _ cr* 

g ; onde  gu  = - •- —,  e però  una  zona  qualun» 


onde  la  zona  può  conoscerti  benché  sia  ignoto  il  raggio 
della  sua  sfera.  Del  resto,  poiché  il  trapezio  HOQC  ge- 


nera la  porzione  *3  ( r* — — ed  è il  cilindro  NM  = r*z*  , , 

...  3 . 94- 

il  cilindro  meno  la  porzione,  cioè  la  parte  NHO  del  so- 
lido scavato  HAKBMKH,  sarà  — , eguale  al  cono  corri- 

3 


spondentc  PCR  , come  le  loro  basi  (556). 
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Si. 


571.  Ora  por  paragonar  «lue  ^olirli  insiemi, 
chiamo  S , s le  lor  solidità,  , e A , B , G , a , b , e i 
loro  fattori  ; dunque  S : s : : ABC  : abe  ; onde  iu.  se 
A = a , S : s : : BG  : he  ; 20.  se  A : a : : bc  : BC , S = s 
3°.  nei  solidi  simili  S : 5 : : A’  : o?  : : B5  : : :C5  : c?. 

Onde  , per  esempio , le  sfere  sono  come  i cubi  dei 
roggi  de*  diametri*  o delle  loro  dimensioni  omologhe . 

Ecco  alcuni  Problemi  per  esercizio  dei  Princi- 
piami, che  potranno  scioglierli  o nel  primo  o nel 
secondo  anno  dei  loro  Studi  , or  per  sintesi  or  per 
analisi  ed  or  nell’  una  e nell'altra  maniera  . 

572.  I.  Dati  gli  angoli  contigui  c contrariamente  po- 

sti DCA  = a , CAD  = b , ADC  — c ec  , trovar  I*  espressio- 
ne dell’  angolo  fatto  sull’  ultimo  Iato  AD  o DC  da  MN 
normale  al  lato  DC  del  primo  , EU.  Se  1’  angolo  è uno  , 
l’espressione  cercata  sarà  90°  a ; se  son  due,yo°^a±= 
b ; se  son  tre  , 90°  ec.  : i segni  di  sopra  son 

per  l’angolo  supeiiorc,  quei  di  sotto  per  l’inferiore. 

573.  II.  Supposto  ora  che  MN  si  pieghi  in  V per  VP 
e si  accosti  ad  VO  normale  sopra  EC  , e poi  di  nuovo  si 
pieghi  per  PQ  e si  scosti  da  PR  normale  sopra  AD  , e cosi 
continui  a scostarsi  per  un  numero  qualunque  d’  angoli  , 
determinare  in  qual  caso  sarà  PQ  sopra  o sotto  la  norma- 
le PR  , e l’angolo  che  faranno  tra  loro  le  due  MN  , PQ  : 
si  osservi  che  oltre  gli  angoli  a,b,c  ec.  dati  come  nel 
passato  problema,  si  suppongon  dati  anche  gli  angoli  PVO=s 
r',  QPR  = r"  cc.  Ris.  Se  i dati  angoli  son  due  e si  abbia 
b >-  r',  la  retta  PQ  saia  sotto  PR  : se  b < r'  saia  sopra,  e 
l’angolo  che  fanno  tra  loro  le  due  MN,PQ,  sarà  nei  due 
casi  b — a =3:  r".  Se  i dati  angoli  son  tre  e si  abbia  c">-r", 
la  retta  sark  sopra  la  normale  ; se  c < r",  sarà  sorto  , c 
l’angolo  cercato  sark  nei  due  casi  b — a — e ±=  r Non 
importa  che  questi  angoli  si  trovino  negativi, 

574.  IH.  Condotte  sui  lati  CA,CB,  d’ un  angolo  C = 
a le  normali  FI , DI  c la  retta  FD  che  fa  con  esse  gli  an- 
goli DFI  = r , FDI  = i , supponendo  noti  gli  angoli  a , r , 
trovare  in  tutti  i casi  l’espressione  dell’angolo  i.  Ris.  Vi 
sono  cinque  casi  : i°.  se  a > r ed  FD  è sopra  la  normale 
1F , sarà  i = a -4-  r : 2°.  sca>r  cd  FD  è sotto  FI,  sarà  r = 
a — r.*3°.  se  r=o,  FD  si  confonderà  con  IF  e sarà  i = 
a ; 40.  se  a = r,  FD  sarà  sotto  IF  e si  avrà  i = 0;  5°-  s© 
«»<r,  FD  sarà  sotto  IF  e si  avrà  i = r — a. 
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515-  IV-  Condotte  nell’angolo  stesso  C = a due  altre  Si. 
normali  l'F'.I'D'  con  un’altra  refta  F'D'  onde  si  abbiano 
gli  angoli  DFI  = p , D'FT  = u , FDI  =g>  F'D'I'  = h , sup- 
ponendo p,u  dalla  parte  medesima  delle  loro  normali, g~p 
h un  angolo  assai  grande»/; — u un  angolo  piccolissimo, 
c p > u>,  determinare  i casi  in  cui  saia  g maggiore  o mi- 
nore di  h , e la  ragion  degli  angoli  p — uetfeqin.ilij. 

Di  1 1 combinazioni  , 5 sole  non  si  oppongono  alle  condi- 
zioni del  problema:  i*.  quando  FD,F'D'  son  di  là  dalle 
loro  normali  FI  » F'i',  si  avrà  g = a -4-  p , h = a -+  u cg  > h : 

2a.  quando  sono  al  di  qua,  se  #=  a — /;  ed  h = a — «, 
saia  //  «c.  h : 3*.  se  g — o ed  h — a — u , sarà  g <;  /»  : 4*.  se 
g — p — a ed  h = 0,  sarà  g > h : 5*.  se  g — p — a ed  h — 
u — a , sarà  g>  h . In  generale  si  avrà  sempre  p — u = 

±=  li  . 

576.  V.  Condotte  da  un  punto  qualunque  d’  un  A 
equilatero  tre  normali  ai  tre  lati  , assegnar  la  ragione  del- 
la lor  somma  alla  normale  che  dal  vertice  del  A va  alla 
base.  ìxis.  La  ragione  è d’egualità. 

577.  VI.  Descritti  tre  quadrati  sui  lati  d’  un  A qua- 
lunque e congiunte  le  loro  estremità  con  linee  rette  , e 
di  nuovo  sopra  queste  descritti  tre  altri  quadrati , e unite 
con  tre  rette  le  quattro  estremità  corrispondenti  di  cia- 
scuna lor  coppia , assegnar  la  ragione  del  dato  A a ciascun 
dei  nove  che  ne  risulteranno.  JK is.  Ciascun  dei  nove  e- 
guaglìa  il  dato. 

578.  VII  Data  la  media  m di  tre  proporzionali  e la 
diffidenza  d dell’ estreme , trovar  1’  estreme . Iris.  La  più 


. , — d+=^(  Am1  ■+ d‘ ) 

piccola  è x — . 

li 

579.  Vili.  Data  l’altezza  a d’  un  A e le  differenze 
4,c  dei  lati  e dei  segmenti  dalla  base , trovare  il  A. 

c 

Ris.  Chiamato  x i!  segmento  minore  , «ara  a-  = — — ±= 


* . //  c * b* . 

2 V ( C*  — bl  )' 


580.  IX.  Dato  un  lato  a intorno  all’angolo  retto  d’ty» 

▲ rettangolo  e 1’  aggregato  b degli  altri  due  , trovar  que- 
sti lati . Ri».  L’ ipotenusa  * = ° ^ ■ . 

20 

58!.  X Determinar  la  figura  contenuta  dalle  quattro 
tette  che  partono  dal  mezze  di  ciascun  lato  d’  un  quadri^  * 
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Utero , e la  sua  ragione  al  quadrilatero  . T\ìs.  La  figura  è 
un  parallelogrammo  che  è metà  del  quadrilatero . 

582.  XI.  I quadrati  dei  lati  d'  un  parallelogrammo 
qual  ragione  hanno  ai  quadrati  delle  diagonali  . lìts.  D’  e- 
gualità  . 


73. 


27- 


73. 


«4- 


583  XII.  In  un  parallelogrammo  ABDE  trovare  un 
punto  P tale,  che  unite  agli  angoli  le  rette  PA  , PD , PB , 
PE  sia  PA*  -+  PD*  = PB*  -+•  PE*.  Ris  Se  il  parallelogram- 
mo c rettangolo  , ogni  punto  sodisfìi  al  problema  ; se  non 
i rettangolo , il  problema  è impossibile  . 

584  XIII.  Condirne  da  un  punto  E della  diagonale  AD 
o da  un  punto  qualunque  P del  piano  d’  un  parallelogram- 
mo  BC  le  normali  EF  . Ef  o Pe  , Pf,  Pi  sui  lati  AB  , AC , 
o AB,  AC,  AD  assegnar  la  ragione  del  rettangolo  DAx 
AI  o DAxAe  ai  rettangoli  CAxAF-s-  ISA  X Al  o CAx 
A/’-+*BAxA i.  Ris.  La  ragione  è d’egualità. 

585.  XIV.  Per  un  punto  P preso  dentro  un  angolo 
BAE  condurre  una  retta  BPE  tale,  che  l’area  BAE  egua* 
gli  una  data  superficie  m*.  Ris.  Condotte  PIVI  , PN  paral- 
lela e normale  ad  AE  c chiamandole  a , b , si  avrà  AE  = 

ni1  ±r  m y ( rn*  — 2<i b ) 

586.  XV.  Prolungati  i lati  KI,lG  d’un  parallelogram- 
mo Hi  j e da  un  punto  qualunque  come  vertice  descritti 
tre  AA  sui  lati  Kl  , IG  e sulla  diagonale  HI  condotta  pec 
l’angolo  contenuto  dai  lati  KI,JG,  assegnar  la  ragione 
di  quelli  a questo  i°.  quando  il  vertice  è dentro  l’angolo 
CIA  o DIK  ; 2°.  quando  è dentro  1’  angolo  K1G  o DIA: 
30.  quando  è in  uno  dei  due  lati,  o nella  diagonale,  o nel 
prolungamento  degli  uni  o dell’altra.  Ris.  1°.  il  A sulla 
diagonale  eguaglia  la  sommi  di  quelli  sui  lati  : 2°.  ne  e- 
guaglta  la  differenza  : 30.  i tre  AA  divengon  due  e sono 
eguali  . 

587.  XVI.  Iscrivere  in  un  dato  A un  rettangolo  che 
eguagli  un  poligono  dato.  Rts.  Fatto  ac  il  poligono,  a la 
base  del  A , d la  sua  normale  dal  vertice,  b un  suo  lato  x 

la  parte  ceteata  di  esso  , presa  dal  vertice , sarà  x = — 


• 588.  XVII,  Descrivete  un  quadrato  in  un  jemicirc»* 
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lo.  Rii.  Chiamato  oa  il  diametro,  l’incognita  presa  dal 

' . a1 

vertice  sara  jf  = a ±z  v — . 

5 

589,  XV III.  Il  quadrato  del  lato  del  trigono  regolare 
iscritto  nel  circolo  , qual  ragione  ha  al  quadrato  del  rag* 
gio  ? Rii.  T ripla  . 

590.  XIX.  I quadrati  del  lato  del  pentagono  , dell’  e» 
sagono  e del  decagono  regolari  iscritti  in  un  circolo,  qual 
ragione  hanno  tra  loro?  Ri».  11  quadrato  dell’uno  egua* 
glia  quelli  degli  altri  due  . 

591  XX.  Qual  ragione  hanno  tra  loro  le  differenze 
degli  esagoni  regolari  circoscritto  ed  iscritto  ad  un  circo- 
lo , dell’  esagono  e trigono  iscrìtti  , del  trigono  ed  csags-" 
no  circosctirti  , e deli*  esagono  circoscritto  c trigono  iszritr 
to  ? Ris.  Continua  aritmetica  . 


592.  XXI.  Qual  ragione  hanno  tra  loro  tre  poligoni  re- 
golari di  lati  m , 2m , m , il  primo  circoscritto  c gli  altri 
due  iscrir ri  al  circolo?  Ris.  Continua  geometrica. 

593.  XXII.  Qual  ragione  hanno  tra  loro  tre  poligoni 
regolari  di  lati  m , 2 ni , ‘irti , i primi  due  circoscritti  e il 
terzo  iscritto  al  circolo?  Ris  Continua  armonica. 

594  XXIII.  Iscritto  e circoscritto  al  circolo  uno  stes- 
so polìgono  regolare  , trovare  il  raggio  del  circolo  a cui 
circoscrivendo  o iscrìvendo  un  poligono  simile  , il  nuovo 
poligono  eguagli  la  differenza  dei  dati.  Ri»  Il  raggio  cer- 
cato è net  primo  caso  la  meta  del  lato  del  dato  p 1 gono 
iscritto,  nel  secondo  la  metà  del  lato  del  circoscritto. 


595.  XXIV.  Alzata  nel  semicircolo  AMB  1’  ordinata 
PM  per  cui  passi  una  corda  NB  condotta  dall’  estremità 
de!  diametro,  trovar  la  ragione  dei  tertangoli  AB  X BP  cd 
NBxBD.  Uri.  La  ragione  è d’egualità. 

596.  XXV.  Condotte  da  un  punto  M della  circonfe- 

renza  il  cui  centro  è C , la  tangente  MT  e l’ordinata  MP  , 
assegnar  la  ragione  delle  quattro  linee  TA,TP,TC,TB 
prese  sul  diametro  dall’  origine  della  tangente . Ris.  La 
ragione  è geometrica.  * 


597  XXVI.  Data  l’area  AN  = a ed  il  solo  contorno 
laterale  ALVINO  — c d’ una  figura,  trovare  un  rettangolo 
che  la  eguagli  in  arca  e con  tre  de’  suoi  lati  anche  in  con- 
torno . Ris.  Se  l,p  siano  la  larghezza  e 1’  altezza  del  ret- 


8. 
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tancolo  cercato  , si  avra  p = . 

* 4 


4° 

c V ^ — ■"*  8^  ) 

59S  XXVII.  Dn  un  dato  punto  d’ un  lato  dividere  ua 
A in  qualunque  numero  u di  parti  eguali.  Ria.  La  solu- 
zione dipende  dal  num°  526. 


599.  XXVIII  Dividere  un  A in  n parti  eguali  con 
rette  p.ual  tele  ad  un  lato.  Iiis.  Fatto  a il  Iato  contiguo  % 
la  patte  di  esso  ( dal  vertice  ) da  cui  deve  condursi  la  pri- 


ma parallela  , sarà  x 


600.  XXIX.  Costruir  la  formula  a:  = 


hdtm 


a ( m -+•  n ) 


net 


caso  del  n*.  526.  Rii.  Si  trovi  — 

m • 


in  un  lato  del  & , e 


la  costruzione  è fatta  . 


601:  XXX.  Trovare  un  circolo  eguale  alla  superficie 
d’ un  dHto  cilindro  o cono  retto.  Ria.  Se  a sia  il  laro  del 
solido,  r il  raggio  della  sua  base,  *•  quello  del  circolo  cer- 
cato, «i  avrà  x — vvìur  per  il  cilindro,  x-  = x/ar  per  il 
cono . 


602.  XXXI.  Dito  un  tronco  di  cono  retto  CD  con  le 
9—  basi  AC,  DE  p.irullele,  farvi  una  sezione  HI  parallela  alle 

basi  in  modo  che  la  circonferenza  di  essa  sia  media  pro- 
porzionale aritmetica  tra  le  circonferenze  delle  basi.  Ris. 

Se  sia  EC  = d , EI  = x , si  avrà  x = ~ . 

*3 

603.  XXXII.  Trovare  un  circolo  eguale  alla  superficie 
d*  un  darò  segmento  sferico  Ris.  Se  sia  « l’altezza  dei- 
segmento,  r il  raggio  della  aua  sfera,  quello  del  circolo 

' cercato  sarà  x — x'Zar. 


604.  XXXI II.  Trovare  una  sfera  eguale  in  solidità  ad 
un  dato  segmento  sferico.  Ris.  Picse  le  denominazioni  del 
passato  problèma,  il  raggio  della  sfera  sarà  x= 

«j  j i J 

Z-OL-  \ , equazione  che  con  la  seguente  s’ insegna 

4 ' 


a costruire  a suo  luogo  . 

605.  XXXIV.  Trovare  una  sfera  eguale  alla  somma 
d’  un  cono  e d’  un  tronco  di  cono  retti.  Ris.  Se  ci,a'  sie- 

no 
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no  1’  altezze  del  cono  e del  tronco,  ed  r,r' , r"  i raggi 

delle  lor  basi  , quello  della  sfera  cercata  sarà  x — 

3 / f a>x  -+  a'  ( r'1  -+  r"*  -+•  r'r 

VL  4 


6o6  XXXV  Data ‘una  sfera  formarne  on  cono  retto  1*. 
della  data  base  , 2°.  della  data  altezza,  30.  o un  tronco  di 
cono  retto  delle  date  basi  , o d’  una  base  e d’  una  altezza 
dace  . Ris.  i°.  Se  r , r-'  sieno  i raggi  della  sfera  e del  co- 
no , 1’  altezza  di  esso  sarà  x = ~ : 2*.  se  sia  a T altezza 


del  cono,  il  raggio  della  sua  base  sarà  y — lr  ^ — ; 3*, 
se  r'  , r"  sieno  i raggi  delle  basi  del  tronco  , la  sua  altcz- 

— ; 4°.  se  sia  r'  il  raggio  della  ba- 


za  sarà  z = 


4r 


-+  r"*  -+  rV 


•e  del  tronco , a la  sua  altezza  , il  raggio  dell'  altra  base 


FINE  DELLA  GEOMETRIA, 


F £ 
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99- 


TRIGONOMETRIA  RETTILINEA 


6cp.  T a Trigonometrìa  misura  le  parli  «lei 
J J ÀA  j e scioglie  , quando  è possibile, 
questo  cenerai  problema:  date  tre  delle  sei  cose  che 
compongono  un  triangolo  22),  trovar  l'  altre  tre. 
Fili  a è rettilinea  se  i AA  son  rettilinei,  ed  è sferica 
se  sono  sferici  . 

6c8.  Condotte  nel  quadrante  CAB  le  tannanti 
in  A , B , e dai  vari  raggi  CM  , CO  ec.  prolungati 
fino  alle  tangenti  in  X,T,  in  S ec. , calate  le  va- 
rie ordinate  MII  , OG  ec.  sul  rancio  CA  , ed  Mt^  , 
OL  ec.  sul  raggio  CB , te  a sia  un  annoio  qualun- 
que MCA  , o il  suo  arco  MA  , chiamo  MH  il  seno 
di  a , e scrivo  JVIH  = sen  a ; AX  la  tangente  di  a , 
ed  AX  = tango ; CX  la  secante  di  a,  e CX  = 

sec  a ; All  il  seno  verso  di  « , ed  AH  — sen  v.  a ; 

quattro  rette,  clic  con  nome  comune  diconsi  funzioni 
d’  un  angolo  o d’  un  arco  a : e poicli  è MCB  o MB 
è il  complemento  di  a ( 3qq  ) , le  quattro  funzioni 
di  MB  diverranno  co- funzioni  di  a,  onde  Ollss 
CH  sarà  il  coseno  di  a , e CH  = cos  a ; BT  la  co- 
tangente di  a , e BT  = cot  a ; CT  la  cosecante  di 
a , c CT  — cosec a ; B^>  il  coseno  verso  di  a , e 
B<  ) = cos  v.  a . 

V s t 

tioq.  E chiaro  che  queste  funzioni  e en- funzio- 
ni variano  eoi  raggio  CA  = r:  cosicché  il  quadran- 
te l'Q  del  raggio  CF  = f dà  mh  per  seno  di  a e 

non  più  MH  ec.:  ma  essendo  MH  : mh  : : MC  : mC  : : 


, . n , MH.r1  ....  # -i 

r : r , si  avrà  mh  — = MB.  r se  il  raggio  pri- 


mitivo r = 1 ; per  aver  dunque  in  lai  caso  la  fun- 


\ 


\ 
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zinne  mh , bnsteril  moltiplicar  la  primitiva  MH  per  99. 
il  nuovo  raggio  r . Noi  faremo  sempre  r — 1 ; r se 
non  lo  sia,  le  funzioni;  perchè  linee  rette  o poten- 
ze di  esse  , dovranno  moltiplicarsi  o partirsi  per  quei- 
la  potenza  ili  r che  le  renda  omogenee  ( top  ) . 

Gl o.  Ciò  supposto, si  ha  MH  ( = <pG  = coi  BM)=s 
1 sen  a = cos  ( 90  0 — a ) . . . CH  (cos  a)  : HM  (sen  a)  : ; 

CA  (1):  AX  = 

2®.  tang  a = s—~ ? . . . CH  ( coi  a ) ; CA  ( 1 ) : : CM(l) 

ex  =t0‘ 

3®.  icc  0 AH  = AC  — C.H  = 

co*  a 

4*.  se/i  v.  a — 1 — cos  a . . . CII  (=  OM  —sen  BM)  — 

51 . cos  a = sen  (90°  — a)  . , . MH  ( seri  a ) : CH  (cos  a)  ; ; 

Cli  ( 1 ) : BT  = 

6*.  cot  a = QC  (sen  a ) : BC  (1):: 

trn  a tu  tifi  a ' ' ' 

MC  ( J ) : TC  = 

7®.  cosec  a = — — • . . . 150  = BC  — CO  = 

8’.  coi  e.  a—  1—  sen  a CM*  = MH*  -a-  HC*  = 

9".  1 = serra  -4-  cos1  a . . . CX:  = CA*  -4-  AX*  — 
io®,  scc1  a = 1 -+  tang1  a . . . CT*  = CB*  -+  BT*  === 
li*,  cosec1  a — 1 -+  cot1  a ; formule  fondamentali  da 
cui  ne  avremo  poi  niolt’  altre  . * 

Gii.  Per  ora  osservo  che  da  A a B i seni  cre- 
scono c i coseni  scemano,  ambedue  positivi;  in  A 
si  ha  sen  a = c e coi  a = r;  in  B , a 90°  da  A , 
seri  a — r e cos  a — o . Da  B a D i seni  sceinauo 
e son  positivi,  ma  i coseni  crescono  e son  negativi; 
in  I)  , a i8o°  da  A , sen  a — o e coi  a = — r . J )a 
I)  ad  E i seni  crescono  e i coseni  scemano  , ambe- 
due negativi;  in  E , a 270°  da  A,  sen  a = — re 
coi  a — — c . Da  E ad  A i seni  scemano  e son  ne- 
gativi , e i coseni  crescono  e soli  positivi  : in  A , a 
36gu,  tutto  ricomincia  come  prima  quando a>  3Go°; 
c fatto , per  esempio  , a = 90%  e supposto  n un  nu- 
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mero  qualunque  ed  m il  resto  di  , sarà  Sen  nti  =s 

sen  ma  , cos  na  = cos  ma  : così  sen  7 . 90°  = sen  3 . 90", 
cos  1 4 • qo°  = cos  2 . 903  ec. 

612.  Dunque  anche  1' altre  funzioni,  che  come 
si  è visto  (610),  dipendon  tutte  dal  seuo  e dal  co- 
seno, varieranno  in  valore  ed  in  segno  per  l’ inte- 
ra circonferenza  : così  la  tangente  alternativamen- 
te positiva  e negativa  nei  quattro  quadranti  , sarà: 


sen  a O . . r . _ 

tane  a — — — — e in  A , = — — 00  in  li  , z=z 

0 coi  a r o 

-°—  — — o in  3)  , = — - = 00  in  E , ricominciando 

— r ’ — o 


aneli’  essa  col  primo  ordino  se  a ">  36o*.  Ecco  in 
compendio  i cangiamenti,  delle  quattro  principali 
funzioni  . 


a o° 

da  0* 
a 90° 

a 90° 

dii  90° 
a l8o° 

a l8oB 

Ja  l8o* 
a 2-o° 

a 270* 

da  270* 
a 3óo° 

sen 

O 

■+ 

-+•  r 

-+ 

0 

— 

— r 

— 

cos 

■+  T 

•+ 

O 

— 

* — * r 

• — 

— 0 

-H 

tang 

0 

-I- 

-+  co 

> — 

O 

-+  • 

00 

— 

cot 

00 

0 



OC 

-t- 

— 0 

— . 

61 3.  Osservo  ancora  che  il  seno  MH  d’ un  arco 
MA  è la  metà  della  corda  MZ  d’  un  arco  doppio 
MAZ  (406)  : onde  i°.  come  MZ  è corda  di  MAZ  e 
di  MBDEZ  , così  MH  è seno  di  MA  e del  suo  sup- 
plemento M11D  : 2°.  come  MAZ  — 60°  dà  MZ.= 
r = 1 ( 456) , così  M A = 3o°  dà  MH  = sen  3o°  = 
£*, allora  CII  = cos  3o°  = (form. 9*.)  y/(i  — sen’3o0)  = 
l sj 3:  3°.  come  OAZ'  = 90°  dà  OZ'  = ^2  (459), 
così  OA  = 450  dà  OG  = seti  4 3°  — \/ % ==■  GC  = cos 
450  ; allora  anche  C A — AS  = tang  45’  = 1 ==  SU  =5 
cot  450:  perciò  gli  archi  equidifferenti  da  45’  in  — 
ed  in  -+-  , avranno  reciprocamente  i seni  eguali  ai  co- 
seni , ed  MH  = sen  3o°  = sen  ( 45”  — l5°  ) — è ~ 
CF  = cos  6o°= cos  (453-+  i5°),  e CH  = £ y/ 3 ~ PF. 
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6l4-  Dati  ora  i seni  o metà  di  corde  — = seri  a, 

— = sen  A di  due  archi  a , b , se  si  voglia  il  seno  — = 
2 r 2 

sen  (a  =t  b ) della  lor  somma  o differenza  , si  avrà 


( form.  g1.  ) cos  a = y'  ( ra  — — m1  ) = — y'  ( /|/-*  — 

4 2 

m1),  e cosb  = y/  (r2  — -^-n*)  = ^ sj  (4^a  — «*  )i 

dunque  (485-486)  ~ v/  (V1  — «*)  =±  ;~X 

fv/( 4r*  — ”*2 ) j cioè  , fatto  r = 1 , 

12*.  Je/i  ( a it  i ) = sen  a cos  b z±  sen  A coj  a = z± 
sen  ( b =±  a ) . 

6i5.  Dunque  cos  (a  =t  A)  = (form.5a.)sen(9o° — . 
(arti))  — seri  ( *)o°  — a ) cp=  A)  = se«(«)o0  — « )X 
cos  A +z  sen  A cos  (90° — a)  : ma  ( form.  l a.  5*.  ) sen  (90“ — 
a ) = cos  a,  e cos ( 90°  — a)  — sen  a ; dunque 
l3* . cos  ( a zfc  A ) = cos  a cos  A qz:  sen  a sen  A = cos  ( A =fc 
a):  e se  la  form.  12’.  si  divida  per  la  i3J  , c il 
numeratore  e denomina tor  del  secondo  membro  per 
cos  a cos  b , avremo 

*4a-  tane  (a  zt  A)  = ~°—^a  ; lasciando  fin 

d‘  ora  di  notare  ( toltone  qualche  caso  ) la  cotan- 
gente che  si  ha  subito  dalla  tangente  ( foriu.  6'.  ). 
Le  formule  dell'  altre  funzioni  , e le  varie  espres- 
sioni di  quelle  medesime  che  abbiam  trovate,  si  a- 
vrebhero  nel  modo  stesso  : ma  basta  a noi  di  dar 
le  fondamentali  da  cui  nascono  tutte  l’altro.  Fer- 
miamoci a considerar  la  I2a.  e la  l3\  che  tanto 
importano  . 

616.  Giacché  ( 614  -6l5  ) sen  ( a — A ) = — 
sen  (A  — a)  e cos  (a  — A ) = coj  {A  — a ) , combi- 
nando le  formule  a*., 3’  ,6a  ,7%  si  troverà  tang  (a  — 
A ) — — tang  (A  — a ) , cot  ( a — A ) = — cot  (A  — 
« ) oc. 

617.  Se  gli  angoli  a, A sieuo  piccolissimi  ed  ab- 
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]>ian  per  seni  s , <r  sarti  prossimamente  ( form.  9'.  J 
sera  ( a r±  4 ) = ( 1 — gsr  =±  <r  yj  ( 1 — — 

«(1  — à<r')  =t  cr ( 1 — Js  ‘ ) = (jd<r)(iq;  Js<r)  = 
s =fc  <r  = sera  a =fc  sera  4 , ]>er  esser  sr  assai  piccolo  . 

618.  Facendo  a = 90°,  = 180°,  = 270’,  = 36o*, 
le  form.  I2*}l3',l4*  daranuo 


=fc4  = -t- 


( 9°  3#  = 

)l8o0ri4  = 

1 \l~C°  -±b  — 

(3Go0  =±  4 = 


cosb 
4=  se/t  A 
— cosi 
=±  sera  4 


cos 


t±4: 
=t4: 
)27o°=fci  = 

v.3Go°  =tò  = 


/ 90 

Il  80 


q fz  sen  b 
— cosb 
r±  scnb 
-4-  cos  b 


r 90°  =±  b = 4=  cot  b 

1 1 8o°  i = =t  tari"  b 

tang  ; „ , . , cot 

0 \ 270  — b = zf.  cot  b 


I.360''  =±  b s= 


ta/igb 


r 90’  b = 
1l8o°=*4  = 
)27o  8 =±4  = 
(,36o°  =t  4 = 


4=  tangb 
=±  CO£  4 
fora#  & 
ire  cofi 


«ve  si  noli  1°.  che  le  funzioni  negative  — scnb,  — 
cosb  oc.  appartengono  ad  archi  che  posson  sempre 
determinarsi;  infatti 


— seri  b — sen  ( 1 So8  -4-  b ) = sera  ( 36o8  — b ) 

— cos  b = cos  ( 1 8o°  r±  b ) 

— tang  b — tang  ( 1 80°  — b ) = tang  ( 36o*  — b ) 

— cot  b = cot  ( i$o°  — b):  20.  che  essendo  cos  (180*  — 
4)  = cos  b ( astraendo  dal  senno  ),  se  ui)  arco  b -4-  ni 
sia  medio  tra  b e il  6uo  supplemento,  sarà  b -4-  ni  <C 
1 8o°  — b , cos  ( h -4-  tra  ) <Z.  cos  ( 1 80°  — b ) cioè  cos  ( 4 H- 
m)<,cos  b ; e quando  pur  si  moltiplichi  cos (4  -4-  tra ì 
per  ra  seni  o coseni , sarà  sempre  ( 64)  «cos(  4 -4-  m ) 
<^cosb:  3°.  che  una  stessa  funzione  appartiene  a 
molti  archi  , come  scnb  = r±  scn  ( 180’  4=  4)  = r± 
sera  (36o^  r±  4 ) , o in  Generale  sera  4 — =t  sera  ((2ra  -4- 
1 ) 180'  r+  4 ) = =t  sera  ( ra  . 360’  =t  4 ) , espressione  che 
si  riduce  alla  prima  ; poiché  i±  sera  ( ( 2ra  -4- 1 ) 180° 

4 ) =■-  r±  sera  ( n . 36o°  -4-  ( 1 8o°  4=  4 ) ) = r±  sera  ( l8o*  4= 
4 ) ; c fatto  ra  = /ra  *4-  1 , =±  sera  ( ( ni  -4- 1 ) 360°  z±  b ) 
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= $en  ( m ■ 36o*  ( ZGo°  =t  b ) ) =r  =fc  sen  ( 36o*  =± 

/>)—  seri  ( l8o°  -+-  ( l8o°  =t  b))  — 3=  sen  ( 180°  =t 
l)  onde  tutti  quei  valori  si  ristringono  a sen  b , 
sen  ( l8o®  — l>)  , sen  ( lSo°  -+  b)  . 

619.  Sommate  ora  e sottratte  le  forni.  12*  e l3as  verrà 
l5*.  sen  a cos  b = ^ sen  ( a -4-  b ) -+- 5 sen  (a  — b) 

16*.  sen  b cos  a — % sen  ( a -b  b ) — 3 sen  (a  — b ) 

17* . cos  a cos  b = ì,  cos  ( a -b  b ) 3 cos  (a  — b ) 

l8a.  5en  n sen  b = ±cos  (a  —b)  — %cos  { a -+  b ) , for- 
mule che  trasforma n prodotti  di  seni  in  seni  semplici. 

620.  Se  in  queste  si  faccia  a *4.  b — p , a /.  — - 

r , onde  a = ^ ( p -b  r ) , è ==  £ ( p — r) , si  avrà 
19*.  sen  p zx  sen  r = 2 sen  £ ( p =t  r)  cos  %(p  3=  r) 

OC*,  cosp  -b  cos  1 — 2cos$(  p ~b  r)  cos  ^p  — r ) 

21*.  cos  r — cos p = 2 se/i  2 (p  ~br  )sen\  (p  — r ) } ed. 
anche 


S2*.  tùng  p zX  r = ( 2*.  12a.  ) P ~*T  f ) 

co*  />  cos  r 

23*.  cof  r ±=  coi  p = ( 64.  1 2a-  ) — ^ , formule  che 

* sen  p sen  r 

cangiano  i seni  semplici  in  prodotti  di  seni . 

621.  Se  nelle  forai.  19»  e 2oa  sia  p = na  , r = 
( n — i)a,  troveremo  in  generale 
243.  sen  na  = 2 coi  a sen  ( n — 1 ) a — sen  ( n — 2 ) a 
25*.  cos  na  = 2 cos  a cos  ( n — 1 ) a — cos  ( n — 2)  a , 
con  che  i seni  o coseni  degli  archi  multipli  si  han- 
no dai  loro  inferiori:  cosi  fatto  in  particolare n =s 
2 , verrà 

26».  sen  2a=2  sen  a cos  a,  ove  se  2 a = rn , viene  sen  m = 


2 se/15  m coslj  rn  . 

27a-  cos  za  = 2 cos' a — 1 — cos2  a — seri' a,  rhe  divise 
1 una  per  1’  altra  e diviso  pure  il  numeratore  e de- 
nominator  del  secondo  mcnihro  per  cos2 a , danno 

o 2 tanif  a 

28*.  tang  2 a — - . 

1 — tanfi  ,1 

622.  Che  se  nella  forni.  19’.  sia  p = 90%  e 
nella  20*.  e 21a.  sia  r = o , verrà 
29'.  1 :±  sen  r = 2 sen  ( 45°  =fc  Ir)  cos  ( Ipj  +=  àr  ) 
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3o*.  1 -4-  cosp  = o,coszhp 

3la.  1 — cos  p = uscii* ^p , e perciò 


32*.  seri  %p  = -y/— 


coi  /» 


V 2 V formule,  che,  divise  l’a- 

l ■+  cos  vi 

na  per  l’altra  e moltiplicato  al  solito  il  secondo  mem- 
bro per  i — cosp  ovvero  per  1 -4-  cosp , danno 
■cos  p I — cosp senp 


34*  • tanglp  — \Zj- 


i -+  cos p senp  1 •+  cos p 

623.  Dividendo  I’  unc  per  l’ altre  le  formule  del  n°.  620, 
si  troverà  facilmente 


35 


l senp-bsenr tang*  (p  -+  r ) _ senìj  p -4-  r)coi§(  p — r) 

senp  — senr  tongj(p — r)  cos  j(p-i-r)  sen^(p^-r) 


3 6*. 


sen  p fc  seri  r 
cos  p -+  cos  r 
senp  ±=  sen  r 


= tangì  (p±=r) 

3 2*.  <=corè(p=pr) 

cos  r — coi  p 

rvQa  c°*P’+cosr  C0f.J(p-4-r) 
cos  r • — ■ cos  p tangb  (p  — r ) 

tangp  ±r  tang  r sen  ( p ±r  r ) 


39* 


tangp  tang  r sen  (p  =f.  r ) 


40*. 

41®. 


tana  p jfc  tang  r 


= tang  p tang  r 


cot  r t cor  p 

tangp  -iz.  tangr sen  ( p fc  r ) tang p tangr 

cot  r zf  cot  p ' ic/i  (p  z^  r ) 

624.  Dividendo  anche  1’  unc  per  l’ altre  le  form.  29», 
3o* , 31»,  si  ha 

42».  • = tang  (45  ±z  * r ) 


43*  • 


44® 


I zf  sen  r 
I ±z  seti  r 


= (613.3°.) 


sen3  (45°  ±=Jr  ) 


l-+-COSp  cos^p 

I ±=  sen  r __  reo*  ( 45°  ±r  .f  r ) 

1 — eoa  p sen3  lp 


45*- 
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45».  _ p.  = cot*lp  : e se  nella  form.  39*.  si  faccia p = 

I — cos  p 

45",  verrà  (613.30.) 

46».  1 tan8rm  — rang(45*±:  r ) . E tanto  si  ha  dal  som- 

I tang  r 

mare  e sottrarre  le  formule  12*-  c 13». 

625.  Se  queste  ora  si  moltiplichino , è facile  il  de- 
durne 

42*.  sen  {a  -+b)  sen  (a  — b ) = cos'b  — cos*  a = serica 
sen*b 

48*.  sen  ( a±:b ) cos  (a±z  b)  — \sen  2 (a  ±=  b) 

49».  sen  (afci)  cos  (a=fb)  = &(  sen  ! 2a  ±z  sen  2 b ) 

50*.  coj(a-+6)cos(  a — b)—cot*u — sen~b  = co*  b — sen*a. 
E se  si  dividano  1’  una  per  1’  altra  col  divider  pure  al 
solito  il  secondo  membro  per  cos  a cos  b,  avremo 

^ j a sen  (a  -+■  b) tang  a -+•  tang  b 

sen  ( a — b ) 


52 


tang  a — tang  h 
sen  {a  ±=  b ) tango  ±z  tangb 


cos{a=fb)  1 ±z  tango  tangb 

_ cos  (a  -4-  b)  I — tangatangb  — 

53».  ; ^4  = ? Tutte  queste  formula 

cos  lo  — b ) 1-t-  tang  a tang  b 

posson  variarsi  all’infinito  col  sommarle,  sottrarle,  mol- 
tiplicarle e dividerle.  ♦ 

626.  I seni,  i coseni  e 1’  altre  funzioni  circola- 
ri eli  cui  si  è parlato  finora , furon  calcolate  in  par- 
ti del  raggio  1 e di  minuto  in  minuto  ; le  più  co- 
mode Tavole,  a parer  nostro,  eon  quelle  di  Gardi- 
ner  ( Firenze  1810),  ove  si  hanno  anche  le  Tavola 
dei  Logaritmi  dei  Seni  e Tangenti  di  io''  in  lo". 
Se  ne  troverà  qui  sotto  la  costruzione . 


Calcolo  delle  Tavole  dei  Seni . 


621.  Giacché  le  funzioni  dei  primi  45*  son  co -fun- 
zioni dei  450  seguenti  (613  .3°  ),  per  aver  la  Tavola  dei 
Seni  fino  a 90°  basta  calcolare  i seni  fino  a 45*  e dedur- 
ne tutte  1’ altre  funzioni  per  le  formule  9*  , a»  , 6»  ,3*  < ì*> 
La  natura  del  circolo  fa  ppi  vederci  che  i seni  tornano 

Gg 
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in  ordine  inveito  da  90*  a i8o#,  e che  quelli  de»  due  ul- 
timi quadranti  differiscono  nel  solo  segno  da  quelli  dei  due 
primi  . Tutto  percò  ti  ridurrebbe  al  calcolo  d’  un  semi- 
quadrante  se  la  fortn.  12»  non  diminuisse  ancor  di  15°  la 
faticai  da  essa  e da  sen  30*  = $ , co*30°  =iV3  ( 6*3  ) si 
ricava  sen  (30°  i=  b)  rqp  $sen  b^3  — àc0*  ^ » onde  16/1(30“-+ 
J)=sjp/»(3o°  — b ) -+  stn  b y/3  : si  condurla  dunque  il  cal- 
colo fino  a 30*,  e posto  poi  b = l“  , a*  , 3* . . • 150  si  sode- 
rà con  la  formula  fino  a 45°. 

6a8.  Cerchiamo  pertanto  come  possa  giungersi  a 30®.  Poi- 

a^/ — I — — l • 

chè (form.pt  )sen*a •+  cos*a  = l = (_ — ) -+ 


i 


aJ  — I —a*/  — 
e — e 


I » 


54*.  cos  a t 


2V—  « 

a<J  — I — aJ — I 

• -4*e  y 


) ( «4P),  e J* arco  0 = 0 dà 


sarà 


55*.  sen  a = -~-3~ ima  supposto /e  =3 1 (308), 

•i  ha  ( 307  ) e°^  *=-1  •+«.*/—  t — - 


I — 


-4- 


2.3  4 


■ec.-4-(a- 


I — a V"  l — - 


• aV-i 


2-3 


«v— « 

— hec.  =s 

2-3 

eC.Jy'— Itede  0y/  *=» 


23 


+ ec.  = I — 


+ 


2 3 4 


+ ec. 


- , a' 

2.3 

do.  verrà 

z (2  a 

56*.  sen a=a  — ■ 1 

2-3  2.3. 45 

n*  a* 

52».  cosa  = I 
58*.  tanga 


4-  ec.  )v/ — «.  dunque  tottituendo  e riducen* 


2.3  ...ó  2 

as 

■+ 


23 

.,8 


.8.9 


re. 


23  4 23  .56 

‘la* 


ec. 


2 

^^—=(223)®  *+ 1 1 — — b . 

cosa  ' 3 3.5  3 5 2 3-5  2-9 


2.3..  2 « 

1 2 a7  . 62<i9 


♦•ec. 


ec. 


cosa  . .la  a1  2«i*  a7 

59*.  eoe  * — =(273) i — i — ' 

0 sena  l°’a  3 3 5 3 -5-2  3*  5 -2 . 

629.  Qui  ti  osservi  1*.  che  se  a sia  un  arco  piccolia- 
•imo , lo  saranno  molto  più  a1,  a1  ec. , che  perciò  spari* 
tanno  in  confronto  di  a , e allora  sen  a— a— tang  a , cot  a =*  X» 
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cota  = « : 2*.  che  se  il  raggio  «apposto  I , sia  r,  que- 
ste serie  , volendole  o usar  come  atanno  o calcolare  , do- 
vranno supplirsi  con  le  potenze  di  r,  secondo  la  regola 

(609),  o moltiplicarsi  per  r nel  final  risultato  ( 009  ) : 30. 
che  l’arco  a per  cui  son  dati  il  seno,  il  coseno  ec. , sup- 
ponendosi ridotto  in  linea  retta  , non  potranno  aversi 
quelle  funzioni  se  non  si  rettifichi  la  semicirconferenza 
o non  si  sappia  la  ragione  tra  il  raggio  e lei . Ora  appli- 
cando alla  form.  56*.  il  ritorno  delle  serie  ( 294  ) , verrebbe 


6oJ.a  = seti  a -+ 


senla  3«enfa  3-5  sen'a  3.5.7  fen9a 


4-  ec. 


23  2.4.5  2-4-6.:  2.4.0.89 

e preso  un  seno  già  noto,  come  46030=$,  si  avreb- 
be l’arco  di  30°,  che  dà  quello  di  l8o°  = 30°.  6:  ma  pe* 
rettificare  un  arco  è più  pronta  e più  utile  la  tangente. 


630.  Poiché  da  seri  a = 


a J — I — a v — I 

e Y — e 


COS  a : 


Q'J" — I a/y/ — I 

• -+  e 


• viene  e 


2y — l 

tay'—  I _ 


= cos  a fc  — I X 
z 

seti  a = cos  n(l  ir  -J — I . tango ) , o presi  i logaritmi  (308) , i= 
a y/ — I C=  l co s a -f  / ( t ±=  V — I . tang  a ) , si  avrà  lotttaeado , 

aay/-l=ll-h'/-,'tan?a 


I — y — I . tang  a 


» e (303) 


<Jl*.  a = tang  a— — 1 - ec. , serie  che  rettifica 

3 5 

la  semicirconferenza  ».  Infatti  posto  0 = 45  , e tang  a ss 

tang ( ù -t-  c ) = ( 6 1 3 . 3°. ) I = ( 615)  ’ satk 

tang  b *=  1 tan-?-C-  ; e se  sia  tsng  c = — e perciò  tang  b = 
1 -+tang  c 3 

la  somma  degli  archi  b,c  darà  1’  arco  di  45*,  ovvero 

r 2_ * t t I _ f c \ 

= ) 2 32*“f5^?  9-2»  A»... 

4 UJ. ! ,—Lj L.+  ‘-«e.( 

v 3 3.3»  ir?  ir?  9.3'  j 

•.7853981633974483  ec.  e perciò  r=  3,141592653589793» 

•c- 1 5 1 9 ) • ' v . . . 

<53 1.  Se  dunque  nelle  serie  di  sopra  (628)  ai  iacea  a 9 
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— e sla  q il  quadrante  rettificato,  verrà 

m 

00°  q o*  «* 

test  y. — = -1 
m /« 


2 . 3m* 


cc?°  =I_Il. 
m 2m 

90°  q 

tang  — :=  -2-  -t-  ec. 
m m 


-+ 


2.3 ...  5/71* 

4 




■ 3 • 4">4 


>3- 


. Ó . 4/n7 


-4-  ec. 


-+•  ec. 


00  m 

cot  - — = ec. , 

m q 


2 ...  5 . 6/n* 

essendo  m un 


numero  ad  arbitrio.  Avuti  in  tal  guisa  due  seni  c i loro 
coseni  o in  secondi  o in  primi  o in  gradi  , si  otterrà  il  se- 
no e coseno  della  lor  somma  con  le  form.  I2a.  e i3a-  fino 
a seti  30*,  che  dovendo  essere  § , servirà  di  riprova  ai  cal- 
coli antecedenti  . 

632.  Hanno  altri  usi  l’  equazioni  e ~ cos z ±= 

— i .sen  z (630)  : poiché  1°.  riducono  a seni  le  quantità 

immaginarie  a ±=  b«J — 1 se  fatto  — =tang  h , onde  l(a 

'•  a 

W — l)  = /«(lfc-  V — l)  = la-+l(l  ±=>/ — I . tang  h ) = 
a 

( 630  ) Z a — * / cos  h±=h  tj — r f si  osservi  che  cos  h ( = . . . 


-=  — fatto  c 


sen  h . a ..  t a 

tang  h » b 1 C°*  a1  -+  b% ^ c 

allora  l(a±z  b^/ — I ) =lc  t h — I = ( 630) 
le  -+  l ( coj  li  fcy' — | . sen  h)  — l c ( cos  h fc>\/ — I sen  h ) , 
ed  a ±r  b*j — 1 = c ( cos h — 1 . sen  h):  2°.  riducono  a 

seni  anche  le  quantità  esponenziali  immaginarie  b ^ 

che  eguagliate  ad  e Z v 1 onde  z = x l b , divengono  co» 
(txlb)±=  y1 — 1 . sen  (xlb)  : 30.  palesano  immaginar)  i lo- 
garitmi dei  numeri  negativi  sol  che  si  ponga  s = t(2/i-)- 
I ) rr  , d onde  (618)  leu  s = o , cos  s = — 1 e l — 1 = (2/1  -+■ 

I )/r\/ — 1 , sempre  immaginario;  mentre  l’altro  Z ! = ±= 
Unte  y' — | che  si  ha  da  3 = ±=  2nir,  è reale  nel  caso  di  n =a 
o:  40.  danno  perciò  un’espressione  di  tali  logaritmi  atta  a! 
calcolo , facendo  l — a = l a ±z  l — l=lo±:  (2n-t- 1)  t ^ / — i . 

633.  Ma  l’uso  immediato  di  quelle  equazioni  ( 630  ) 
consiste  nel  cangiare  i seni  e i coseni  d’  archi  multipli  in 
potenze  di  seni  c coseni  d’archi  semplici , e reciprocamen- 
te . Quanto  al  problema  diretto  « se  invece  di  a si  scriva 
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. ±r  ma  J — I . , 

in  esse  ma , avremo  c = coj  ma  fcy — j . sen  ma  zs 

(cos  a ±=V — I • reo  o)”*  * dunque  yen  ma  = ( ( coi  <2  ■+ 

2y  — 1 

V — I • sen  a)m  — ( cosa  — y1* — I . tea  a)m),  cioè 

m — I m — I m — 2 m* 3 

63*.  sen  ma  = m cos  a sen  a — m coi  aX 

2 3 

m 


Sen3a 


m 


— I ni — 2 m — 3 m — 4 m — 5 , 

. coi  a sen' a — 

2 3 4 5 


v i »/ 

ec.  5 e coi  ma  — è ( ( coi  a -+  y'  — I . sen  a)"  ~b  (cos  a — 
V — I . sen  a )"  ) , cioè 

, . m m — I m — 2 , rr. — [ 

04*.  col  ma  ==  coi  a — m. coi  a sen'a  -+  m . 


2 


m — 2 ni — 3 m — 4 

— — . —coi 

3 4 


a sen*a  — ec.  E quanto  al  problema  in- 
verso , fatto  coi  a -f-  — t . sen  a = p , coi  a — — I .sen  a =t 

q,  onde  2cos  a — p -+  q , 2V — I .sena  — p — q , e perciò  I 
(scesa  )m  — (p-bqf,  II  ( i*J — 1 .sena)m  = {p—  q il  bi- 

nomio I,  riuniti  i termini  a due  a due  (158),  darà  2WX 

«OS  a = pm  ~b  q -+  772  (p  -+q  )pq-+m  . — x 

. m — 4 m — 4 , s 

\P  ’+'I  ) p q -b  ec  , ove  p"  ==  cos  ma-by/ — I. 

sen  ma  , q"  — cos  ma  — — 1 . sen  ma  , e p"qm  = cos1  ma  -+ 

stn1  ma  = I » perciò 

<e,»  — I m ■ , . m — I 

05*.  2 cos  a = cos  ma  -+  m cos  ( m — 2)a-bm. coi 

2 

(m  — 4)aH-ec.  presa  la  metà  dei  termini  dovuti  alla  po- 
tenza m per  la  riunione  di  essi  a due  a due.  Il  binomio 

Il  darà  2*(  V — I )*  stn* a = pm  ±=  qm  — m(pm  3±=  q™ 

4)pV — ec. , coi  seyti  di 


P9 


m — ■ 1 . m ■ 

■ m (p 


-4  171- 

±=9 


«opra  se  m è pari:  in  tal  caso,  fatto  m = 2/1,  si  ba  (y'— 

l)*"=  I (145):  ma  se  m = 2/i  — l , si  ha  ( y' — I J2”  * = 

— I»  onde  poiché  pm  — 3'*=  2y^ — 1 .starna,  viene 
per  m pari  « 

jC/t.  rt2"  — I 2ra  . . 

oo*.  2 seti  a = t:  coi  2na  ^ 2/2  col  2 ( ti  — l ) a ±= 

n (2/2  — l)  coi  2 (ti — 2)  a x;  - ^ 2-?  1 ^ 2 - —cosi  (n  — 

3 

, J ) « 4?  ec.  ; e per  m impari 
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<Sl*.  a3  ( n*“  * ^ tet?n  1 a = =F/en(an  — l)afcfa«  — l)X 

aen(in  — 3)0  =p(  2«  — 1 ) ( n — 1 ) ieri  ( in  — 5 ) a i=  . , . 
1?--TT  1 ) (Z1--1  ) (3rt  — 3)  ic„  ( ^ ) a =f  ec. , presa  al 

3 . 

solito  la  metà  dei  termini  dovati  alla  potenza  5 * « segni 

di  sopra  se  n è pari  . 

634.  La  form.  63*.  serve  a dividere  un  dato  arco  ma 
in  un  numero  m di  parti  eguali  : fatto  seri  ma  =s  b , sena  =s 

X , coi  a — tè  ~ ( I — - jf1  ) , ella  diventa  b = mz  x «"» 

m . !LZli.  zm  ~ 3 x‘  -4-  ec. , e con  m = 2,3>4  «e. 
2 3 

dà  le  seguenti  equazioni  per  dividere  un  arco 


b — 2a.V(  I — **) in  2 parti 

6 = 3*  — 4** 3 

6=(  4*  — — *’) 4 

ec.  ec.  ec. 


635.  Di  qui  la  risoluzione  approssimata  dell’ equazioni 
di  terzo  grado  nel  caso  irriducibile.  Poiché  se  l’equazione 
3*  — 4**  = b — seri  30  = ten  ( 1 8o°  — - 30  ) = — tea  ( t So*  -t* 
3<z  ) ( 6 1 8 ) » che  ha  per  radici  * = sena (634) , = ten  (6o°  — 
a),  = — ten  ( 6o°  -+  a ) , si  riduca  alla  vera  forma  — 

2LÌ  -j.  r ten  3a  — o (609)  , e si  paragoni  alla  data  *'  — * 
4 4 

px  -4-  q =s  o ( quando  q i negativo  si  fa  a:  = — Ji  ) , avremo 

r*  = p , -L  ritenta  = q , onde  r = 2\/—  p , e ten  3a  = 
4 4 3 | 

— ; e poiché  r>  sen^a,  sarà  2*/—  P ">  — e T5** 

P 3 P 4 

cift  che  con  />  negativo  forma  il  caso  irriducibile  (338); 
perciò  quetto  metodo  ritolve  V equazioni  irriducibili  di  ter* 

so  strado.  Si  avrà  pertanto  I®.  — (=fen3a)  = r.ten^a 

P 

(609);  e senza  = 'il  J^-,  con  che  si  conosce  30  ed  a : 

2 P P 

0®.  * ( = sen  a)  = r . seri  a = 1*J  — . ten  a : 3*-  * — 

3 • 

ten  ( 60*  — a):  4*.  *=» — ■ 2\/ ^ • s*a  ( 60* -4 *a). 

Esempi ,1.  Sia  *»  — 3* -4*  I = o , onde  p — 3t  9 = 1 * 
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sen 3<i  = §,  « = Io*j  dunque  * = 2 sen  io6  = 0,347296, # = 
a sen  50°  = 1 , 532089 , * * — 2 ie/l  70°  = — I , 879385 . II. 

Sia  *'  — * *+  — = o,  onde  p = l , 9 = — , ie/1 3a  = 

. 3 3 

1 . , 2 *(»n  20° 

— V3 • a = 20° ; dunque  * =• =0,394931,*=: 

2 V3 

2 irn  40  — - 2 «■/!  8o°  „ 

• — — — = 0,742227,  * = - = — I > 13H58-  NL 

V3  v3 


Sia  *’ — 5* .+  3 = 0,  onde  p = 5,  5 = 3,  ,en3a  = . . . . 

— \/%,  a = 14°43'57,,«  dunque  * = --  l4.43.^,.=a 

» * 5 V3 

0,656617,  * = 2V5-^M5  =,  1,834246,*=  . . , 

rW5.«^43-5;"  = _3j4;o8i, 


Risoluzione  dei  Triangoli  Rettilinei . 


636.  Ogni  lato  (T  un  A iscritto  al  circolo  è dop-' 
pio  del  seno  dell’ angolo  opposto  ( 418 .6l3  ):  perciò 
i lati  (T  un  A son  come  i seni  degli  angoli  opposti . 
Chiamati  dunque  g ,g'  ,g''  i iati  BC,UA,AB,  ed 

a 3 a'  sd'  gli  angoli  opposti,  si  avrà  loC> 

I.  g : sen  a = g'  : sen  a'  = g"  : sen  a".  Onde  l°.  se 
g"  <zg  j sarà  anche  a"  < a (428.6°),  a"  <90°  (427), 
e V angolo  opposto  al  minor  dei  lati,  <90°:  2°. 
poiché  g'  : gv  : : sen  a'  : sen  a",  sarà  g'  c ng"  : g'  -+  g"  : : 
sen  a'  ir. sen  a'':  sen  a!  -+  sen  a''::(6fiZ.35)  tang  \[a!  in  a"): 
tang%{a!  -+  a")  — tang  (90°  — §a)  (426)  = cot\a 

^615.14);  dunque  tang  £ ( a!  cr>  a"  ) = ^r~r,  cot  £ a . 

637.  Fatta  nel  A ABC  la  costruzione  già  data 
( 443  ) , e condotte  le  normali  BI , CH  ad  AF  pro- 
lungata , saranno  gli  angoli  AFD  -+  DFC  -+  GFI?  =3 
£(DFE  -+  DFG  -+  GFE)  = i 36o°  = 1S00  = AFD  -4*. 
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DFC  -+  CITI , onde  GFD  = CFH , e BFT  = CFG . Ora, 
i A A rettangoli  simili  BGF  , CHF , e BIF  , GGF  dan- 
no FB  : FC  : : BG  : GH  : : B1  : CG  ; dunque  CH  . BT  = 
BG.GG  =(?-*')(  7 -s")  (444):  ma , A0:BI:: 
1 : sen  BAI , ed  AG  : GH  : : 1 : sen  GÀI  ( 636 ) ; dunque 
moltiplicando  le  due  analogìe  , AB . AG  : BI . CII  : : 

1:  Jen*BAI  , cioè  I serica  =\/— — —-rrr — -^—^5  © 

r za 

quindi ( II  cos^  a = y/ ( 1 — sen1 %a)  = v7"^ » 

perciò  III  tangl  a = \f-q  • 

638.  Se  posto  il  valor  di  <7 , si  guardi  la  I# 

s | f I - COS  Q ^ m • \ \ 

avremo  sen‘$a  ( = (31*.))  = * 


lg-+g"  — g')(g-+g'~  t") 
4 g'g" 


, e però 


ff 


II.  2 g'  g"  cos  a ss  gn  -4-  g''1  — g1 5 in  cui  se  si  can- 
gi a in  a",  g in  g" , e g"  in  g per  aver  2 ggr cosa"  =s 
g 11  -+ g1  — g"1 , e vi  si  ponga  il  valor  di  g"1  pre- 
so da  questa,  e poi  di  g =g"sena  -.sena"  (636)* 

. . a' 'sun  a con  a'  . % 

si  troverà  g cosa  -=zg  — - — — — , cioè 

sen  a 


UT.  tang  a"  (g1  — g"  cos  a ) —g"  sen  a . Con  queste 
tre  formule  si  risolvono  i AA  obliquangoli  ♦ 

63q.  Quanto  ai  rettangoli , sia  a'  — 90°  F an- 
golo retto,  e g"  = h 1*  ipotenusa;  poiché  sena"  = 
1,  la  Formula  I darà  hsena  = g\  la  II  , h cos  a 
g',  e F una  divisa  per  F altra,  tang  a = g'-g' . 

1 f 

640.  Si  son  disposte  queste  Formule  nelle  se- 
guenti Tavole:  ma  nei  AA  obliquangoli  si  avverta 
che  dati  due  angoli,  o datone  uno  e trovatone  un 
altro,  il  terzo  è dato  ( 4—4 ) » ae*  rettangoli  pois  da- 
ta 
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<o  nn  angolo  acuto  o due  lati,  è dato  1*  altr' ango- 
lo (427)  o l’altro  lato  (47$);  e dati  i due  angoli 
acuti  , si  avrà  solò  la  ragion  dei  lati  senza  cono- 
scerne alcuno  ( 432  ) . 

641-  Del  resto  i seni  e coseni  molto  grandi  va- 
riando con  gran  lentezza,  non  danno  l5  esatto  va- 
lor dell’  angolo  e convien  trasformarli  ; perciò  con 
sos a = g'  : h ( 640 ) si  fa  h : g : : 1 : cos a,  ed  h — 
g1  : h -+-  g'  : t — cos  a : 1 -t-  cos  a , onde  (624)  tanSs  a =s 
y/ (h — g')  ' \/  ( h -¥g') , e l’angolo  a si  ha  con 
precisione  : le  tangenti  e cotangenti  variando  rapi- 
damente, non  hanno  d’  uopo  di  trasformazione. 


H I. 
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«43 

644 

645 

646 

64: 

648 


«49 

05°- 


TAVOLA  I.  per  1 Triangoli  Rettangoli 
. I lati  non  ”,g',  gl‘  angoli  opponi  a,  a,  l’ipotcnusa  è 
h . In  generale  IL  significa  !’  ipotenusa  e un  lato -,  IA  1'  ijjo- 
tentila  e un  angolo  » LÀo  un  lato  e l angolo  opposto  j LA  a 
un  lato  e P angolo  adiacente  . 


Datf 

Irò 

vare 

FORMULE 

IL 

H 18 

fag' 

a 

a 

rsena  = g -h(6S 9)  ovvero 
l teng  ( 4,y-t-  la)  = \ [!1  *+2 ) '• 

(cosa  =g  :.h(  039)  ovvero 
'‘tang',a  = \/(7i — V ) : ^(A-+^')(«4'  ) 

1A 

r,7 

8 

v' 

0 = li  seri  a . „ » 

g1  h coi  a (^9) 

1 ; — 

i A'  ’ £ 

a 

it 

8* 

a —8-8  ( «39  ) 

L Ao 
S > a 

h=g-.scna  (6 
g = g : '“"2  n 

LA  a 

8 ia 

h 

8 

h — g : cos  a , . 

(030) 

g = g tango 

TAVOLA  II.  per  1 Triangoli  Obliquangoli. 

I lati  son  g, g',g",  gli  angoli  opposti  a, a', a".  In  ge- 
nerale I.AL  significa  due  lati  e V angolo  compreso , LLA  due 
iati  e un  angolo  opposto  , ALA  due  angoli  e il  lato  compre- 
so , A AL  due  angoli  e un  lato  opjiosto. 


651. 

6.S0. 

653 

«54- 

65.ó- 

65  6 


Dati 

Tro- 

vare 

formule 

I — / n 

8 >8  >8 

a. 

,q  = j (#*■*•  2'  ■+2,  ) 

( rafJg  ' 0 = v ( 7 - g ) ( 7 - g ) : \/q(  9 -g  ) («Si) 

LAL 

8 ’8">a 

n 

t! 

a 

,, = ±=yr '*  - 2^ ;; co.,  a ) ( 6 8 } 

tanga  = £ seua:{g  — 0 costì)  u 

LLA 

g ig’’a 

t / 

a 

a' 

8 " = g'  oos  n±z*J{ g — g ’*  ie/Prt  ) ( 63S  ) 
seri  a'  = »'  ,en  a : ( 636  ) 

ALA  A AL 
a,a  >g 

a 

1 

% 

i*'  = a!  : sen  a ( 636  ) 
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Finiremo  con  alcuni  Problemi  per  esercitilo  dot 
Principianti . 

t • . . pia 

652.  I.  Trovare  un  angolo  x la  cui  tangente  sia  n 

del  sito  6eno  . Ria.  jen  x = - 

n 


658.  II.  D ividere  un  dato  angolo  a in  due  angoli  a:,  a — 
or  tali 'che  i loro  seni  sieno  nella  ragion  data  di  finn. 


, m se»  a 

/tis.  tang  x — — 1 • 

n -+  m co*  a ' 

6^9.  Ili-  Data  la  differenza  d di  due  angoli  a- , a-  -+  cf  e la 
ragione  m : » dei  loro  seni , trovare  gli  angoli.  Ria.  tang  x = 

ri  srn  d 
vi  — ri  eoa  d 

660.  IV.  Dite  le  ragioni  n : t dei  seni  ed  m:  l delle  tan- 
genti di  due  angoli  trovare  gli  angoli.  Ria.  tungx  — 


661.  V.  Supposti  aritmeticamente  proporzionali  i seni 
di  tre  angoli  p,m,  11  , determinare  quali  debbano  essere  gli 
angoli  estremi  p , r<  affinchè  anche  ì coseni  di  tutti  c tre 
sieno  nella  medesima  proporzione  . Ria.  Gli  angoli  debbo- 
no esser  tali  che  p ■ — « sia  piccolissimo. 

662.  VI.  Data  1’  equazione  ( n -+■  N ) aen  u = ( n — N )X 
aen  p ove  n,N  son  note  e seri  ni  è medio  proporzionai* 
aritmetico  tra  seri  p e senu,  trovar  1’  angolo  p — u che  si 

suppone  piccolissimo  . Ria  p — u = ( 2N  t ang  m ) . 

663.  VII.  Date  1’  equazioni  ( n -+  N ) seri  h — aen  u'  ed 
( rj  — N ) aen  g — sen  p'  ove  si  ha  db  h xfg  =p  — tt , N è no- 
ta , e son  noti  seri  m , aeri  i‘,  aen  ni  medj  proporzionali  arit- 
metici tra  aen  p e aen  ti , tra  seri  g e aen  h , e tra  seri  ti  c srn  p[, 
trovar  l’angolo  u‘ — p'  che  si  suppone  piccolissimo.  Ria. 

, , 2 N sen  f i' -t=  m ) 

P eoa  m co»  ni 

664.  Vili.  Con  la  regola  di  doppia  falsa  posizione 
trovare  un  arco  re  che  sia  metà  della  sua  tangente,  o cal- 
colar P equazione  2x-«ingk.  Ris.  x — Ó6  4Ó  54  14  '. 

é6j.  IX.  Con  la  regola"  stessa  ricavare  il- valor  dell’an* 
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golo  * dall’equazione  sen  16'  = —Sen  . Ri$,  & zs 

co*  2x 

11  *44' 42"  incirca  . 

666.  X.  Con  le  formule  del  N*-  623.  sommare  in  ge- 

nerale la  serie  S = sen  a -+  sen  (a-t-  b ) -+•  sen  ( a -+  sb  ) -t-..  -+ 
aen(a-i-nb),  e determinar  particolarmente  S nel  caso  di 
a -i-  nò  = ( n -4-  1 )a  = 90°.  Ris.  la  generale  S = 

eoj  ( a — >b)  — cos  [a-+(n-t-k)b1  . . , 

• r 77 - , in  particolare  S = 

2 se/i^b  r 

i{  I ■+  cot±a  ) . 

667.  Xf.  Risolver  1*  equazioni  della  forma  x™  db:  a”  — 
o.  Ris.  Il  fattor  generale  della  prima  equazione  si  trove- 

ra  **  — 2 ax  cos  ~ — ir  -+  a* , della  seconda  **  — ... 
m 

_ Snn  , 

Sax  cos 1*  a , ove  n = 0 , = 1 , = 2 , = 3 cc.  e ir  = 180  . 

m 


6 68.  XII.  Un  Vascello  si  avanzò  di  50  miglia  verso 
Levante,  e di  116  verso  Tramontana.  Si  cerca  la  posi- 
zione e la  lunghezza  del  viaggio  o della  linea  ietta  per 
cui  ha  camminato.  Ris.  II  vascello  è andato  per  una  stra- 
da che  fa  un  angolo  di  23*19’ 4"  con  la  direzione  di  tra- 
montana, ed  ha  di  lunghezza  126  miglia  in  circa. 

669.  XIII.  Data  l’ arca  « e uno  degli  angoli  acuti  a 
d’ un  triangolo  rettangolo,  trovarne  i lati  x ,y  e l’ ipotenusa  » . 


Ris. 


V2s  tana  a /Ss  cot  a / rs 

—,y- AI , z=S  V 

r V r \ sen  sa 


4Cq.  XIV . Dati  i lati  C A =•  a , AH  = ò e gli  argoli  ACB  = 

m , AHB  =*  n , CBH  = r d’un  quad  rilatero , trovar  l’angolo  CBA 

_ 1 ••  . . „ _ . , „„  , asenmcosr  ±zb  srnn 

• la  diagonale  AB . Ris.  1 . cor  CBA  = — — », 

a seti  in  sen  r 

•ve  il  segno — vale  per  il  quadrilatero  ACBIT  : 2°.  AB  = 
a sen  m 
sen  CBA 


q 671.  XV.  Dati  due  circoli  concentrici  NPK.QRF  con 
la  tangente  in  Q c la  corda  QR  nel  minore  , e condotta 
dal  punto  N la  NK  parallela  a QR  , la  NE  normale  ad  NP 
eia  NL  che  formi  l’angolo  LNK  = ENK,  trovar  la  ragio- 
ne di  NKh-NL  a QR . Ris.  La  ragione  è dupla. 
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<5^2.  XVI.  Data  la  retta  AC  comune  sezione  di  due  104 
piani  triangolari  ACB, ACD  tali  che  la  retta  BD  condotta 
per  i due  vertici  sia  normale  al  piano  AGO,  e dati  oltre 
al  triangolo  ACB  gli  angoli  d*  inclinazione  BCD  = m,BAD  = 
n,  determinare  il  triangolo  ACD,  o sia  trovare  sul  piano 
indeterminato  MAR  il  piano  o triangolo  di  riduzione  ACD 
dei  triangolo  ACB.  Ris.  Fatti  gli  angoli  CAB  = a,  ABC  = 

b , ACB  = c , si  troverà  cos  ACD  =*  — — , cos  CAD  = r 

cos  m cos  n 


,àCDA  = y'( 


! f sen\(b  — fi) . seirSfb  -f*  n — m) 

cos  ni  cos  n 


). 


c poi- 


ché è data  AC , li  avrà  di  qui  tutto  il  resto  . 
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TRIGONOMETRIA  SFERICA. 


673.  CE  il  scinicircolo  PA p formi  la  sfera  A Pap  (54 6), 
ÌOI  • O di  tutte  l’ordinate  il  solo  raggio  AC  descriverà 
nn  circolo  minutino  (547),  e l’ altre  altri  dipoli  paralleli 
tanto  minori  quanto  più  esse  diminuiscono  (548).  Quindi 
la  sfera  ha  un’infinità  di  circoli  e massimi  e minori  (547): 
ma  non  usandosi  quest’  ultimi  perchè  ineguali , col  nome 
di  circoli  e d’archi  intenderemo  in  avvenire  i circoli  mas- 
simi e i loro  archi.  Ora  la  Trigonometrìa  Sferica  risolve  i 
AA  Sferici,  come  ANMB  V,  formati  sulla  superficie  del- 
la sfera  da  tre  circoli  che  si  segali  tra  loro,  ed  hanno 
per  centro  il  centro  C della  sfera  : I’  altro  maggior  A 
A/mPA'BMN A le  cui  parti  son  date  da  quelle  di  ANiMBA', 
non  si  considera  . 

674.  Un  diametro  Pp  normale  ad  un  circolo  AM«  , è 
1’  asse  di  questo  circolo,  c le  sue  estremità  P,p  ne  sono 
i poli  . Ogni  altro  circolo  A'Ma'  con  diverso  asse  P'p'  ha 
poli  diversi  P per  altro  il  punto  A'  c il  polo  P'  si  al- 
lontanano egualmente  l’uno  dal  punto  A,  l’altro  dal  polo 
P,  c perciò  AA'  = PP'. 

675.  Dunque  l’asse  Pp  farà  sul  circolo  AMo  tanti  an- 
goli retti  quanti  son  raggi  in  esso,  egli  archi  PA,Pa  che 
misuran  quest’ angoli , saranno  di  90°:  onde  1°.  l’arco  tra 
il  polo  d’un  circolo  c ogni  punto  della  sua  circonferenza, 
è di  90°:  2°.  gli  archi  PA,P.z  in  un  piano  medesimo  con 
la  normale  PC  son  normali  alla  circonferenza  AMa:  3*.  i 
due  punti  A,P  bastando  a determinar  la  posizione  d'un 
Circolo  che  dee  passar  per  0(533),  due  archi  PA  , Pa  di 
90°,  due  archi  normali  ad  AM«,  o anche  un  solo  arco  di 
90°  e normale  , determinano  il  polo  P di  AMl  , 

676  II  centro  C comune  ai  circoli  della  sfera  (673), 
dà  per  loro  intersezione  un  diametro  A a:  perciò  |°.  se  due 
circoli  APo,AOo  si  son  ragliati  in  A,  non  si  taglieranno 
più  che  in  a a ido”  da  A : 2“.  onde  due  soli  archi  non 
chiudono  spazio  se  non  è ciascuno  di  l8o°. 

677.  Si  formi  ora  1’  angolo  sferico  AMA’  con  l’ incon- 
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tro  in  M dei  due  archi  AM  , A'M  prolungati,  se  occorra,  ìoi 
fino  a 90°.  Condotte  nei  piani  ANMC,  A'BMC  da  un  pun- 
to stesso  della  comune  intersezione  CM  due  normali  a CM  , 
l’angolo  da  esse  compreso  misurerà  I*  inclinalo»  de’ due 
piani  o l’angolo  ANMBA'  ^ 534  J : ma  questa  inclinazione  è 
anche  determinata  da  quella  degli  assi,  cioè  dall’ angolo 
PCP' o dall’ arco  PP'  = A A'  (674  ) i dunque  la  iattura  d' un 
angolo  sferico • AMA'  s a<ìt  l a reo  > dal  circolo  AA,  compie- 
ta dai  suoi  lati  a 90 0 , dal  vellica  M. 

678.  Dunque  1°..  ogn^angoloi  sferico  , e molto  più  la 
differenza  idi  dite  , è < l8o°t  'S°.  un. arco  che  cade  sopra 
d’ un  altro,  ha  gli  angoli  intorno  m l8o°  : 3°.  prolungato 
quest’ arco»  gli  angoli  opposti  sono  eguali , e la  somma  de- 
gli angoli  sferici  intorno  ad  un  punto  è 360°  : 40.  l’angolo 
sferico  AMA '■{—  ACA')  superando  f 430  ) quello  delle  cor- 
de quadràntali  AM  , A'M  più’  lunghe  dei  raggi  AG  , A C 
( 415  ) , » tre  angoli  d’  un  A sferico  son  >•  1 80°  ( 434  ma 
poiché  ognun  di.  essi  è -<  iSct0,  saranno  i tre -<  540°. 

679.  Ln  somma  degli  angoli  d’ un  A sferico  cade  dun- 
que tra  180“  e 540%  né  può,  come  nei  rettilineo,  dedur- 
si il  valor  del  terz’ angolo  dagli  altri  dqc  ; quindi  i tre  an- 
goli, possono  «sere  ottusi,  retti  o «Cuti,  e la  tomaia  di  dua 
è > 90  te  V altro  tia  = 9°u  o -C  9°°- 

680.  Quanto  poi  ai  lati  d’ un  A sferico,  giacché  .di 
quanti  archi  posson  condursi  per  due  punti  P,A  della  #u- 
pciiìcie  , il  minimo  appartiene  ad  un  circolo  massimo  (509 ) , 
gli  archi  dei  circoli  massimi  sulla  superfìcie  sferica  saran- 
no, per  quanto  lo  soffre  la  lor  natura,  come  le  linee  ret- 
te sul  piano  : e quindi  1°.  quest’  archi  o i loro  angoli  mi- 
surano sulla  superfìcie  sferica  le  distanze  *.  dette  perciò  an- 
golari: 2°.  nel  A sferico  ■ La.iSommà  di  due  lati  supera  il 
.terzo,  oh<fe  Ea  -t-  Fa>  FE  ; e. poiché  AE-t-AE-t-Ea-l- 
Fa  = 360°  ( 6',ó  ) e perciò  AE  -+  AE  -t-  FE  -<  360“,  un.  Iato 
non  può  giungere  a i8oD(6"6;;nè  la  somma  dei  tre  a 
36 oc  : 3°.  due  AA  sferici  sono  eguali  o abbian  tre  lati  c- 
guali  a tre  lati,  O due  eguali  a due  con  l’angolo  compreso 
eguale,  o uno  eguale  a uno  con  «eguali  angoli  sopra:  40. 
perciò  un  A o isoscele  o isogonio,  preso  due  volte  e pa- 
ragonato-da  .parti  opposte,  fa  vedere  eguali  o i suoi  angoli 
sulla  base  o i suoi  lati:5°.  c fatto,  col  tagliare  il  maggior 
angolo  d’ un  A scaleno,  un  A isogonio,  al  maggior  ango- 
lo si  vedrà  opposto  il  maggior  lato  cc. 

681.  Dovendo  tutti  i circoli  della  sfera  segarsi  scam- 
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bievolmente  ('673),  non  si  danno  in  essa  AA  simili  o con 
iati  paralleli  : onde  due  AA  «(orici  equiangoli  sono  eguali  1 
poiché  se  soprapposti  non  coincidessero  > avrebbero  le  ba- 
•i  parallele . 

68‘i.  Infine  il  A sferico  è o rettangolo  o obliquangolo . 
j0„  Quanto  al  primo,  sia  egli  HDF  , cioè  sull’arco  HONG  in* 
“ sisra  normalmente  l’arco  DFOC.  Si  prolunghi  HF  e pet 
I,L,  a 90°  da  li,  ai  conduca  l’arco  ILMB  . E’  chiaro 
che  gli  angoli  retti  in  D , I danno  M per  polo  di  DI  ( <51,5.3®.  I 
ed  MI  MD  = 9o*;  perciò  se  DF  divenga  o DM  = po°  o 
DO  > 90®  , anche  IL  ( = H ) diverrà  o IM  =3  90*  o 1B  >• 
90°  , cioè  nel  A rettangolo  V angolo  obliquo  i della  stessa 
specie  del  lato  opposto  : onde  DF  •<  o > 90°  dando  H < 
o > D e quindi  £)F  < o > FH  (627.5*),  sarà  DF  il 
più  corto  o H più  lungo  di  quanti  archi  posson  condursi 
da  F a DII  . E’  anche  chiaro  che  se  ciascun  de’  lati  HD, 
DF  è < 90*,  f ipotenusa  HF  ( < HL  =90°)  sarà  < 90“» 
se  ciascun  de’  lati  CF  , CI  è > 90* , 1’  ipotenusa  IF  che 
incontra  i lati  di  là  da  90*,  sgra  pur  <90°}  e se  1’  un 
de’  lati  CN  è < 90®  e 1’  alno  CF  > 90°,  l’ ipotenusa  NF 
( >•  NL  = po°)  sarà  > 90°,  onde  £ lati  della  stessa  o di 
diversa  specie  hanno  V ipotenusa  •<  o > 90* . Perciò  gli 
angoli  obliqui  omogenei  ai  lati  opposti , indicano  la  spe- 
cie dell*  ipotenusa  , e reciprocamente  : così  l’ ipotenusa  e un 
lato  di  simile  o di  diverss  specie  danno  1’  altro  lato  < o 
> 90°.  Ma  se  un  lato  intorno  all’angolo  ratto  è 90°,  an- 
che l’ipotcnusa  sarà  90°  (675. 3°-)  e il  terzo  lato  può  es- 
sere o>,  o = , o ■<  90°.  • 

683.  Quanto  al  A obliquangolo  ACB,  da’  suoi  vertici 
come  poli  si  descrivano  e si  prolunghino  fino  all’  incontro 
scambievole  gli  archi  FE  , ED  , DF . Poiché  A,C  sono  a 
90°  dal  punto  stesso  F,  sarà  F il  polo  di  AC,  e D,  E Io 
saranno  di  CB.BA  (675.3°.):  perciò  prolungati  in  G,H 
ed  in  M,K  i lati  di  ACB  fino  all’  incontro  di  DEF  , sgrìe 
DH  = FG  = 90°  ( 675  ) , e DH-+-FG  = DF  + GH  = i8o*, 
onde  DF  sarà  il  supplemento  di  GH  = C (677)  » come 
FE  , ED  lo  saranno  di  A,B.  Del  pari,  poiché  AK  — BM 
= 90° , sarà  AK  -+•  BM  = MK  -+  AB  = 180“ , onde  AB  sa- 
rà il  supplemento  di  MK  = E , come  BC  , CA  lo  saranno 
di  D , F . Dunque  il  A DEF  è supplementari e di  ACB  , ed 
avendosi,  per  esempio  , B = 180* — DE,  sarà  (618)  reo  B 
= sen  DE  , coj  B = — cos  DE  , sen^  B =s  cos ^ DE  , ove  m 
generale  se  jn  > 90*  , sarà  sen$m  = — cosjn  (61 1 ),  po- 
sto n il  supplemento  di  m . 

Risolu* 


Digitized  by  Googl 


FIG. 


X *49  X 

- \ 

Risoluzione  dei  Triangoli  Sferici. 

684.  Da  un  angolo  F del  A HGF  si  cali  |*  arco  nor- 
male FD,  e dal  centro  E partano  i raggi  EF.ED.EH:  se 
da  F scenda  sul  piano  DHE  la  normale  FA,  ed  il  piano 
FAK  incontri  normalmente  HE  in  K , i AA  FAE.F'AR, 
FKl.  saranno  rettangoli  e daranno  AF  : Ft  : : sen  FEA  : 1 , 
AF:FK  : : sen  FRA  : 1 , KF  : FE  : : un  FEK  : 1 ; onde sen  FEK  : 
1 : : se"  FEA  : sen  FRA  : ma  sen  FER  = sen  I H,  sen  FEA  =3 
sen  FD  ( 008  ) , e sen  FRA  =*  sen  FI  f 677  ) ; dunque  sen  FH  : 
1 ::sen  FD  : sen  H;  dunque  nell’  altro  A rettangolo  FDG  sa- 
tà  del  pari  sen  FG  : j : : ssn  FD  : sen  G ; dunque  nel  total  A 
HFG  sarà  sen  H : sen  G ::  sen  FG  : sen  FH  . Chiamati  pertan- 
to 8 ’S  » del  A,  ed  a,  a',  a"  gli  angoli  opposti  ad 

essi  , si  avrà 

I.  s<  ng:sena=sen g : sen  a = sen g":  sen  a". 

685-  Dunque  sen  a •+  sen  a'  : sen  a %n  sen  a'  : : sen  g -+■ 

0 e 

sen  g':  sen g c/j  sen  g,  e però  ( 623  ) 5(  a ~F  a .)  = 

. tanghi  g-+g) 

tanghi ajoa)  ; ^ poiché  il  secondo  membro  è sempre  po« 

tangi(g^g')  r r r 

sitivo  (67 6),  i due  termini  del  primo  hanno  il  segno  stes- 
so , c le  semisomme  di  due  lati  e degli  angoli  a loro  op- 
posti son  della  sti  ssa  specie  . 

686  Ora  essendo  i seni  degli  angoli  come  i lati  op- 
posti nella  Trigonometrìa  rettilinea  (636),  e come  i loro 
seni  nella  .sferica  (684),  se  presi  i seni  dei  lati  in  vece 
dei  lati,  si  applichi  a questa  il  raziocinio  già  fatto  in  quel- 
la^?), verrà  I».  senia^^f^^^l^^  ~ ) * 


2*.  cos 


1°  = ^ 


sen  q sen  (q — p) 


sen  •>'  seni1' 

, formule  che  il  A supple* 

seng.seng " 

mentano  (683)  ( fatta  2m  la  somma  degli  angoli  ) cangia  ia 

3».  cota5  = y _____ —1,4*.  senhg  = , 


V 


sen  a Sen  a 
— cos  m cos  (m  eoa) 

Sen d sena’1 

li 


: e divisa  la  l».  per  la  2».,  e la  3*. 
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ftr  la  4*.,  ▼lene 


tang  $a  — y/ - 


<(<1  — *en(q—f>" ) 


sen  q seri  ( q -r—g  ) 


non 


' * *-*  * 

, ^ /cosi  mina')  cos  (min  a ) .,  . . 

cotk i}  = V — r-~ — — 7-^s  ove  il  radicale 

» — cos  m cos  ( m a) 

è immaginario  perchè  m > 9°\ 

ÓSj.  Pongo  il  valor  di  q = h(g-*-g  -+ g")  nella  l«.  e- 


quazione,  e quadrando  ho  ren*éa(  = --—(622))  =. . 

3 

ten$(g-+g"  — g'  ) *™Ug-*-g'  — &")  _ 
seng'  si  n g" 

(62 0)ewf*,w.p.Zf!!a  = 

2 Sen  g'  seng" 

cos  g'  eoS g"  -+  sen  g'  sen g"  — cos g 0nde 
2 sen  g‘  sen  g" 

II.  coi  a sen  g sen  g'  = cosg  — cos  g cosg",  che  il  A sup» 
plementario  trasforma  in 

III.  coi  g sen  a'  sen  a"  = cos  a -t-  cos-a'  coi  a"  Onde  giacchi 
cos  a e cos  g hanno  lo  stesso  segno  o danno  a,g  della  stes» 
sa  specie  finché  cos  g">- cos  g' cos  g"  c cos  a>- coi  a cos  a'\ 
cioè  finché  g'  o g"  ovvero  a'  o a"  hanno  il  noto  valore  in- 
termedio ( 6 IH  ) , si  concbiuderà  che  un  angolo  o lato  è del- 
la stessa  specie  del  lato  o angolo  opposto  se  V un  de’  lati  o 
angoli  qdjacenti  sia  medio  tra  quel  lato  o angolo  opposto 
ad  il  suo  supplemento . La  regola  inversa  non  ha  luogo  . 

688.  Fatto  nella  II  tang  g''  cos  a = tang  p , verrà  sen  g'x 
cos g" tang  p — coi  g — cosg'  cosg" , e riducendo  , cos  g =*■ 
cos  g" cos  (g1  n p ) : cos  p . 

68p.  t fatto  nella  111  tang  a" cosg  = cotto , vtrx&  sen  a'x 
cos  a" cot  p — cosa cos  a' cos  a ',  c tiducendo  ,cosa  = cosa"x. 
sen  (a*  — p ) : sen  p . 

690.  Che  se  nella  II  si  ponga  reciprocamente  g",a" 
per  g,a,  onde  si  abbia  cosa"  sen  g sen  g z=  cos  g"  — cosg'x 
cosg,  sostituiti  nella  II  i valori  di  cosg " preso  da  questa 
e di  sen  g‘‘  = seng  sen  a"  : sen  a (684  ),  si  troverà  cot  aK 

sen  a"  = - ( 1 — cos*g‘  ) — cos  g'  cos  a ",  cioè 

seng' 

IV.  cot  a sena"  =cotg  sen  g'  -—cot  g'  eos  a",  ove  fatta 
cor  g : cos  a"  = cot  p , verrà  cot  a tang  a" =cotpreng‘  — cos g * 
e riduccndo , cor  a = cot  a"  senig' — py.  sen p.  Fatto  pure  cor  ai 
oos  g'  = tang  p , verrà  tqng  p sen  q"  = cor  g tang  g'  — cos  a'\ 
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0 riducendo , cot  g = cot  g coi  ( a"  vip):  coi  p . Con  queste 
formule  Si  risolvono  i AA  obliquangoli  . 

tìpi.  Quanto  ai  rettangoli , sia  a " = 90°  l’angolo  retto, 
e g"  = h l’ ipotenusa  ; la  Formula  I dark  ten  h—sengi 
sena  — $en  g' ì sena' . D’  onde  s’impara  che  come  \>  sena* 
così  seri  h > seti  g , e /’  ipotenusa  eccederà  o sai  à ecceduta 
dal  lato  , secondo  che  egli  sa>à  < o >-  pb*  ( 6l  I ) . 

692.  Del  resto , si  i seni  o coseni  delle  formule  sieno 
molto  grandi , il  loro  esatto  valore  si  avrk  o dalla  solita 
trasformazione  (641  ),  o da  qualche  altra  formula  che  in- 
dicheremo nella  seguente  Tavola:  così  da  I : sen  h : : sena: 

. I •+  ten  h sen  a ■+  sen  g . , , , 

seng , Viene 5 , cioè  ( 624 . 623  ) tang 

1 — sen  A sena  — seng  0 

( 45°  = ±=  <*-+-#)  cor  j|(  a--#):  e nel  modo 

atesso  sen  a = seng:  sen  h diventa  tang  {450-*-  30)  = 

%<h-+g)  cctj(h — g),  ove  il  doppio  segno  è determinato 
dalla  pioprietà  del  laro  (682). 

693.  La  formula  II  dà  cos  a Sen g'  ien  h = cot g — cotg'X 
«os  hi  la  IH  cos  g sen  a' — cos  a — cos  g seng*  : tvn  h (691  )i 

e posto  nella  II  questo  valor  di  cos  a,  viene  cosg  sen*g'=x 
cos g — cosg'  cot  h , onde  cos  li  — cos g ( 1 — sen^g1  ) : cos g'=: 
cos g cos g',  che  si  trasforma  (692)  in  tanghg'  = ^/tang^(h  -+•  g) 
tanghi  h — g ),  ove  il  doppio  segno  è inutile  perché^' -< 
90°  ( 680  ) . 

694.  Cangiando  nella  IUg'  in  g\  a in  a'  ed  a' in  0(692), 
abbi,  mo  cosg  — cos  a ' : sen  a — cos  a'  sen  h : sen  g ( 69 1 ) = 
cos  h : cos g { 693  ) ; dunque  cos  a'  — tangg  ove  h , che  si  tras- 
forma al  solito  (692). 

69 5 E poiché  (693)  cosg  — cos  a : sen  a'  — cos  h : cosg ‘=* 
(6*4)  cos  h set\a  : cos  a1,  verrà  cos  h = cot  a cot  a\  che  ridot- 


ta ad 


I : cos  h s=  tang  a : cot  a',  diviene 


I — ins  h 
1 -+  cos  h 


(cot  a'  — tanna)  . „ . , . 

7 1 — , t quindi  ( 625»  622)  tangìh  = » 

COta-+tanga  io*  -v 


eos  (a’  ■+  a):  \lcos(  a1  eoa  ). 

696  La  formula  IV  dà  fot  a = cot  g sen  g\  da  cui  s’ im- 
para che  come  1 > seng',  così  cot g>  cot  a , o tang  a > tangg  : 
onde  r angolo  obliquo  •<  o > 90°  recederà  o sarà  ecceduta 
dal  lato  opposto  ( 61 1 ) . 

Tutte  queste  formule  si  son  disposte  per  maggior  eo* 
«lodo  nelle  due  Tavole  seguenti. 
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TAVOLAI. 

PER  I TRIANGOLI  SFERICI  RETTANGOLI 

Tutta  è qui  come  nei  rettangoli  rettilinei  . Jl  segno  * 
indica  gli  archi  della  stessa  specie  (6ì52),  e il  segno  **  i 
casi  dubbj  di  cui’ nell'  Applicazioni . 


Dati 

Tro- 

vare* 

FORMULE 

IL 

A 18 

/ 

8 

a 

a 

fcosg1  = cosh  : cosg , ovvero  \ , , , 

\tangfa'  = \ltang%  { h ) tnngj  (h  — g)J  93  ' 

/ieri  a*  — ìen  g*  : senh  (6yl  ) , ovvero  \ 

'tangl  -+\a)=±Zy/tangh(h-i-g)coth(h — g)'[  9 1 

,cos  a'  = tang  g cot  h ( 694  ) , ovvero  . 

' tangha’  = y/sen  ( h — g )’•  y/ sen  (h  -{•  g) 

IA 

h , a 

h , a' 

(8 

<«' 

8 

/■sen  g*  = sen  h seri  a*  ( 69 1 ) , ovvero 

'•da  /i  , a ho  a'  f ”01  ) , C da  h , a'  ho  g ( 202  ) 

cor  a1  = cos  h : cot  a ( 695  ) 

rang  g = cot  a'  : cot  h ( 694) 

8>g' 

h 

a 

/cos  h = cos g cos g'  ( 693  ) > ovvero 

vda  g,g’  ho  a (704)  c da  g ,a  ho  h (705) 

cot  a = cor g sen  g'  ( 696  ) 

LAo 

g,a 

h** 

g'** 

*'** 

/seri  h = teng : t"n  a (691  ) , ovvero  . 

\tang  ( 45°  “1-  5^  ) = ±=  y/<angh  ( a -+g  ) cot^  ( a — g ) > '691) 
(seng'=LCora:cntg,  ovvero  ' " A<Ó96) 

\tang(  4 5* -1- $£'')  — *=  \lsen  ( a ■+  g)  yyf  sen  (a  — gì' 
/sena' = cos  a : cos  g , ovvero  \ 

V.fa/io(  45° -+-  -ja')  = d=  Scotìi [ a -i- g) coth(  a — g)'  (693) 

LA* 

S*a' 

g'*a 

( h 
(a 

8 

cot  h = cos  a'  : tang  g ( 694  ) 

/cos  a = coj g sen  a ‘ ( 693  ) , ovvero 

'da  g,a’  ha  h ( 708 ) , e da  g , h ho  <1  ( 698  ) 

cot  g = cot  a : sen  g ( 696  ) 

a , a' 

h 

8 

/cos  h = cof  a cot  a' , ovvero  \ , v 

\t angeli  = /J — cos  ( a'-+-  a ) : s/cos  ( a’  vs  a ) ) ' ‘ 

icosg  = cos  a : seri  a ’ (693  ) < ovvero 
'da  a,  a ho  li  ( 7 H ) , e da  a‘ , h ho  g ( 702  ) 
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TAVOLA 


Ver  i tbiangoli  sferici  obliquangoli  . 

Tutto  è qui  come  negli  obliquangoli  rettilinei  e nella 
Tavola  antecedente  . 


I* 

I* 

Dan 

Trovare 

FORMULE 

(i  = hU+g‘ ■+#">  , ,/x 

2 «3- 

Z-S *li 

a 

L»**.  - V""  ‘ ’ 1 (686) 

V ae/l  r/  *«JO  ( </  - if  ) / 

LAL 

g 

(tang  3 cos  a = tang  p \ ^ 

Vcos  ^ = cos  g cos  ( g\r.  p)  : cps  p ) ’ 

214- 

8 8 >° 

215- 

8>3‘>a" 

a 

/ eoe g • cosa ''  = cot  p \ . 

Vcof  a = cor  a"  seri  (g1  — p ) : sen  p ) ' ” ' 

ILA 

716. 

g,g">n 

g>” 

/tang  g"  cos  a = tang  p \ } 

Vcos  ( g'  io  p)  = cosg  cos  P . co  sg  ) v ' - 

7»2- 

t 

la'** 

sen  a'  — sen  g sen  a : seng  (684) 

718. 

8,3’a 

(«"** 

(Cot  a s cos g'  = tang  p \ 

\coa  [a  co  <p)  — cot  tr  cos  p : cot  g'  } ' y ' 

/m  =2  ^ ( a -+•  a'  -+■  a " J 

21 9- 

a , a', a" 

g 

V . 1 . /cos  ( m r'r-a')  cf>s  l m sr>  a"  )\  (686) 

H V — ; cos  ni  cos  (m's>  a)  ) 

ALA 

720. 

a,a  ,g 

et 

,tang*‘cosg  = cotp  \ (689) 

\co.t  a ~ cos  a sen  ( a — p):senp)  ' " 

721. 

n,a 

8 

/cot  a : cos  g'  = tang  p \ (6yo) 

Vcof  £ = cor  g cos  ( <1  e/!  p ) : cos  p ) 

A AL 

722. 

a'** 

(tango' cosg  =:  cot p „)  (6S9) 

V*f*n(a — <p  ) = cos  <7  p : cos  a / 1 

723. 

ata"tg 

8** 

sp n = spo  £ sp«  a''  : seri  a (684) 

724.' 

. . (a 

8**- 

(cotg  : cosa"  cotp  ,V(69  0) 

\se/j(£' — p ) = cot  a sen  p : cot  a ) ' 
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Applicazioni  alla  I.  Tav.  Sia  (69?)  h =»  122*  25'  20",  gzs 
I30I2'25''  • Poiché  cosò  >9 0°  ì negativo  (6ll),  verrà 
I sen  320  25'  20"  — / co»  13°  1 2'  25"  = 9 . 2954626  = l — cos  g'= 
/ — co»  51*21  41"  = / coi  128°  33'  !9"(  618  ),  e#'  = 128°  38' 
IO1'.  I logaritimi  di — sen  , — eoe  non  son  di  numeri  ne- 
gativi (618). 

II.  Sia  (699)  h — 122°  25' 20", #=  128°  38'  19''}  dun- 
que coi  a' = — cor  38°  38' 19"  X — tang  32°  25'  2o",  e però 
*o*a'  sarà  positivo  e<90°,  cioè  a'  = 16*  49'  31  In  questi 
casi  la  sola  attenzione  ai  segni  indica  la  specie  degli  archi  . 

III.  Sia  ( 200)  h = 81°  13',  u = 32°  1 9'»  dunque  / sen  81* 
13'  -+lsen 32°  19=9»  2»Z5°2o  = / sen g e g = 36° 48' 22", 4 
ovvero  g — 1430  11'  32",  6 (613  ) : ma  dovendo  a,  a esser 
della  stessa  specie , ha  luogo  il  primo  valore . S’  impari 
da  quest’esempio  a valutare  anche  i decimi  di  secondo, 
senza  di  che  si  farebbero  spesso  errori  considerabili . 

IV.  Sia  ( 205  )g  = 13*  >2'  20",  a = 25°;  dunque  l sen  13* 

12'  20"  — / sen  25°  = 9 >2355! Z°  = f h : perciò  h = 32° 56  r 

52",2  ovvero  h = 142° 3' 2", 3 , ed  il  caso  è dubbio  se  per 
determinare  h non  si  sappia  la  specie  degli  angoli  obliqui 
( 682  ) . E’  dubbio  anche  il  caso  di  a o a'  — 90°,  e solo  si 
saprà  che  1’  altr’  angolo  eguaglia  il  suo  lato  opposto:  cosi 
se  H = D = 90°,  sarà  FD  = FH  = 90“,  ed  F = DH  ( 622  ) 
indeterminato  - E’ però  raro  che  in  pratica  non  resti  la  so- 
luzione in  qualche  modo  determinata. 

Applicazioni  alla  II.  Tav.  Sia  ( 216)  a = 420  15'  3"  3, 
g—  50°  io' 30",#"  = 26°35'36"i  si  troverà  q>—  72°  9'  2",  2 . 
cos  (g' mp)  — coi  3?°  9' 3".  3»  caso  dubbio,  non  sapendosi 
se  questo  sia  il  valor  di  g'  — <p  o di  p — g' -,  nel  primo  ca- 
so £'  = 32°9'3'\  3 -4-  <p  = 1040  lS'6",  nel  secondo  g'  — p — 
32° 9'  3", 3 = 39°  59'  59",  4 > perciò  è dubbia  anche  la  for- 
mula 2*8  • 

II.  Sia  ( 220)  «'  = 42°  15'  13",  3 , a"  = 34°  I5'3",  g = 
76°  35' 36";  si  troverà  p = 8l°  1*42",  8 , onde  a • — p = — 
38°  46'  29",  5 ; di  qui  cosa  — — coj  58°23'40"  = cos  12i°36' 
20"  (618),  onde  a = 121°  36' 20". 

III.  Sia  (2*3)a  = 42°  15'  I3'',3,a"=  I21°3Ó'2o"  g = 
50°  10*30 poiché  tono  i2l*3Ó'2o"  = — cot  3i°3ó'20", 
verrà  cot  p = — cot  43°5l'  16",  2 e ?>  = — 43°  51'  >6", 2 • 
Quindi  essendo  cos  a •'  = — sen  3l°3Ó'  2o",  si  avrà  sen  ( a'  — 

•—  feti  31  36'  20'' 
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$■==  28* 6' 20"  ovvera  = ioi°53'4o'  ; onde  a'  = 34*  I5'3",3 
ovv.ro  = 58*2' 23".  3. 

IV.  Sia  (223)  a =6l°25't  a>‘=  S2°36',g  = 59° 4°  » 8Ì 
troverà  £"  = 77“  5'  12"  ovvero  = 102*  54' 48  ' Il  caso  per- 
ciò è dubbio  se  non  si  conosca  la  specie  dì  g"  o non  la 
fissi  uno  dei  due  noti  teoremi  (685.687):  ma  il  secondo 
non  serve,  perchè  a non  è medio  tra  a e il  suo  supple- 
mento; e ben  si  vede  che  la  regola  inversa  non  ha  luogo, 
perchè  a non  è medio  , e intanto  a! g son  della  stessa  spe- 
cie. Neppure  serve  il  primo,  perchè  le  semisomme  dei  la- 
ti ed  angoli  opposti  vengono < yo° con  ambedue  i valori 
di  g".  Se  fosse  a = 29"  35'  13  ,a"«=  22°o'  26",  £ = 530  17'  7 
l’uno  e l’altro  teorema  toglierebbe  il  dubbio  e darebbe 
g"  — 52°  34'  4°". 

V.  Sia  (724)  come  prima  a = 420 15'  13", 3,  a''  = 13 1* 
36'2o',£=  50°  10' 30":  avremo  cos  a"  = — sen  3 1 0 36' 20'  e 
? = — 320  8'  5o'/»  dunque  poiché  cor  a = — tang  31°  3Ó'2o", 

v.  , , . cor  42°  15’  I3"»3X  — sen  32° 8’ 50" 

•1  a v , à scn  ( g'  — p ) = — 2 ?_o__o '-T- v — P0SI* 

— tang  31  36  20 

tivo,  e g'  • — ?>=72°9'  ovvero  = 107°  51'}  onde  #'  = 40*0' 
io"  ovvero  = 75°  42'  io". 

725.  Molte  di  queste  formule  si  cangiano  in  quelle  dei 
triangoli  rettilinei  col  suppor  gli  sferici  molto  piccoli,  o 
però  i seni  e le  tangenti  confuse  coi  lati , e i coseni  con 
l’unità:  se  però  in  una  formula  entrino  più  coseni , dovrà 
spesso  farsi  cor  a = 1 — ’.a*(  727  ),  trascurando  poi  nei  prodot- 
ti, come  infinitesime,  le  quantità  che  eccedono  il  secondo 

grado . Eccone  gli  esempj  : i“.  cos  a = & (687) 

seng'  s eng 

i—itf*— (*— ig'*)(i—  kg"1) 
si  cangi  in  cosa  =È— ; — : =2 — - — — = ■ . . • , 

S g" 

g*-+g"X~g 


(638)  : 2°.  cos  a'  =t-^r^£  ( 69 9)  diventa  c°»a'~ 
1g  g tang  h 

f (643)=3*.  cos  li  — cos g cos  g' { 103)  si  trasforma  in  I — ' 
h 


Ìfc»  = (l  -&*)(!-**’),  onde  fci  = g1-t-g1(424). 

726  Con  tal  mezzo  si  ha  1*  error  commesso  nel  trat- 
tar come  rettilinei  i triangoli  sferici  all'  uso  degli  Astrono- 
mi: poiché  piese  le  note  formule  di  sen  a,  cos  a ec.  ( 628), 
e diviso  per  r"($22)il  lato  o arco  che  ti  vuote  in  parti  di 
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faggio,  I*  error  cercato  e moltiplicato  per  r"(  522)  verrk 
espresso  in  fecondi  . Così  dati  h , a si  trova  1°.  seri  g — senhx 

sen  a ( toc  ) cioè  ( 628  ) g ■ — - g*  = sen  a{h h 1 j , onde 

6 0 

g*  = h'se^a  (soppresse  le  più  alte  potenze);  dunque  g = 

A sun  a — II'  seri  a ( l — senaa  ) : ma  g — A sen  a ( 644)  ) ; 

ó 


dunque  e = - 


A!  sen  a cns*a  „ 


h1  sen  a Cns*a 

òi^ 


: 2 . tangg 


s=  tang  li  cos  a (702) , cioè  ( 628  )g  ■+ 


— g'  = co*  a ( A -+■  - A5), 
3 3 


onde  = A 3 cos1  a',  e g — h cos  a'  -+  — A’  cos  a!  ( I — cosaa)  : 

3 

, . . , A5  cos  a'  sen3 a _ , 

ma  g = A cos  a ( 045  ) 5 dunque  e = Tfi : 3".  coi  a 

3 


s=  co*  A tang  a ( "01  ) = tang  a ( J ■*—  2 A * ) ( 628  ) ; e poiché 
a1  =x  90°  — u ( 427  • 4°  ) i «ara  cot  a'  = c»f  ( 90°  — a -h  e ) — eoe 
(90°  — la-e))  = tu'/v(a  — e)  (OtKj;  dunque  tang  (a-~e)=s 
tang  a (l  — $h*) , ed  ^/r  rang  a ~ tang  a — tang  (a  — ej  = • . • 


sene 


cos  a cos  ( a 


— ( 620  ) = — — per  essere  e piccolissima:  per» 

- e j cos  a 


Ciò  e = 


A1 


sen  a cos  a 


•ir" 


As sen  la 


“27.  Ecco  ora  alcuni  Problemi  per  esercìzio. 

I.  Cerco  se  la  differenza  che  possono  aver  tra  loro  i 
due  angoli  obliqui  d’un  triangolo  sferico  rettangolo,  ab* 
bia  alcun  limite  in  più  e qual  sia.  Ris.  Il  limite  è di  90®. 

II  Data  in  un  triangolo  sferico  rettangolo  la  somma 
o la  differenza  dell’ ipotenusa  A e di  un  lato  g , e dato 
l’angolo  adjacente  a,  determinare  h e g.  Ris  sen(h — g)= 3 
tang1  ha  sen  ( h -hg  ) ovvero  sen  l h-hg)  = cof^a  sen  ( A — • 
g ) e quindi  A e g. 

III.  Dato  un  angolo  a"  e i due  lati  g,g\  trovar  la 
somma  o la  differenza  degli  altri  angoli  a , a : e reciproca- 
mente dato  un  Iato  g"  e i due  angoli  a,a\  trovar  la  som* 
ma  o la  differenza  degli  altri  lati  g > g . Ris  Partendo  dai 
valor  di  tangja  ( 686  ) , si  troveranno  1’  equazioni . 

tang  J 
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tang'J  a ^ a ) — corèa"  i oshfg  t/sg')  : cosh( g -¥g') 
tanghi  a tsi  a'  ) = cot  ha" stn  £(g  cxg'  ):  senh(g -hg') 
tanghi  g •+  g)  = taiy >hg"  cos  ija  ita  ) : cosèl  a -f-o') 
tang'J,  g <s>  g‘  ) = tanghg"  seri  h(a  ir.  a'  ):  senlj  a -t-a'  ) 


IV.  Dati  o i tre  angoli  o i tre  lati  d’  un  triangolo  , 
trovarne  l’area  j.  Ris  1°.  a = a -}-  a'  a" — 180°,  cioè  V a- 
rea  eguaglia  il  prodotto  del  i aggio  r = i nell'arco  differen- 
za tra  la  somma  dei  tre  arguii  e l8o*:  2°.  tang  ès  = 

^/(  I — cot'g cos'g  ■ — • cojg"  -+■  2cos^  cosg'  COS  s''  ) 

1 -+  COS  g-+cos  g'  -+co*g" 


2yJ  sen  qsen  (q  — g)sen  ( </  — g'  ) sen  (q  — g " ) 
1 -+  coS  g -+■  cos  g'  -+-  cosg' 


V. 

s'=s'' 


Applicar  quest’ ultime  due  formule  ai  casi  I®.  di 
= 90°  : 2 . di  a"  = 90°  : 3°.  di  g — g — g"  e di  g = 
= 90° ; 4".  di  g , g',g"  piccolissimo . Il ts.  r.  s = g : 2°. 
= tang  hg  tang  hjg'  : 30.  tang  hs  = . . 


, e in  particolare  s 

I -i-^cosg 

-vM?  — &)(9~8')(<l—g")’ 


VI.  I poli  di  due  circoli  AD,  AC  son  T , P , c condot-  10g 
ti  da  essi  per  un  punto  dato  S della  superficie  sferica  gli 
orchi  PSE,T$,PTC,  si  nova  1 C = / , SE  =5  , BD  = z.  hi 
cerca  il  valor  di  SB  = a . Ris  seri  a = 


seti  5 sen  l ±;  cos  l cos  z y/{  co s*5  — cos’/  sen*z) 

J i 

t — tos  l sen  z 


VII.  E’ ignora  l’ inclinazion  di  due  circoli  AC,  AD  o 
sia  la  distanza  dei  loro  poli  P,T:  solo  si  sa  che  condotti 
da  P,  T per  un  darò  punto  S della  superficie  sferica  gli  ar- 
chi Pò’E , TsB  , PTD,  si  ha  EC  = SPT  = h ,SB  = a , BL>  = s. 
Cercasi  di  determinar  TC  = Z.  Ris.  sen  l = . . 


co s h cosa  sen  2z  2 tnnga  y'(  sen' 1 1 — CO»*a  xen’z  ) 

• 2 sen /i  cos  a l eos’z -t- ran^u  ) 

Vili.  Dai  poli  P,T  di  due  dati  circoli  AC,  AD  la  cui 
inclinazione  è CAD  = i,  conduco  per  un  dato  punto  S gli 
archi  PSE,TbB.  Supposto  che  sieno  dati  AB  = a,BS=St 

K k 
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1 c6<  cerco  AE  = I ed  ES = 7 . Ri,.  tan g L = *<*•* 

co,  a 

sen  l = san  $ co,  i — $en  a seri  i co,  S . 

ir>5.  IX.  Darò  un  piccolo  arco  di  parallelo  DnB  e data  la 
tua  distanza  BC«pdal  polo  C,  trovar  la  differenza  e dell' 
angolo  «BC  ( = yo°  ) dall’  angolo  wBC  farro  dall*  ateo 
D mB  = m del  ceicbio  massimo  che  passa  per  gli  stessi  pun- 
ti D , B . Ri,.  Sen  e = tang  fÀrn  cot  p ovvero  e =^m  cot  p , 

X.  In  un  piccolissimo  triangolo  sferico  di  cui  si  han- 

no 1 ipotenusa  h e un  lato  g,  si  è trovato  g'  colle  foimu- 
le  dei  triangoli  rettilinei  . Ce>co  1’  errore  e commesso  nel 
valutarlo . Ri,.  Chiamando  al  solito  r"  il  raggi»  della  sfe- 
ra dato  in  secondi  (522),  si  ha  e = ~ i-1. 

or  r 

XI.  Siasi  ora  nello  stesso  modo  e nello  stesso  triango- 
lo ttovato  il  valor  di  h per  mezzo  de’ due  lati  g,y . Cerco 

c’y* 

1 errore  e da  correggersi . Ris . e — 1 — . 

6r"r  V(*  *+  y ) 

_er  XII  Nel  triangolo  sferico  SPT  in  cui  sieno  dati  i due 
’ angoli  P=  h , T=  180*  — e e i due  lati  PT  — yo°  — / ,TS  = 
90°  — m,  suppongo  che  l’arco  PS  passi  in  Pr  scorrendo 
l’arco  Sr  = d»  = j.  Cerco  1®.  la  differenza  dh  ovvero  l’an- 
golo SPr  ; a®,  la  differenza  di  cioè  PS  — Pr.  Ri ».  Fatto 


~^—  = p , avremo  l*.  dh 
co i a 

co s ì — p co s l co,  h sen  f . 


p cosi  sen  h « j.  , 

' - - ,2  .di=p,enlK 

CO,  4 


Digitized  by  Google 


X 259  )( 


TRATTATO  ANALITICO 

DELLE  SEZIONI  CONICHE 


Nozioni  preliminari  sull’  uso  dell”  Algebra 
nella  descri.zion  delle  Curve  . 

L’  TIG 

Algebra  applicata  alle  Curve , o esprime  con1 

equazioni  la  legge  onde  una  Curva  fu  descritta,  o descri- 
ve le  Curve  onde  si  ha  1’  equazione  , e ne  rileva  le  pro- 
prietà . Per  far  questo,  ogni  punto  della  Curva  si  rifirisce 
a due  rette;  I’  una  chiamata  Linea  o /Issi-  dell’  ascisse  , 

1’  altra  Linea  o Asse  dell’  ordinate  : si  Cerca  poi  tra  1’  a* 
scisse  e 1'  ordinate  un  rapporto  , la  cui  espressione  analiti- 
ca dà  1’  cquazion  della  Curva.  Co,l  yy  = 'lux  — xx,  espri- 
mendo il  rapporto  d’egualità  tra  il  quadrato  dell’ordinata 
• il  rettangolo  dell’ ascisse  » appartiene  al  circolo  ( 4~8  ) • 
jap  L’ ascisse  e l’ordinate  corrispondenti  d’ una  cur- 
va chiamansi  coordinate ; il  punto  da  cui  cominciano  a 
contarsi  1’ ascisse,  si  chiama  l’ origine  dell'  ascisse  che  può 
supporsi  ove  piace , ma  determinata  una  volta  , resta  la 
stessa  per  tutto  il  calcolo.  D’ordinario  9Ì  pone  l’oiigine 
o al  vertice  o al  centro  della  curva:  e poiché  1’ ascisse 
posson  prendersi  da  pai  ti  opposte,  si  segnan  l’une  col  se- 
gno -4-  e le  altre  col — . La  scelta  della  parte  positiva  è 
arbitraria;  ma  stabilita  una  volta,  dee  starsi  a quella  (lo8j. 

Lo  stesso  è dell’  ordinare  , che  distmguonsi  in  positive  e 
negative  secondo  che  son  da  una  parte  o dall’ altra  dell’as- 
se: o normali  o oblique  sopra  di  es9o  , per  lo  più  son  pa- 
rallele tra  loro  ; pur  qualche  volta  p rtono  da  un  punto  fi«so  , 

230  Come  ogni  punto  d’  una  curva  si  riferisce  a due 
rette,  cosi  ogni  punto  d’una  superficie  curva  D'PG  si  ri- 
ferisce  a tre,  quantunque  non  ogni  superficie  riferita  a 
tre  rette  sia  curva  . Conduco  infatti  da  un  punto  H di 
D'PG  la  normale  HF  sopra  un  dato  piano  DTD',  e da  F 
nel  piano  stesso  la  normale  EM  sull’  ass«  DD';  è chiaro 
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lo6  che  fatta  OM  =*=  x , MF  = y , FH  = z . converrà  determina* 
re  x.y,s  per  avere  il  punto  H ; e supporne  D V normale 
a DD',  e D'Z  normale  in  D'  al  piano  DD'Y  della  Tavo- 
la , dicesi  UD'Y  il  piavo  tirile  x,y,  UD  Z il  piano  delle 
x , Z , ed  Y D'Z  il  piano  drllc  y , X . Se  la  superficie  curva 
aia  di  rivoluzione  intorno  ad  un  asse  DD'  ($46),  congiun- 
ta HM,  e prolungata  MF  in  P onde  MP=n  = MH  per 
la  natura  della  rivoluzione  (54 6),  il  A MFH  rettangolo 
in  F dà  n*  = y*  -t-  **,  equazione  alla  supeificie  data,  pur- 
ché vi  si  sostituisca  il  valor  dell’  ordinata  u dato  dall’  e- 
quazion  della  curva  genitrice  D PT  . Cosi  se  D'PTO  sia 
un  rettangolo,  «ara  costante  MP  = i/  = a,  e quindi  a1  = 
y1  -4-  s*,  equazione  alla  supeificie  del  cilindro  retto:  se 
D'PTO  sia  un  quadrante  di  circolo  del  raggio  r , verrà 
MP  = u = y/l  r*  — xl  ) , e quindi  r*  — x1  = >*  -+  z*.  equa- 
zione alla  superficie  sferica  . Onde  I equazione  del  primo 
grado  Ax  -+  By  ■+  Cz  -¥  D = o e-pr  me  una  superficie  pia- 
na , giacché  quelle  delle  più  semplici  supeificie  curve  soa 
del  secondo  . 

Ma  sia  H un  punto  qualunque  dello  spazio,  e voglia 
fissarsene  la  situazione  rapporto  al  punto  noto  O.  Conver- 
rà non  solo  determinare  il  valor  del  raggio  HO  = r,  di- 
stanza fra  i due  punti  , ma  altresì  la  sua  direzione  , o gli 
angoli  HOF  = 9 ed  FOM  — to  fatti  da  HO  con  FO  sua 
projezione  nel  piano  delle  x ,y  e da  FO  Con  MOasse  del- 
le X.  Fissato  in  O il  punto  d’  origine  e condotte  come 
sopra  le  tre  coordinate  HF  ,FM  , MO , i AA  HFO,FMO 
rettangoli  l’uno  in  F , l’altro  in  M » daranno  FO  =*  rco.i  § , 
FH  = z ^ r seti  9 , FM  = y — FO  seti  u = nen  9 sen  u , MO 
■=  x =:  FO  cos  u)  = r seri  9 cos  w ì e di  qui  assai  facilmente  r 

ai  y 

= V(  **  -+•  V*  -+■  z*  ) .seti 8 = — , tanghi  ~ — . 

r x 

Che  se  l’origine  delle  coordinate  si  volesse  in  B , pun- 
to divergo  da  O ,"si  chiamino  x',y',  z quelle  che  riferisco- 
no O a B , el  quelle  che  vi  riferiscono  H:  sa- 

ranno x -n  x , y -o  y' , z -o  z\  quelle  che  riferiscono  HadO, 
e avremo  r =v(  (x  5/3  #)*  H-  (y^y'f  *+  (*  ^ *#  )*)  » Tor- 
niamo alle  curve  . 

731.  L’equazione  y*  *s  2ax  — xx  è alla  circonferenza 
di  un  circolo  del  raggio  a : ma  quando  non  si  sappia  , la 
costruzion  di  quest’  equazione  lo  farà  conoscere.  Sia  a = 
5 , e condotta  una  retta  indefinita  BD  sulla  quale  prendo  AD 
*=2a=  io,  la  divido  in  di«ci  parti  cguah  AP  ,PP,  ec.  Sia  A 
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1’ origine  dell’ ascisse , BD  il  loro  asse,  AD  la  parte  delle  107. 
positive,  AB  sarà  quella  delle  negative  se  la  curva  cerca- 
ta ne  abbia  Dipoi  conducasi  al  punto  A la  perpendicolare 
indefinita  £F  che  prendo  per  asse  delle  ordinate,  e di  cui 
suppongo  positiva  la  parte  AE  . Sia  finalmente  AP  = x , PM  = 
y.  È’  chiaro  per  l'equazione  medesima  y — ±z  VI  'io* — **)♦ 
che  quando  x = o , si  ha  jr  = o;  dunque  la  curva  ha  il  pun- 
to A comune  colla  linea  dell’  ascisse  . Se  x = I ,y  = db:  3 « s# 
x = 2,_)'='±=4,e  i valori  corrispondenti  di  a.-  e dissono 
x — O)  i,  2,  3,  4>  5*  ?»  8,  9>  I® 

y = 0,  i=35i=4,-J=V'2I,±=v'24>±=5>fcV/,24,fcv/2I,±:4,±=3,  O 

I valori  di  y determinan  la  lunghezza  d’altrettante 
ordinate  le  cui  estremità  M son  tanti  punti  della  curva  cer- 
cata ; e poiché  questi  valori  son  positivi  e negativi , con- 
ducendo dal  punto  A due  rami  eguali  , 1’  uno  che  passi 
per  i punti  M al  di  sopra  dell’asse  dell’ ascisse , e l’altro 
per  1 punti  corrispondenti  al  di  sotto  , si  avrà  la  curva  ri- 
chiesta che  sarà  tanto  più  esatta  quanto  più  si  moltipliche- 
ranno le  divisioni  della  linea  AD.  Così  può  descriversi  li- 
na curva  riferendo  ciascun  punto  M a due  lince  HD,EF 
date  di  posizione  : poiché  terminato  il  parallelogrammo 
APMN  delle  coordinate,  l’intersezione  di  NM,PM  darà 
il  punto  M della  curva.  Nel  nostro  caso,  crescendo  i va- 
lori y fino  a un  certo  termine  che  è 5 , c decrescendo  in 
seguito  colla  proporzione  medesima  fino  a zero , si  dee 
concludere  1°  che  vi  è un’  oidinata  PM  maggiore  di  tutte 
l’ altre  o Massima:  2°.  che  la  curva  dell’equazione^1  — 

2 ax  — a*  è rientrante  c ch'iuta.  Non  si  stende  di  qua  dal 
punto  A , poicht  allora  le  sue  ascisse  essendo  negative  , i 
valori  di  y sarebbero  immaginarj  . Cerchiamone  qualche 
proprietà  . 

732  Dal  mezzo  C della  linea  AD  conduco  delle  rette 
CM  e ho  tanti  AA  rettangoli  CPM  , in  cui  CM1=PMi-b 
CP1  = / -+  a1  — 2aa:-+j:1;  onde  essendo  y*  = 2ax — •**,  si 
avrà  sempre  CM  = a , cioè  tutti  i punti  M sono  ad  egual 
distanza  dal  centro  C (395) . Inoltre  l’equazione  y*  = 2ax  — 
a:*  dà  x : y: : y:  la  ■ — a-  , ovvero  -ff  AP  : PM  : PD  ; dunque  o- 
gni  perpendicolare  PM  è media  proporzionale  tra  i due  seg- 
menti AP,PD  (4 12)  • Di  più  condotti!  una  corda  AM, 
si  avrà  AM1  = AP1  -+  PM1  = a1 -+ y1  = 2ax  , onde  a;  : AM  :: 
AM:2a;  cioè  nella  curva  trovata  tutte  le  corde  condotte 
dal  punto  A ad  uno  dei  punti  M son  medie  propoizionali 
tra  AD  e il  segmento  corrispondente  AP  ( 4"3  ).  Condotta 
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pure  MD,  si  avrà  AM1  -+.  MD*  = lax  -+■  ( la — x )%  -+  y*  = 
40*  = AD1,  proprietà  del  A rettangolo;  dunque  tutti  gli  an- 
goli  AMI)  non  retti  (4 1 9) . Iscrivendo  il  quadrilatero  AMuVT, 
si  troveià  pure  che  AMx  M'D-+-  AM'xMD  =*  ADx  MM' 
(4«4T.  *«• 

733.  Si  debba  ora  descriver  la  curva  dell’  equazione 
y%  = ax.  Già  si  vede  che  questa  dee  tagliar  la  linea  dell’a- 
scisse  nella  loro  origine,  poiché  fatta  x — o , si  ha  anche 
_y  = ±=vax  — °»  e di  più  che  dee  aver  due  tanti  egua- 
li , uno  positivo  e I’  altro  negativo.  Questi  rami  vanno 
all’infinito,  allontanandosi  dall’asse  a misura  che  x ha  va- 
lori più  grandi:  ma  le  x debbono  esser  positive,  altri- 
menti le  y divengono  immaginarie;  onde  la  curva  avrà  la 
forma  M AM'  . 


734  Sia  pure  y*  = x*  — o*  : facendo  y = o , si  ha  x = 
±±  a , onde  preso  sull’indefinita  BD  un  punto  A per  ori- 
gine dell’  ascisse  , e due  parti  AS  , Aj  eguali  ad  a,  la  cur- 
va dee  passar  per  i punti  S , s che  si  chiamano  i suoi  ver- 
tici . Per  conoscer  la  direzion  de’  suoi  rami  , sia  AD  il  la- 
to dell’ ascisse  positive,  e si  avrà  y = ±=  — a*)  il  che 

dà  due  rami,  l’uno  SM,  l’altro  SM',  che  anderanno  am- 
bedue all’infinito  finché  x ">■  a ; essendo  minore,  y sareb- 
be immaginaria;  onde  se  l’ ascisse  sien  positive,  la  curva 
non  oltrepasserà  S.  Piendrndole  negative,  l’equazione  re- 
sta la  stessa,  onde  la  curva  alla  distanza  già  trovata  A»  = 
a — — x ha  due  nuovi  rami  opposti  ma  eguali  ai  due  pri- 
mi. L’asse  dell’ascisse  è BD,  quello  dell’ ordinate  è tF  , 
e dando  dei  valori  ad  x,  si  determineranno  P jr  o le  PM , 
e i parallelogrammi  delle  coordinate  daranno  i punti  M ,01 
ec.  per  cui  passa  la  curva  . 

h * _i  -I 

735.  Cerchiamo  la  curva  dell’  equazione  y1  = — ì-  . 

a — x 


Si  ha  dunque  y — ±=  x se  x è positiva  , ed y = 

x \j * se  è negativa:  onde  x positiva  non  può  ecce* 

v a -+  x 


dere  a,  e negativa  non  può  ecceder  b\  senza  ciò  jr  sareb- 
be immaginaria  . Prendo  BD  per  linea  dell’  ascisse  , AD  = 
a per  la  direzione  delle  positive,  AB=ò  per  quella  delle 
negative,  il  punto  A per  la  loro  origine,  FF  per  l’asse 
dell’ ordinate , e ho  1®.  y = o quando  x = o,  onde  la  cur- 
va passa  per  >1  punto  A ; a\  ad  ogni  valor  di  x ne  do* 
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»o  due  per  y,  onde  vi  sono  ordinare  positive  e negative:  no 
3*.  i due  valori  PM,PM'  di  y crescon  sempre  finché 
presa  x — a,  divengono  infiniti,  poiché  allora  y — ±= 

Vfo  “4*  x » , 

— ^—  = oo  (197);  cioè  bisogna  prolungare  all’infini- 
to HG  perchè  incontri  i due  rami  della  curva  ( si  chia- 
mano asintoti  le  linee  , che  sempre  più  accontandosi  ai  ra- 
mi della  curva,  non  posson  però  mai  incontrarli  ) ; 4°.  se 
x è negativa,  y ha  due  valori  finché  x <l  b e la  curva  ha 
' due  rami  anche  in  senso  negativo;  50.  x — b dà  y = o\  on- 
de la  curva  passa  per  B , ma  non  può  scender  più  basso  ; 

l x 

6°.  «t  y = o,  si  ha  a*  ( ^ = o,  onde  x*  ( b — x)  = 

O,  che  dà  * = o,  x = o , x — b,  e però  la  curva  passerà 
una  volta  per  il  punto  B,  e due  volte  per  A ove  foi  mera 
un  nodo  ( quando  due,  tre  o più  rami  della  curva  passa- 
no per  lo  scesso  punto,  questo  si  chiama  punto  doppio , 
triplo , multiplo , e l’Algebra  insegna  a disceiner  questi 
punti  e a conoscerne  la  mohiplicità  ) ; 7*.  se  baco,  il  no- 
do svanisce,  e l’equazione  diviene  y*  = — — - che  appar- 
ti — x 

tiene  a una  curva  detta  Cissoide . 

736.  Oltre  i punti  multipli  vi  sono  ancora  dei  punti  m 
d’  in  flessione  : in  quei  di  flesso  contrario  la  cui  va  dopo  es- 
sere arata  convessa  in  un  censo , comincia  ad  esserlo  nel 
senso  opposto,  come  MAM'  : ma  in  quelli  di  regresso  un 
ramo  della  curva  tocca  I’  altro  e torna  indietro,  come  jj 
m:\rn':  in  ambedue  la  tangente  è anche  secante  nel  punto 
A d’  inflessione  , e la  cuiva  è parte  di  qua  e parte  di  là 
dalla  tangente  . 

737.  Se  P equazione  delle  coordinate  è del  primo  gra- 
do, ella  appartiene  sempre  a una  linea  retta,  e peiò  le 
rette  si  chiaman  linee  del  primo  genere  o del  primo  oidi - * 

ne:  se  è del  secondo  grado,  del  terzo  ec.  , le  linee  si  chia- 
man del  secondo , del  terzo  genere  ec  ; e le  linee  del  se- 
condo si  chiamano  anche  curve  del  primo  genere  , quelle 
del  terzo  curve  del  secondo  ec.  La  sola  retta  è del  primo 
genere  ; ve  ne  son  quattro  del  secondo  ; settantadue  del 
terzo;  quelle  del  quarto  sono  in  più  gran  numero  ec. 

738  In  questa  divisinn  di  linee  in  vai  j ordini  , si  com- 
prendono le  sole  curve  geometriche , cioè  quelle  che  han- 
no delle  rette  per  ascisse  e per  ordinate,  la  cui  ragiooe 


Digitized  by  Google 


)(  ^4  )( 

può  determinarsi  geometricamente.  Una  curva  che  ave»*» 
per  cooidmare  delle  quantità  trascendenti  (lo),  non  sareb- 
be geometrica,  ma  meccanica  o f»  ascendente  . Le  geome- 
triche si  chiamano  anche  curve  algebriche. 

• 239  Ora  il  principale  oggetto  dell’  Analisi  nell’esame 

d’ una  curva  è l“.  di  trovarne  l’equazione  quando  la  cur. 
va  è data,  o di  descriverla  quando  se  ne  ha  l'equazione: 
2°.  di  determinarne  la  tangente  : 3*  di  conoscerne  la  cur- 
vatura in  un  punto  dato:  40.  di  cercarne  le  massime  o mi- 
nime ordinate;  5°.  di  trovarne  la  quadratura  o esatta  se  è 
possibile  o approssimata;  6°.  di  trovarne  la  rettificazione 
cioè  dctei minar  la  lunghezza  d’  una  retta  eguale  ad  un  suo 
arco  qualunque  ec. 
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240.  Tagliato  un  cono  BCD  con  un  piano  AMP,  si 
cerca  l’ equazion  della  curva  MAm  che  nasce  da  questa 
Sezione  . Un  piano  BCD  perpendicolare  alla  base  CD  e al 
piano  segante  AMP,  da  per  l’intersezione  di  questi  doe 
piani  una  retta  Au;  ed  un  piano  FMG  parallelo  alla  base, 
da  un  circolo  la  cui  intersezione  col  piano  AMP  è una 
retta  PM  normale  alle  rette  Ao,FG  (536);  onde  PM  è 
un’ordinata  comune  al  circolo  e alla  sezione  MAm.  Sia 
dunque  AP  = x , PM  — y , AB  — c , 1’  angolo  ABa  = B , 
l’angolo  BAa  — A:  il  circolo  dà  y1  = FP  X PG  , e per  tro- 
vare FP  e PG  , conduco  AE  parallela  a CD  c PK  paral- 
lela a BD  , I’  una  e l’altra  nel  piano  BCD:  dunque  (636) 

scn  AEB  : AB  : : seti  B : AE  = . Inoltre  sen  AKP  ( = 

s en  D 

sen  D ) : sen  APK  ( = scn  AaE  = sen  ( A -4-  B ) ( 425  ))::*: 

* 'rn  { A-±U  ; dunque  PG  = KE  = AE  — AK  = 
Seti  D 

— 1 Infine  sen  AFP  ( = serr  BFG  (613))  : 
sen  D 

sen  A . 

(ca  sen  U — ■ 


AK  = 

c seri  B 


x : : sen  A 


__  A S en  A , , 

FP  = — onde  y'  = 


sen  C J seti  C seti  D 

a 2sen  ( A ■+  B ) ) , equazione  cercata  . 

741.  Dunque  1°.  ad  ogni  ascissa  a-  corrispondono  due 
ordinate  y eguali  ed  opposte}  onde  l’asse  divide  in  mezzo 

la  se- 


Digitized  by  Google 


X 26 5 X FTfT. 

la  sezione:  2*.  se  c = o,  cioè  se  il  piano  segante  passa  1 
per  il  vertice  B del  cono  ( essendo  allora  A 4 B>  lSo°), 

, sen  A idi  ( A 4-  B 1 x*  b*x‘ 

1 equazione  diventa  y — —J. — = — fatto 

seti  C sen  U 7/2 

b*  bx 

— - il  coefficiente  di  x1  ; perciò  y = ±=  — , equazione  alla 

771  772 

linea  retta  (490),  che  dk  per  sezione  un  A , come  già  si 
sapeva  ( 546  ) : 30.  se  A -+  B < t8o°.  ed  insieme  A=Co 


ex  sen  B 


A1%  . , , _ > a ex  sen  B , , cjv  sen  B 

= D,  viene  (613)  y = *’  o >’  = 

sen  L>  teu  C 

»*,  equazioni  alla  curva  circolare  (478)  che  danno  un  cir- 
colo per  sezione,  come  pur  si  sapeva  (546).  Ma  oltre  il 
A ed  il  circolo,  posson  farsi  nel  Cono  tre  altre  Sezioni, 
dette  propriamente  Coniche  e che  dal  Cono  trasporteremo 
in  un  piano . 

742.  Nella  trovata  equazion  generale  sìa  primieramen- 
te A -4- B «c  180*  ; allora  il  piano  AMP  convergendo  col 
lato  BD  (413I.  Io  incontra,  e la  Sezione  rientrante  o chiu- 
sa si  chiama  Ellisse.  Fatto  y = o , si  ha  ex  sen  B — x*  sen 

( A -4 B ) = o , cioè  1=0  ed  t = — ~r~z- — > due  pun- 
se» (A4Bj 

ti  ove  la  curva  taglia  la  linea  dell’  «scisse  (731):  la  lor 
nota  distanza  Ao  = 2a  si  chiama  asse  primo,  mattatore  o ,,0 

2a  jrrj  ( A 4 B ) , , ° 118 

trasverso  : ma  allora  c = -3— ed  y 

sen  U 

sen  A sen  ( A ■+  B ) , , , , c 

—5 — - — - ( aax  — *)  ; dunque  fatto  x = a,  on- 

• sen  C sei  1 U 

, , seri  A sen  ( A -4  B ) az  „ 

de  y = ; £ — , 1 ordinata  nota  y passeri 

seri  C seti  O . ' r 

per  i]  mezzo  C dell’  asse  trasverso  o per  il  centro  dell’  el- 
lisse , ed  il  suo  doppio  Bb  — ‘ib  è l’asse  secondo,  minora 

, sen  A sen  ( A 4 B ) bx 

O conjugato  ; dunque  — — — • — — e I.  y =s 

sen  C sen  D a * 

— j ( 2a*'  — *’).  Or  preso  p = , terza  proporzionale  do- 

po i due  assi  , detta  il  parametro  dell'  asse  trasverso,  si 

ha  II.  /=  L («a*  — **).  * 

2a 

“43.  Ma  se  nell’ equazion  generale  sia  A-}-B  = l8c  , jw 
il  piano  AM p satk  parallelo  al  lato  BD  (413)»  e I*‘  $e*  ^ 
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if/i  A scn  B c*  - csenAsenB 

- , e tatto  — — = p , parametro 


zione  infinita  si  chiama  Parabola  ; or  scn  (A-l-B)  = o dà 

y ^ 

sen  C seti  D ’ seri  C sen  D 

delia  curva,  si  ha  y%  = px . Onde  la  parabola  è un’ellis- 
se con  l’asse  trasverso  infinito;  poiché  preso  za  = oo , l’e- 
quazione Il  dell’  ellisse  diventa  yx  — px  ( 197  ) . 

..e  744.  Finalmente  quando  A -+  B >•  i8o°,  il  piano  AMP 

divergendo  dal  lato  BD  (413)  , lo  incontra  solo  nel  suo 
prolungamento  oltre  il  vertice  B , e la  sezione  infinita  , 
inferiore  o superiore  , si  chiama  iperbola  , ambedue  Iper- 
bole  opposte,  A,  a vertici  dell'  iperbole , Aa  asse  trasver- 
so: essendo  poi  sen  ( A •+ B ) negativo  (612),  la  lor  co- 

• \ * ten  A , _ J . 

mune  equazione  e y ==  — ( ex  seri  B -4-  x scn  ( A •+ 

sen  L seti  D 

B)),  che  trattata  come  l’equazione  all’ellisse  (742)  al- 
zando dal  centro  C la  normale  BZ>  = 2CB  = 2b  cale  che 
axs en  A sen  { A -+  B ) ..  1 bx  , . , 1 

7v :V.7p = 1 » da  =y  = ) . ed  3 ~ 


sen  U seti 


2 a 


( lax  ■+  *■*  ) . 


745.  Dunque  1’  equazione  >*=£-(  2 ax  =f  xx)  è per 

2 a 

tutte  le  Curve  Coniche  : col  — dà  1’  ellisse  , e se  2a  =s 
p,  il  circolo;  col  -4-  dà  1’ iperbola  , e se  2 a=p,  l’equi- 
latera: e se  2n  = co,  dk  la  parabola. 

746.  Volendo  pertanto  nella  Sezione  una  doppia  ordi- 
nata eguale  al  parametro,  verrà  2 y = p-  2*/ — ( 2a*  =p* 

▼ 2a 

x * ) : per  la  pyabola  , fatta  2a  = co  , si  ha  a-  = — ; per 


1’ ellisse  ed  iperbola,  posto  p — 


2 fi’ 


si  ha  »=ta±: 


ll6 

ll8 

121 


y'  ( a’  zf  i’  ) . Presa  dunque  dal  vertice  A dell'asse  para- 
bolico 1’  ascissa  x = AF  = — ; applicata  al  trasverso  dell’el- 
lisse dall’estremità  B del  conjugato  la  BF  = B/"=AC  = a, 
onde  CF  = Cf=  V ( a1  — bx  ) ed  x = AF  = ÀC  — CF  = 
a — V(  °* — 6*  ) ovvero  x = Af±=  AC  -+■  C f—  a -+•■)/{  a*  — • 
bx  ) ; tagliata  infine  dal  centro  C dell’ iperbola  sull’asse 
trasverso  prolungato  la  CF  = Cf=  BA  = V (a*  -+  b1),  on- 
de * — AF  =r  FC  — CA  = .y/  ( a*  ^*  ) — a ovvero  — x — 
A/  = AC  •+  C/=  a ■+  V ( •+  6*  ) : sarà  nelle  tre  seaioni 
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l’ordinata  Dd  = D'<i'  = p.  I punti  F ,f  diconsi  Fuochi:  121; 
uno  nc  ha  la  parabola  , due  I’  ellisse  e l’ iperbola  , dei  qua* 
li  il  semi -intervallo  CF  si  chiama  eccentricità  ; la  faremo 
c , e si  avrà  CF  = yj  ( a'  b1  ) = c . > 

747.  E’  qui  da  notarsi  1°.  che  moltiplicando  tra  loro 
i due  valori  di  x nell’  ellisse  e nell’  iperbola  , si  trova 
(a  — V ( a — fc1  ) (a  -+  \/(a>  — 5*  ) = ( V(  «*  •+  bl  ) •+ 
a ) [y/ { a*  -{■  b*  ) — a)  — b1 , cioè  il  semiasse  minore  è me-  _ 

dio  proporzionale  tra  le  distanze  dell'  un  de'  due  fuochi 
ai  due  vertici  : 2°.  che  presa  dai  fuochi  F ,f  la  FI  = fi  e 


= FI'  =fi'  = S-  = — , viene  Alfa 

42  a 


=F  — ):  AF(±: 

2a 

b1 


1-21 


a c ) : A a ( 2«  ) , ed  anche  ~~  Ai  [a-{-c^f.~  ):  A f[  a ■ 

« 2a 

c):  Aa  ( 2a  ) , come  pure  al'  : «F  : a A , ed  ai'  : af  : 
aÀ  , proprietà  che  ha  luogo  anche  nel  circolo  . Basti  que- 
sto piccol  «aggio  d’tanalogìa  tra  le  tre  curve  : e per  maggior 
chiarezza  daremo  separatamente  il  seguito  delle  ior  proprietà. 


Parabola  . 


748.  L’  equazione  alla  parabola  è >*  = px  : onde  i qua- 
drati  dell'  ordinate  son  fra  loro  come  le  loro  ascissa.  Con 
questa  equazione  si  determina  p ; poiché  presa  un’ascissa 
a = ar  ed  un’ordinata  b=yy  la  terza -proporzionale  dopo 
a . b sarà  il  parametro  (490). 

749. -  Condotta  dalla  curva  al  fuoco  F la  retta  o raggio 

vettore  MF  , sarà  FM  = z = — — P )*J  — 

4 

■y/[px  •+  ( * p )*  ] — x-b  —p  = AQ  -+■  AF  : prolungt- 

4 4 

ta  dunque  LA,  se  si  prenda  AG=AFac—  p,  e per  G 

4 

si  conduca  1’  indefinita  o direttrice  EGe  parallela  all’ordi- 
nata MQ,  sarà  la  normale  MH  = QG  = FM;  dunque  la 
distanza  d’ un  punto  qualunque  M della  paràbola  dalla 
direttrice , è eguale  al  raggio  vettore  MF . 

75  0.  Cerco  ora  MT  tangente  al  punto  dato  M.  Im- 
magino 1’  arco  M m infinitesimo  il  cui  prolungamento  MmT 
è la  tangente  stessa  , e condotte  sulla  direttrice  le  norma- 
li MQ,  mq,  le  rette  MF , raF  al  fuoco  F , ed  tng  parallela 


ll6 


U7 
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1X7  a Q'I  » descrivo  col  centro  F e raggio  F m l'arco  infini- 
tesimo mr  che  può  prendersi  per  un  seno;  sarà  MQ  = MF, 
mq  — /nF , ed  MQ  — vtq  ( = ) = MF  — mF  ( = Mr  ). 

Dunque  i AA  rettangoli  M mg , Mmr  eguali  e simili  (441  ) 
hanno  l’angolo  /nMr  o TMF=r^Mm=  A1TF;  dunque  il 
triangolo  MTF  è isoscele,  e però  presa  FT  = FM  , la  li- 
nea MT  condotta  per  T,M  saia  tangente  in  M . D’onde 
segue  che  se  M()  sia  parallela  all’asse  AN , ai  avrà  l’an- 
golo MTF  = LMO  = FMT. 

751.  Poiché  5 = EM  = FT  = a-  -+  — p (749),  si  ha  FT 

4 

— — p = x = AT  ; dunque  la  suttangrnte  PT  = 2x  é cfop- 

4 • 

pia  dell'  ascissa.  La  tangente  MT  = y'(px  ■+  4XX  ) — 
2yiz  i e condotta  MN  normale  alla  parabola  o alla  sua 

•ingente  in  M,  si  avrà  la  sunnormale  PN  = —^1.  z=.^~  = 
0 * PT  2x 

l/i , e la  normale  MN  = n = ^/ ( px  -+  — />*  ) = Vps  • Se 

4 

dal  punto  N ove  la  normale  incontra  l’asse,  si.  conduca- 
no ad  FM,OM  le  perpendicolari  NB,NB’,  i AA  NBM  , 
NB'M  eguali  (250)  daranno  BM  = MB'=  PN  = g/>:  c se 
dal  punto  F si  conduca  sulla  tangente  TM  la  perpendico- 
lare FC  — (j , gara  MT  : TC  : : MN  : CF , e poiché  TC  = 
| MT  (431  ) , sarà  CF=q=^n=|  \/ps  , e perciò  2 qn  = 

n‘  = ps  ed  n . Infine  se  sia  l’angolo  TFM  = /3* 
2q 

1800  — 2MTP=2P,  sarà  ( 646  ) TP1  ( 4*1  ) : MP*  {px  ) : : 
1 : tang*  MTP  = tang*  j ( 1 80“  — /3  ) = cot*  p ( 6l  8 ) , onde 

x — — p tang 3 ip(6io.6J  ),  ed  x -+•  — p(  = FM  = *)=s  — px 
4 4 4 

I p n 

( 1 -+  tangzp)  = — 4 ■■  = — lx_ . Perciò  se  collo  stesso  as- 

CO>  p CO 4 j/3 

se  e fuoco  si  descriva  un’  altra  parabola  A'M'  del  para- 
metro p , sarà  FM  : FM'  : : p : p : : FA  : FA'  : : a-  : x‘ . 

25 2.  La  parallela  MO  all’asse  si  chiama  diametro ; il 
punto  M ne  è V origine  ì le  sue  ordinate  son  le  rette  NP 
parallele  alla  tangente  in  M , e le  ascisse  di  quesre  ordi- 
nate son  le  retfc  MP  . Per  trovar  l’equazione  alle  coor- 
dinate del  diametro  MO , chiamate  MP  (x),  PN  ( v ) , 
AQ  = AT  — a,  avremo  MQ  = */<*p  c PH  = MT  = V(4a’~F 
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ap)  o fitto  p •+  4<i  = p' , MT  = PR  = y/ap'  ( ) . Con*  u(5 

dotta  ora  NL  normale  all  asse,  i triangoli  simili  NRL  , 

MTQ  daranno  \'ap'  : y -+  *Jap  : : yjap  : NL  = y*J—.  -+ 

P 

\ ap  : : 2 a : RL  = 2y\/  — — I-  2a . Ora  AR  = RT  — AT  = 

P 


X — a ; dunque  AL  = * ■+  a -+  2 y-J—, , ed  NL*  = pX  AL 

cioè  ( yjap  -+  y-J--,  )*  = ap  •+  px  -+  ipyj— ■.  ; e riducendo, 
P . P 

yy  — p'x , equazione  simile  alla  trovata  per  l’asse;  perciò 
qualunque  diametro  MO  divide  in  mezzo  1*  ordinate  No, 
'e  il  suo  parametro  p'  = p -t-  40  è quadruplo  della  distan- 
za dell’  origine  M dal  fuoco  F . Con  questi  principi  si  ri- 
solvono i problemi  seguenti. 

753.  I.  Dato  1’  asse  AL  e il  parametro  p , trovare  in 
AL  un  tal  punto  Q,  che  condotta  l’ordinata  QM  , il  dia- 
metro MO  faccia  colle  sue  ordinate  un  angolo  dato  MP/<  = 

«.  Sia  AQ  = x,  e il  A MTQ  dà  tanga  = (646)  , x = 

2x 


— cot*a  (610. 6*.) , e p'(  =p  •+  4jE  ) = f 610). 
4 sen  a 


II.  Dato  il  parametro  p' , il  diametro  MO  e l’angolo  a 
delle  coordinate  , trovar  l’ asse  AL  , il  vertice  A , ed  il 
parametro  p . Dal  problema  precedente  abbiamo  p'  = 

= p -+  4*,  onde  p = p'  sen* a , *•=— cos’a(6 10.9*.), 
seri  a 4 * 


A1Q  = \’px  = ±=  Sen  a eos  a — fc  — sen  2 a ( 621  ) , 


Ellisse . 


b* 

754.  L’equazione  all’ellisse  essendo  y*  = —x ( 2ax - xx ), 

a II 

•ì  avrà  y1  : 2ax  — x*  : : b*  : a%  , cioè  PM*  : AP  x Po  : : CB’  : 
CA*,  e il  quadrato  dell’  ordinata  t al  prodotto  deW  ascisi 
te,  come  il  quadrato  dell’asse  minore  al  quadrato  del  mag- 
giore . Descritto  dunque  col  centro  C e raggio  CA  un  cir- 
colo , sarà  PN*  = AP  x Pa  , PN  : PM  : : a : b : : CB'  : CB  : on- 
de P ordinate  dell’  ellisse  son  proporzionali  alle  corrispoa- 
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ll8  denti  ordinate  de!  circolo:  perciò  per  descrivere  tfn’  ellisse 
basta  far  passare  una  curva  per  una  serie  di  punti  presi 
sull’ ordinate  d’ un  circolo  divise  in  parti  simili. 

755.  Se  nell’equazione  si  ponga  a — x — CP  in  luogo 

b* 

di  * = AP  , ella  diverrà  = (a1 — *-*),  ove  I*  ascisse  son 

a 

prese  non  più  dal  vertice  A , ma  dal  centro  C : questa , 
come  più  semplice,  è più  in  usui  e da  questa  (se  sopra 

Bò  si  cali  l’ordinata  MQ  = PC=*)  si  hax1=^i(ò1 — y*), 
equazione  al  second’ asse  , il  cui  parametro,  terzo  propor- 
zionale dopo  20  e la  , sarà  p'  = zfL  = — y/2ap  , E’ chiaro 

b p • 

che  s ea  = b,  l’equazione  all’ellisse  diventa  quella  del  cir- 
colo*, onde  il  circolo  è un'  ellisse  equilatera  o di  assi  eguali. 

256.  Prese  dunque  l’ ascisse  dal  centro,  si  avrà  il  rag- 
gio vettore  FM  = PM1  -+  PF*  ) = VO*  -+  ( c — *)’)  =s 

*/{ax  — 2c*-P— 4-)  (746)  = a — — , e 1’  altro  raggio  vetto- 


re /M  = a . Onde  1°.  /M  -+  FM  = 2 a , cioè  la  somma 

a 

dei  due  raggi  vettori  eguaglia  V aste  trasverso  : 2°.  se  sia 
l’angolo  P/M  = /3,  sarà  fP  ( = c -+  x)  — j M . cos  /3  ( 645)  , 

• CtX 

t perciò  a-  =fNl‘.  cos  0 — c , cd  /M  ( = a H 

a 


hap 


a — c cos  0 a — c cos  0 


*,  come  pure  FM: 


: cos  0‘ 


haP 


— , posto  PFM  = 0'  : 3’.  volendo  i raggi  vettori 


a — caos  fi' 

con  1’  ascisse  prese  dal  vertice,  si  cangierà  x in  a — a-,  e 

C\  /•_  m CX  o ■ • • 

: 4 . e volendo  in- 


vena FM  = a — c -f-  — ,/M  = a -+  c 
a 


ex 

a 


trodurrc  il  raggio  vettore  nell’equazione  all’ ellisse,  si  farà 

cx  ex 

FM  (=u ) = »,  ovvero /M(  = a •+  — ) = 2 a — onde 
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ala  »),,  b . . v it  v 

:■ ed  y = — ((2a  — »)»  — ò ). 

c c 


Deliha-i  ora  condurre  dal  darò  punro  M la  tan- 
gente MT.  Prolungato  f M in  L immagino  l'arco  infini- 
tesimo Mm,  c dai  fuochi  F ,f  conduco  i raggi # vettori 
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fm , Fot  : descritti  coi  centri  f,  F e coi  raggi  fm  , FM  i pie-  no 
coli  archi  mr  , Mw , avrò  fm  -+•  raF  = FM  -+  M f,  ovvero  /M  — 
fm  = Mr  = Fm — FM=*mg:  dunque  ( 441  ) i A A rettango- 
li mMg  , mMr  sono  eguali  e simili , e perciò  l’angolo  gmM  = 

mMr—  FMT,  perchè  FMT  = MFm  ( = — = o ) -+  gmM  ; ora 

FMT  = mMr  = LMT;  dunque  la  retta  MT  che  dividerà 
in  mez2o  l’angolo  LMF , sarà  la  tangente  cercata.  Perciò 
V angolo  LMT  = QM /=  F\IT  . 

758.  Se  da  M 'si  alzi  sulla  tangente  la  normale  MN  , 
sarà  P angolo  /'MN  = NMF , ed  / M : MF  : :/N  : NF  , ovve- 
ro fM  -+  FM  ( 2a  ) : FM  ( a — — ) : : fN  FN  ( se  ) : FN  = 
a a 

c — C—  = C — x h — ~ cd  JN  = 2c  — FN  = c*+  ~ =c  + 

a a q* 

b^x 

x — — j- i dunque  poiché  fP  = x -+  c ed  EP  = x — c,si  avrà 

I*.  la  sunnormale  PN  = FN  -+  FP  = — = ^ : 20.  la  normale 

a1  2 a 

MN  = n = i vW  ) = A V(  «4  ~ cV  ) = A 

<2  a a 

»*)(:56):  3°-  la  suttangeme  PT  =— ~ fJL:  4*. 

riN  * irà? 

la  tangente  TM  b?x*  ) = -L  ,**)  (a4 — 

0 x ax 

ca*fc).  Inoltre  TC  = TP  -+  PC  = — , altro  modo  di  deter- 


minare il  punto  T della  tangente  in  M ; Tf=  — 4c  = 
ìi£i  = l<2f^i>(,s4)iTN  = TrH.PN="1  TF« 

X * b*x 

c*  os  o* 

— — c = -|TA  = a ; e nel  vertice  A la  tangente 

X X X 

AV  ==AAJA  = .°Z_  = b 

PT  a -+  x w a -b  x 


759.  Che  se  dai  fuochi  f,  F e dal  punto  N ove  la  noi* 
male  incontra  T asse , si  conducano  sulla  tangente  e sui 
raggi  vettori  le  perpendicolari  fQ  ed  FR  , NB  ed  NB',  co- 
me pure  per  il  centro  C la  DCO'  parallela  alla  tangente  , 
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..ti  l’.  TN(£^):NM(»)::TF("):FR  = ? = — 

' h y»  ' ' !■  ' * nn 


2 a 


b'x 

•az,\  b*  (2a 


) ’-fQ.  — — = — <158. 2*.);  d’onde  si 

* an  * 


T/( 

ha  FR  xfo  = b%,  e la  nuova  espression  della  normale  n 


b*z 


= : ‘2*.  M/t  « H-  - ) :/P  (o-f*)::/N(c  + -^)  :/B'  = 


05  23 

fi^±£Ì,  onde  /M  -fii'  = MB'  : 


“-^=Ì*=£=MB, 

a ai 


atteso  P angolo  / MN  = NMF  : 3*.  Tf  ( — -4-  c ) : f M ( a •+ 


£f);:C/(c):/D=  -.eperò  DM  = M/— /D  = a = D'M, 


attesi  i AA  simili  TFM.CFD’. 

760.  >e  dal  punto  M si  conducano  all’asse  coniugato 
la  tangente  Mf  e la  normale  MO  prolungata  in  n , i trian- 
goli simili  MPO,MQ«»MQt  c la  sunnormale  PO  ( = 


daranno  per  il  second’  asse , sostituendo  il  valor  di  ** 


( Z55  ) » **•  ^unnorma^e  Q«  = 


P M . MQ a'y p'y 

PO  26 


(755)'. 


, OM  .MQ  a ....  » ,«  » , 

2*.  la  nor  male  Ma  = — — - — v(^  •+  c y ) ; 3 - 

OM*  b* v*  b* 

auttan^ente  Q t = — — — ; onde  Cf  — CQ  -+  Qf  = — o 

«Q  y y 

perciò  CQ  : CB  : : CB  : Cr  , come  nell’  asse  trasverso  . 

761.  Una  retta  nCN  che  passando  per  il  centro  C ter- 
mina ai  due  punti  opposti  della  curva  , diccsi  diametro  , e 
condotta  DC<Z  parallela  alla  tangente  in  N,  i diametri 
DCJ.nCN  chiamaosi  coniugati-,  le  rette  MP  parallele  alla 
tangente  son  l’ordinate  del  diametro  CN  , le  parti  CP  ne 
son  1’  ascisse  , e il  parametro  di  un  diametro  qualunque  è 
una  tetta  * proporzionale  a questo  e al  suo  conjugato. 

762.  Condotte  dall’ estremità  D,  N l’ordinate  DI  , NQ 
all’asse  maggiore  Ao,  sia  QN  =y  , CQ  = * , 1D  = u , IC  = 


u*)(755).  e » AA  simili  DIC.NQT  danno 
b ^ ^ 

NQ*  : QT*  : : DI’  : IC*  , ovvero  \ (a*—**)  : — — ^ * ■ ’•  s 

o»  : a*  — 
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u*  : a* -j-  onde  u = — ; cosi  si  troverebbe  y = _ 

h a a 


b 

ti  y 

onde  — = — e zu  — xy,  cioè  i AA  DIC , CNQ  sono  egua- 


li  in  superficie.  Dunque  i*.  u*  = — — y*  (lS5) 

a 

= 2°.  **=^f  = a*-**  e s*  -+■  x%  = a*  ; 3*. 

«*  *+■  s*  -+•  >*  -+  x*  ( = DC*  -+-  CN*  ) = a1  + 6’ , cioè  nell’  el- 
lisse la  somma  dei  quadrati  di  due  diametri  conjugati  è 
sempre  eguale  alla  somma  dei  quadrati  de’  due  assi  ; 4*. 

condotta  ND,  la  superficie  del  triangolo  NCD  = 

( u~hy  ) ( z-j-  x ) — zu  — xy  _ tix  -4-  yz  bx * ay * ab 

2 2 2 a ib  2 ’ 

dunque  il  parallelogrammo  COEN  = a£  , e 1’  intero  paral- 
lelogrammo FfcHG  = 4aZ>  = 2a  X 2Ò  , e però  tutti  i paralle- 
logrammi circoscritti  all’  ellisse  sono  eguali  tra  loro  e al 
rettanglo  rlei  due  assi . 

263.  Sia  ora  il  semidiametro  CN  = m,  CD  = /i,  l’an- 
golo CPM  = DC/i  = p,  e «ara  t*.  m* -4.  n*  = a* -t- 6*  ; 2*. 
ab  — mnsenp  che  è l’espressione  della  superficie  del  pa- 
rallelogrammo CDNE  (644).  Ora  queste  due  equazioni 
danno  subito  i diametri  conjugati  ed  eguali  dell’  ellisse  , 

poiché  allora  2 m*  = a* -+ b*  , ovvero  m = ±=  . 4/— ; e 

*lab  * 

seri  p = 


2 ab  . . . V 2 

— , onde  poiché  queste  quantità  son  sempre 


reali  , ogni  ellisse  ha  due  diametri  conjugati  eguali . La 
lor  posizione  dipende  dal  valor  di  x , ma  x2  •+  y*  = b'  -4- 

-»  ■ *■» 


**(ZS5)  = ( 762)  = — 


— i dunque  a-  = , 

- - V-ì 

valore  indipendente  da  b,  onde  l’ordinata  NQ  prolunga- 
ta , determinerà  i dismetri  conjugati  eguali  in  tutte  le  el- 
lissi che  avianno  comune  1’  asse  A a, 

764.  Cerchiamo  ora  1’  equazione  alle  coordinate  CP 
PM,  e siaCP=  * , PM  =y  , CQ=t,  QN  = r,  NT  = q , 

e TQ  = — ( 258  ) = s . Condotte  PK , AIO  perpendico- 

lari all  asse  , c PL  perpendicolare  ad  MO  , | triangoli  si- 
mili NQT,MLP  danno  ML»2,  PL=^,  • gli  aJtrj 

? V 

M IH 


ria. 
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120  due  CPK  , CNQ  danno  PK  = ~ , CK  = - , onde  CO  ^ 

m m 

— — — cd  MO  =?  — ■+  — : tua  per  la  proprietà  dell’  el- 
iti 9 q m * 

lisse  , --  . MO*  ??  a1  — CO1  ; dunque  sostituendo  e riflet- 

(1 1 r* 

tendo  che  t=  a*  t1  ( 762 . 2®)  = fj  » si  avrà  (*  ■+(  )x 

( —V  ■+-,-)  ®=  : ™a  i4f  = “-  (758) , onde  (s •+ 1)  - = 

\ m q ' 1 m* 

— ; > ed  ( s -1- 1 ) ~ = - — =;  — , perchè  D1C  = CON  ( 762  ) 
«n  q*qtn*  ' 

da  CQN  : NQT  : : 1 : s (524)  : : DIC  : NQT  : : n*  : 2*  (527); 

, a’v*  eV*  . n* 

dunque  — h = a»  ovvero  > = — ( m*  — * ) , e* 

. « w*  ^ «,* 

qunzione  simile  a quella  degli  assi.  Dal  che  segue  1°.  che 
rgni  diametro  NCn  divide  in  mezzo  1’  ordinate  MPm  , e 
perciò  l’ellisse  intera:  3°.  che  ogni  diametro  No  è divi- 
so in  mezzo  nel  centro  C perchè  ne’  punti  N , n si  ha 
a*  = ni*  , ondo  .v  = ±r  m , 

765.  I.  Dati  1 due  semiassi  a ,b  trovar  due  diametri 
conjtigati  che  facciano  fra  loro  un  angolo  dato  p—DCn. 

Abbiamo  ut*  -+ 11*  = a*  -+  b*  , cd  ma  — — ( 763  ) ; dun? 

Seri  p 

que  m*  -4-  n9  ±z  2 mn  = a%  -f-  b%  ±z  ; cd  m ±zn=z  x'(u * -+ 

strip 

2ab 

— ),  d’onde  sommando  e sottraendo  si  ha  m ed 

seri  p 

a . Per  determinar  la  direzione  di  un  de’  diamerri  o 1’  an- 
golo ACN  che  chiamo  o,  il  A CNT  da  ( 425 .636  ) sen  (p — • 


c):m::  senp  : CT  = ^ ( 758  ) = msfnP  onde  CQ  =s 

sen  (p — c) 

• — * si  l\a  dunque  nel  A rettangolo  CNQ  (64O 

in  sen  p 0 

at,sen(p — o)  . .»  * , 

meos  c = . elle  da  ni  sen  p coso  = a sen  ( p — • 

IH  Sull  p ^ r ‘ 

• % % 

9 ) = ( 614)  <t*seupcos  a — a*ieyccos/>,  ovvero  ?—  ~.J-y 
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a • 

"166.  H.  Dati  i semiJiartietri  conjugati  m,n  e l’ango- 
lo p che  fanno  tra  loro  , trovare  i due  a«*i  e la  lor  dire- 
zione. Dall’  equazioni  mn  seri  p — ab  ed  a1  -ì-  b2  — m2  -+  n*  con 
un  calcolo  .simile  al  procedente  »i  determina  a e b , L’an- 
golo che  dà  la  direzione  degli  assi  si  trova  come  prima. 


J per  boi  a . 


767.  Nell’  equazione  all*  iperbole  ( 744)  y * =L.  ( 2aa--h 

a* 

x * ) se  a'  sia  negativa  , si  ha  y = ±=  — y/(x2 — 2ox),  im- 

a 

rKaginarid  finché  a--<2'i-,  ortde  tra  x = 0 ed  * ^ 2a  non 
vi  è curva:  ma  se  a-;»2a,  1’ ordinate  saranno  reali,  1’ i- 
perbola  negativa  eguale  alla  positiva.  Infatti  pusta  a?'  =e 


b% 

x\  sarà  x = 2 a-t- x'  ed  y2  = — ( 2 ax‘  -+■  x'*  ) equazione  per 
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M'a/n’  simile  a quella  di  MAm, 


768.  Da  / = ~ ( 2ax  -+  A*  ) si  ha  PM1  : A P X Pa  : : CB’  : 

il  * 

CA',  e il  quadrato  dell'  ordinata  è al  rettangolo  dell'ascia 
se  ( preso  fino  ai  due  vertici  A , a ) come  il  quadrato  del 
secondi  asse  al  quadrato  del  primo.  Se  si  ponga  a' — a in 

luogo  di  .v  = AP  , 1’  equazione  diventa  i — (a*  — ^ a1 } , 


ove  a = CP,  e 1’ ascisse  sor»  prese  dal  centro:  di  qui  x*  =a 
8» 

--  ( b*  -F^*)  t equazione  al  secondasse,  il  cui  parametro 

è //come  nell’ellisse  (755).  In  tutte  queste  equazioni  fat- 
to a = b , viene  y2  = 2ax  -+  x2,y2  = x* — a2  , x2  = a2  -i-y2,  e 
allora  1’  iperboli!  è equilatera- 

769  Prese  dunque  l’ascisse  dal  centro,  si  avrà  il  rag- 
gio vettore  PM  = v/(  PMs-+-PF1>=(746>v(  /-+(*—  c)1^ 

-y  (~^r — 2c.r -+• a* ) = ^ — a,  ed/M  = *—  -+ a . Onde  l». 


% 
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/ M — MF  3}a,  cioè  la  diffidenza  de' due  raggi  vettori 
eguaglierà  l’ atte  trasverto  : 2°.  se  sia  P angolo  AFM  =/3 , 


verrà,  come  nell'ellisse  (756),  FM  = — - 

a -V  c c os  (ò 

ì “P 

a ■+  c co.s  fi 

11  o.  Per  condor  la  tangente  MT  a un  punto  M dell’  i- 
perbola  , preso  l'arco  Mm  infinitesimo,  e condotti  i raggi 
vettori  fm  ,Fm  , si  prove>k  piesi-o  a poco  come  nell’ellisse 
( 7 SI  ) che  gli  angoli  son  eguali,  e che  perciò 

diviso  in  mezzo  l’angolo  /'MF  colla  retta  MT,  questa  sa- 
rà la  tangente  cercata.  Dunque  nel  A /MF  si  ha  (471) 


/M  : MF  ::/T:TF  , ovvero  fM  -+  FM  ( = — ) : /M  ( = 


/T  -+■  FT  ( = 2c)  : fT  = — 


ex  a* 

= Ve.  Dun- 


que  /T  — c — CT  = — , altro  modo  di  determinare  il  pun- 
to T della  tangente  in  M . 

771.  Quindi  se  MN  sia  la  normale  , si  avrà  la  suttan- 

gente  PT  = CP  — CT  = x — — — — — ; la  tangente  MT  = 

x x 

V(  TP*  PM1  ) = -L  */(*»  - a*  ) ( cV  — a4  ) ; la  tannar - 


PM1  b'x 

male  PN  — . — — r ; la  normale  n y/  ( PM*  -4-  PN*  ) = 

^i\/{c*x*  — a*  ) . E se  , come  nell’  elisse  (759),  si  condu- 
cano le  perpendicolari  NB  , NB'  ai  raggi  vettori,  ed  FS , 
fs  alla  tangente , a cui  sia  parallela  CD,  si  troverà  col  ra- 
ziocinio medesimo  t“.  MB'=àp=MB,  2°.  PS  x.fs  = b1  •, 

30.  n = — ; 4°.  DM  = a . 

772.  Osservo  ora  che  CT  = — ( 770)  ò positiva  finché 

a- 

lo  è r;  onde  tutte  le  tangenti  taglian  l’asse  tra  A e C . 
Ma  poiché  crescendo  l’ascissa,  scema  CT , e se  quella  è 
infinita  , questa  si  fa  infinitesuna  : potranno  condursi  dal 
centro  C due  retee  CX , C*  che  saranno  i limiti  delle  tan- 


1* 


/ 
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genti  o gli  asintoti  dell’  iperbole  . Infatti  AT  = a — CT  = 122 

a — — ; e condetta  AS  parallela  ad  MP , si  avrà  AS  = ... 
x 

AT.PM_  ay  , ,x — a _ • c ■ v 

- — - „ — := — J -~b  J . Supposta  x infinita,  sara 

TP  x-+a  i-m  rr 


- — - = ^ = I , onde  AS  = A ; e però  condotte  AD  , Ad  per- 
pendicolari a CA  ed  eguali  ciascuna  al  semiasse  minore  A, 
le  rette  CD,  Cd  che  passano  peri  punti  D,d  e per  il  cen- 
tro C,  saranno  gli  asintoti  dell'  iperbola  MAM',  che  pro- 
lungati in  X',*'  saranno  quelli  dell*  iperbola  oppósta.  Se 
l’ iperbola  è equilatera,  l’angolo  DCd  fatto  dagli  asintoti , 
è retto;  poiché  allora  DA=A<i  = CA.  L’ iperbola  riferita 
agli  asintoti  ha  molte  propietà  . 

223-  Se  per  un  punto  N dell’  asintoto  si  conduca  la  123 
Tetta  N n parallela  alla  retta  Dd  , sarà  CA  [ a ] : DA  [ b J : : 

CP  f x ] : NP  = — . . Dunque  NM=  - — J , ed  Mn  = -+r 

a a a 

onde  NMxMn  = ^f!-/=i‘  = DA*:e  poiché  NP1  « 

a 

ed  — b%,  si  ha  sempre  NP>PM,  e però 

» a 


l’ iperbola  non  può  mai  confondersi  con  l’ asintoto  : per 
altro  sempre  più  vi  si  avvicina  , mentre  crescendo  1’  ascis- 


scema  la  differenza  tra — 

a 


» a » 
b x 


fatto  quando  x = ao . 

724-  Condotte  MQ  , AL  parallele  all’  asinroto  Cd  , i 
AADLA.LCA  sono  isosceli;  onde  fatta  AL  = DL  = CL  = 
vi , CQ  = x , QM  , e condotta  MK  palallela  c perciò  e- 
guale  a CQ , i AA  simili  DL A , NQM  , MKn  danno  MN  : DA  :: 
QM  :LA  ed  Mn  : DA  : : MK  : DL  , e però  NMxMn  : DA*:: 
QMxMK  : LAxDL  = AL1;  ma  NM  X Mn  — DA*  ( 223  ) ; 

dunque  xy  = m*,  equazione  all’  iperbola  tra  gli  asintoti 


in  cui  m*  ( = • 


■ b' 


) si  chiama  la  potenza  dell'  iperbola . 


225»  Se  due  parallele  Ff,  Gg  , terminate  agli  asintoti 
taglino  un’ iperbola  nei  punti  m , h , p,  K e sieno  MmN, 
PpQ  perpendicolari  all’asse,  si  avrà  Fra  : Mm  : . Gp  : Pp  . ed 
mf  : mN  : ipg' pQ , e però  FmXmf  -.  MwX  »iN  : : Gpxfjj  :P pX 
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questo  valor  nelfg  |*.  ( fa  a*)  {bu  — ma  bu  — \o!j 

az  — O dà  a : b : : «Vs^-sempre  assurdo  fuorché  nell’  infini- 
to ; dunque  { 1 78  ) bu  as  = o d’onde  le  tre  equazioni, 

1 bu  ~ as  , Il  az  = br  , IH  ui  — rs.  Dunque  1°.  i A A CL  D, 

CMP  sono  eguali  in  superficie  per  la  III:  2°.  coodotia  DM, 
sara  DMC  ( = J CDTM  ) =■  DMPfc  = i ( s -+•*)(  u — r ) = 

%(su  -+•  us  — sr  — rj,)  = (per  la  III  ) £(  tu — rs)  = ( per  la  I 

,-,,.611*  ai1  . a*ò*  ab  , ,, 

ell)à(— — )^(  768j- — - = — ; dunque  iZ  paralle- 

a b ‘lab  2 

logrammo  TT’  formato  dai  diametri  coniugati  è eguale  al 
rettangolo  degli  assi  : 3*.  DE*  = i*=' — e=  b*  -+-  z1  = Z>*  -+ 
PM*(per  l’equazione  all’  iperbole  ) ; dunque  DE*  — PMX  = 
fc*  : 4°.  CE*  = rl  = = — a*  = CP*— a»»  dunque  CT— 


CF 1 


: a*  ; 5*.o*  — ò*  =CP*  -4-  PM*  — DE*  — CE*=CM*- 


CD*,  e però  la  differenza  dei  quadrati  di  due  diametri 
coniugati  t eguale  alla  differenza  de'  quadrati  dei  due  assi: 
onde  nell’  ipcrbola  equilatera  , qualunque  diametro  egua- 
glia il  suo  conjugato. 

781.  I.  Dati  gli  assi  a,  6 d’  un'  ipcrbola  , trovar  due 
diametri  conjugati  che  faccian  tra  loro  il  dato  angolo  p =3 
DCM  . Abbiamo  must  tip  — ab  ed  m*  — ■ n*  = a* — b%,  che 
da  nno  m ed  n ; e per  trovar  la  direzione  di  un  de*  diame* 
tri  o l'angolo  MCP  che  chiamo  c , il  A CMP  dà  (644) 
MP  = m seri  c \ dunque  essendo  ( 780  > b : 4 : : MP  : CE  = . . . 


am  seri  c 


= n cos  ( p -+  c ) nel  A DCE  ( 645  ) , verrà  - — seti  c = 

bn 


/ * \ n c 

cos  p cos  c — ^ seri  p seri  c ( 6 1 5 ) » e perciò = eang  c = . • • 

con  c 

bn  cos  p b%  cot  p . . mn  sen  p 

— — £ , perchè  a ~ -r-JL  . 

am-+  bn  ben  p m -\-b  b 

782  II.  Dati  i semidiametri  conjugati  m,n  d’  un’  iper- 
bola  e l'angolo  p che  fanno  tra  loro,  trovare  i due  assi 
c la  lor  direzione  . Ciò  potrebbe  aversi  con  le  due  equa- 
zioni e col  raziocinio  del  passato  problema  : è però  più 
semplice  l’usare  gli  asintoti.  Per  l’estremità  M del  primo 
diametro  CM  condotra  TMt  che  farà  con  MQ  1’  angolo 
TMQ  =j) , e piesa  TM=Mt=*/r,  si  condurranno  CT , Ct: 
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1*25  quindi  diviso  i’  angelo  TCt  in  mezzo  eon  CA  , ti  avrà  fa 
direzione  del  primo  asse . 

La  rettificazione,  la  quadratura  ed  altre  proprietà  di 
queste  e delle  seguenti  Curve,  6i  troveranno  nel  Calcolo 
Integrale  . 


ALTRE  CURVE. 

OLtre  le  Curve  Coniche  , di  tanto  uso  in  Geome- 
tria, ve  ne  son  più  altre  di  cui  è bene  il  far 
menzione . 

- 233-  1°.  La  Concoide  di  Nicomsde  . Se  per  un  punto 

B preso  fuori  di  una  retta  GH,  si  conducano  delle  rette 
BQM,BAD  ec.  tali  che  le  parti  QM , AD  ec.  sieno  eguali, 
la  curva  MIJM'  che  passa  per  i punti  M,D  ec.  si  chiama 
Concoide.  11  punto  Bèi!  polo,  la  retta  CH  la  direttrice, 
e prese  sotto  GH  le  parti  eguali  Q m , Ad  ec. , la  curva 
mdm'  i la  concoide  inferiore  o la  parte  inferiore  d‘  una  stes- 
sa concoide.  Onde  i*.  GH  ne  è 1’ asintoto  5 D d nor- 
l3d  male  a GH  ne  misura  la  massima  larghezza;  3®.  se  BA>- 
e <1 A , la  curva  è qual  si  vede  alla  fig.  131.5  se  BAcdA, 
l33  un  u°d°  B ndn' , e allora  si  ch'ama  concoide  annodata  ; 
se  BA  = d A , il  nodo  svanisce  e resta  un  punto  di  re- 
gresso in  B . 

484-  Per  saper  se  la  concoide  è curva  algebrica  , ai 
conduca  PM  perpendicolare  ad  AP  e sia  AD  = QM=/j, 
AB  = b , AP  = x,  PM  = yi  si  avrà  PQ  : PM  : : AQ  : AB  , 
ovvero  V(a> — y%)'y'-'X — V(a* — y%ì'~b  onde  xj  = 
(b-+y)y/(at  — y*  ),  equazione  alla  concoide  superiore: 
lo  stesso  calcolo  dh  xy  = ( b — y)*J{a.t — >*  ) per  l’infe- 
riore , e 1’  equazione  c la  stessa  per  1’  annodata  5 e se  si 
facesse  r = AR  ed  ;=RM,  si  verrebbe  a cangiare  x in 
y ed  y in  x e l’equazione  sarebbe  xy  = ( b -+  x ) v'f  a1  — 
a;*);  dunque  la  curva  è algebrica  del  terz’  ordine.  Essa 
può  descriverai  con  la  continua  intersezione  d’  una  riga 
BCM  mobile  intorno  a B , e d’  un  circolo  descritto  col  rag- 
gio CM  = a , che  si  farà  muovere  in  modo  che  il  centro 
C sia  sempre  in  HG  ; basta  allora  che  la  riga  passi  costan- 
temente per  il  centro  del  circolo  . 

785.  Possono  anzi  formarsi  infinite  concoidi  differenti 
sostituendo  al  circolo  una  curva  qualunque  CM  e al  cen- 
tro 
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irò  di  esso  un  punto  fisso  Q dell’asse  di  lei.  Troviamone 
l’equazione.  Condotte  MP,AB  perpendicolari  alla  diiet- 
trice  . e fitta  AP  — a.-,  P V1  =_y  , CP  — s , CQ  = a , AB  = 
h , sarà  PQ  I z — a ) : PM  { y ) : : AQ  ( x -+  a — z ) : AB  (b  ) ; 

onde  z — a -+■  — — — , valore  che  sostituito  nell’ equazione 
b — r y 

della  cu- va  CM,  dà  quella  della  concoide  MD.  Per  e- 
sempio  , se  la  curva  CM  è un  circolo  il  cui  centro  sia  Q , 
si  ha  y‘  — ‘2az — a*,  che  dà  xy  — ( b -t-  y ) */ ( a* — y*  ) 
come  s.  pia:  e se  la  curva  CM  è una  parabola  dell’equa- 
zione y2  = pz  , allora  yi  -+  by*  — aj>y  — apb  = pxy  è 1’  cqua- 
eion  della  concoide  parabolica,  di  cui  fece  uso  Cartesio. 

78A.  Il"  La  Cissoide  di  Diocle.  Se  condotta  al  cir- 
colo  ANB  Jel  raggio  CB  la  tangente  QB?  e le  rette  AQ  L>b 
c varj  punti  di  essa,  si  prenda  QM  = AN  , la  curva  MA"» 
che  passa  per  i punti  M,m  così  determinati,  si  chiama 
Cissoide  . 

1 Ì7.  Per  trovarne  l’equazione,  conduco  OM  paralle- 
la ad  AP,  ed  MP,NG  perpendicolari;  fatta  AP  = a.-,  PM  = 
y , e AB  = a diametro  del  circolo  «editore,  essendo  AN  =« 

MQ  , sarà  AG  ss  PB  , ed  AG  (a  — *)  : GN  (^  [ aj  — • 

e*  ] ) : : AP  (x)  : PM  ( y ) = , onde  y*  = 

V (a  — a ) 

A5 

, equazione  cercata  , da  cui  si  vede  1*.  che  quando 

m — x 

a = o,  anche  ^ = o ; e però  la  curva  passa  per  l’origine 
dell’ ascisse  ; a.  che  se  x — ìta,  si  ha  y = , cioè  t 

due  rami  della  cissoide  tagliano  la  circonferenza  a distan- 
ze eguali  da  A e B ; 3*.  che  se  x : — a , y è infinita  , e che 
perciò  BQ  i l’asintoto  della  curva  cc.  (735). 

788.  III*.  La  Logaritmica  . Preso  un  punto  A sull’in- 
definita HG  c alzate  dell'  ordinate  PM  che  abbian  per  le-  l'J7 
garirmi  le  loro  ascisse  AP  , la  curva  BMm  che  passa  per 
l’estremità  di  queste  ordinate,  diecsi  Logaritmica.  Sia  AP 
= .v,  PM=_y,  A = al  modulo,  c = 2.7183818  il  cui  lo- 
gaiitmo  iperbolico  è 1 (30S);  sarà  * = Aly  = xle  , onde 

t 

y — « * , che  dà  y — e*  , equazion  della  logaritmica.  El- 
la mostra  i*.  che  questa  curva  è trascendente  (733):  2*. 
che  1’ ascisse  x , x'  della  stessa  ordinata  y in  diverse  loga- 
titmiche  , o i logaritmi  dello  stesso  numero  in  diversi  si- 
stemi , son  come  i moduli  A,  A';  3*.  clic  quando  x—0, 

ìs  n 
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si  Ha  y — I = AB  ; 4*.  che  se  * — AE  = AB  = 1 , si  ha 
1 ' 

^ = EF  — « * , * però  se  in  y — e A , ad  e A si  sostituisca 
EF  =a  , sarà  sempre  y ~ a*  : onde  se  )’ ascisse  formati  la 
progressione  aritmetica  — 1,2,3»  4»  ec. , l’ordinate  for- 
meranno la  geometrica  -il  o‘  « «* , a* , a*  ec  , e peto  la  lo- 
garirm  ca  va  all*  infinito  di  là  da  AP . Ma  prese  verso 
ÀQ  I’ «scisse  negative  x — — I,  — 2 cc. , 1*  ordinate  di- 
verranno i- , — ec.  . cioè  la  curva  ha  un  ramo  infinita 
a a * 

BO  di  cui  la  direttrice  o a«se  GH  è 1’  asintoto  . 

289.  IV*.  La  Cicloide  Se  un  circolo  AG  giri  sopra 
una  retta  A a finché  il  punto  che  toccava  sul  principio 
questa  retta  in  A , la  tocchi  un’altra  volta  in  a,  questo 
punto  descriverà  una  curva  chiamata  Cicloidr  o Trocoide  . 
Ella  è ordinaria  quando  il  circolo  genitori;  non  ha  altro 
moto  che  quello  della  sua  rivoluzione  : ma  se  ha  di  più 
un  moto  di  traslazione  « nel  medesimo  senso  o in  senso 
contrario  , ella  è o allungata  o accorciata  . Nell’  ordinia- 
ria  la  base  A a eguaglia  la  circonferenza  del  circolo  geni- 
tore •»  è più  corta  nell’accordata,  maggioie  nell’  allunga- 
ta . Il  diametro  BC  del  circolo  gcnitoic  si  ch'ama  asse  del- 
la c'cloidc  quando  c normale  al  mezzo  della  sua  base:  il 
punto  B è il  >uo  vertice  , e BC  la  sua  altezza  maggiore  . 

790.  Posto  ciò,  condotte  MP  normale  a BC  , e le  cor- 
de eguali  iV>F,OC,  avremo  fC=M;);  dunque  poiché 
FC  = AC  — A F = BlOC  — FKM  = BlOC  — OLC  = BiO  , 
la  patte  MO  dell’ ordinara  MP  è sempre  eguale  all’arco 
corrispondente  BIO  del  circolo  genitore  . Inolrre  il  resto 
OP  c il  séno  del  medesimo  arco;  dunque  chiamando  MP 
(y),  BIO(w),  si  avrà  per  equazione  alla  cicloide  ordina- 
ria, y — u •+  seri  u . Per  generalizzarla  si  farà  MO  =3 

— BIO  , il  che  conviene  alla  cicloide  o ordinaria  o accorcia- 
a 

ta  o allungata  , secondo  che  b è eguale  o minore  o mag- 
giore di  a , e si  avrà  y — ~ u -+  sena  . La  cicloide  è dun- 

a 

que  una  curva  trascendente  (738  >- 

791.  Se  il  punto  per  descriver  la  cicloide  si  prenda 
dentro  o fuori  della  ciiconferen/a  , la  curva  descritta  sarà 
un’  altra  specie  di  cicloide  ; e se  il  circolo  si  faccia  gira- 
re sulla  circonferenza  d’ un  altro  circolo,  la  curva  descrit» 
M da  uno  de’  suoi  punti  , sarà  un’  Epicicloide . 
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792.  V*  La  Quaduatuick  di  Dimostrato.  Se  la  retta 
AG  tangente  al  circolo  in  A si  muova  uniformemente  e 
parallelamente  a se  stessa  lungo  il  diametro  Aa  mentre  il 
raggio  AC  gira  uniformemente  intorno  al  centro  C verso 
il  punto  E , in  modo  che  AG  e AC  si  coi. fondano  con  CE 
nel  momento  stesso;  I’ intersezione  continua  di  queste  due 
rette  dà  la  curva  AiMD,  chiamata  Quadratrice , dalla  cui 
descrizione  segue  che  uno  spazio  qualunque  AP  peicorso 
dalla  retta  AG  sta  all’arco  circolate  AB  descritto  nel  tem- 
po stesso  dall’  estremità  del  raggio  , come  un  altro  spazio 
AC  percorso  da  quella  retta  « all’arco  corrispondente  ABE 
descritto  dal  raggio.  Fatta  dunque  AP  — x,  PAI  =y  , AB  = 
n , AC  — r=  i , ABE  = 90’  = c,  si  avrà  1°  x : ri  : : i : o , on- 
de « = ex  ; 2°.  CP  : PM  : : C A : AG  , ovvero  I — a : y : : [ : 
tang  u,  onde  >=(  I — x ) tang  ex , equazione  alia  quadra- 
tico quando  P origine  dell’  ascisse  è in  A . 

793.  Se  sia  in  C , cangio  ain  1 — a,  ed  ho  «=c(l  — 

* ) ed  y = * tang  c ( 1 — x ) = ( 61 8 ) a cot  ex  = ( 628  ) 


•a 


- — — ec.  : onde  quando  * = o,  sarà  v=CD  = — ,e 

3 3 5 c 

però  se  si  conoscesse  la  btfse  CD  della  quadratrice,  si  a- 
vrebbe  subito  la  quadratura  del  circolo  ; di  qui  è venuto 
il  nome  alla  curva  . 

794.  Se  sia  descritto  col  centro  C c raggio  CD  il  qua- 
drante DLK , sarà  ( 508  ) — : DLK  : : I : c ; dunque  DLK  =a 

^ * 


I = CA  . Cosi  PC  = all’  arco  LD  , perehè  — : KL  : : I : u : : 

c 

I : c ( 1 — *)  ; onde  KL  = 1 — a = AP  , e PC  = LD  . 

795.  Prese  le  ascisse  negative  AP',  e sostituito  il  loro 
valore  nella  prima  equazione  , avremo y = — ( I -Ki)  rari#  ex  , 
che  dà  P ordinate  negative  P'M'.  Quindi  la  curva  ha  un 
ramo  AM',  di  cui  la  retta  QN  condotta  alla  distanza  AQ  — 
r=i,  è 1’ asintoto;  poiché  fatto  »=  1 , viene y — — 2:3. 

Ben  si  vede  1°.  che  la  retta  AG  e il  raggio  CA  se- 
guitando a muoversi  dopo  essersi  confusi  in  CE,  formano 
la  parte  Da  della  quadratrice:  2°.  che  se  la  curva  fosse 
geometrica,  si  avrebbe  qualunque  angolo  d’ un  dato  nu- 

oo# 

mero  di  gradi  , come  di  - — , bastando  dividere  AC  in  P 

m 

onde  AP  : AC  ::  I :m,  c condor  1’  ordinata  PM  e il  raggio 
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o 

CD  ; P angolo  ACB  sarebbe  = — , poiché  * : 1:  : ti  : l 

m 

796  VI*.  La  Spirale  d’  Archimeue  Si  chiama  così  la 
curva  CKVIA  descritta  da  un  punto  C che  si  muove  uni* 
formemente  lungo  il  raggio  CA  , mentre  il  raggio  stesso 
ai  muove  uniformemente  intorno  al  centro  C,  in  maniera 
che  quando  il  raggio  ha  percorsa  la  circonferenza  intera  , 
questo  punto  si  trovi  confuso  col  punto  A . Se  prolungato 
il  raggio  CA  , gli  si  faccia  fare  una  seconda  rivoluzione  , 
mentre  il  punto  C continua  ad  allontanarsi  dai!’  origine 
del  suo  movimento,  si  descriverà  una  seconda  spirale , 
poi  una  terza  ec.  : o piuttosto  queste  spirali  saranno  una 
sola  curva  le  cui  rivoluzioni  possono  accrescersi  in  infinito. 

297  Posto  ciò,  l'ordinata  CM  [y  ):  raggio  CA  (a):: 
arco  ÀDBN,  ascissa  corrispondente  (x)  : circonferenza  ADBN  A 
( p)\  dunque  l'equazione  alla  spirale  d’ Archimede  è y = 

— ; onde  i®.  la  curva  è trascendente  ; 2*.  passa  per  il  cen- 
P 

tro  C,  poiché  x — O dà_ji=o;3°.  passa  altresì  per  A,  poi- 
ché x=p  à'ay  — ai  4®  fatto  x=p-+x',  l’equazione  di- 
venta j = a + — , e perciò  dati  ad  x'  i valori  che  son 
P 

rj  o c p,  la  spirale  fa  una  seconda  rivoluzione  che  ter- 
mina all’  estremità  d’  un  raggio  doppio  del  primo  ; c ne  fa 
una  terza,  una  quarta  ec.  se  x = 2p  -+x",  x = 3/>-t-  x‘“  ec. 

798.  VII0.  La  Spirale  Parabolica  . Presa  soprj  un 
raggio  CN  una  media  proporzionale  NM  tra  l’arco  ÀN  e 
una  retta  data  g,  la  curva  che  passerà  per  i punti  M de- 
terminati così  , sarà  la  Spirale  Parabolica  . Sia  dunque 
AN  = x,  CM  —y,  AC  — a,  ed  avremo  y — a — v'gx  , c- 
qnazione  in  cui  sostituendo  p- fx,  1p  -+  x ec.  in  lungo 
di  x,  troviamo  che  questa  curva  può  fare  un’  infinità  di 
rivolnzion»  intorno  al  centro  C,  e che  perciò  è del  nume- 
ro delle  spirali  . 

^<39  VII®.  La  Spirale  Iperbolica  . Suppongo  che  dal 
punto  C preso  per  centro  sull’indefinita  CP  si  descrivano 
degli  archi  AG,QM,PO  cc  eguali  in  lunghezza,  e che 
per  le  loro  estremità  G,M,0  ec.  si  faccia  passare  una 
curva  CKGMO.  Questa  sarà  una  Spirale  Iperbolica  ; e 
ben  si  vede  che  presa  CB  = AG  = QMs=PO  ec.  ed  alza- 
ta BR  parallela  a CP , ella  ne  sarà  P asintoto,  perchè  può 
solamente  incontrarla  quando  il  raggio  CM  sia  infinito. 
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Soe.  Sia  tl  raggi#  CA  = a , AN  = * , CM  = y,  AG  = 
QM  cc.  rei;  si  avrà  x:b:ia:y,  onde  xy  — ab . Ora  so- 
stituiti ad  * dei  valori  p -+  x , 2 p -h  x . . . mp  •+ x , si  avrà 

ab  ab  ab 

•uccessivamente  y =* , y — — . ; 

p -+  x ~p  -+  x mp  -+  x 

onde  crescendo  l'ascissa,  scema  1’  ordinata  , la  quale  divie- 
ne zero  sol  quando  m è infinita;  dunque  la  spirale  iper- 
bolica fa  uri  infinita  di  giri  intorno  al  centro  prima  di 
giungervi  . 

■ Sol.  IX*.  La  Spirale  Logaritmica.  Si  chiama  Spirale 
Logaritmica  la  curva  che  taglia  sotto  uno  stesso  angolo 
tutti  i raggi  CM  condotti  dal  suo  centro  C , cosicché  la 
tangente  MT  fa  sempre  un  angolo  stesso  col  raggio  CM . 
Questa  curva  ha  molte  proprietà  che  non  possono  ben  det- 
tagliarsi senza  il  calcolo  differenziale  ed  integrale. 

802.  X°.  Curve  a doppia  curvatura  . Se  sopra  la  cur- 
va aB  si  alzassero  dell’ ordinate  ST  normali  al  piano  uBC 
in  modo  che  la  relazione  tra  l’ ascisse  o archi  aS  = s e 
l'ordinate  ST  = * fosse  espressa  da  un’  equazione , la  linea 
«Q  che  passasse  per  tutti  i punti  T , sarebbe  curva  in  due 
sensi , e perciò  direbbesi  Curva  a doppia  curvatura  : ma 
poiché  questa  nuova  maniera  di  concepir  tali  curve  ( che 
per  altro  ci  sarà’  utile  altrove  ) non  dà  facilmente  la  rela- 
zione finita  tra  s e z , ecco  come  d’ordinario  si  concepi- 
scono. Se  sopra  le  curve  oB  , aN  descritte  con  la  stessa 
origine  a nei  piani  DaC  delle  a-, y e DaH  delle  y,z  (23°)’ 
si  intendano  alzarsi  normalmente  e segarsi  due  superficie 
curve  , la  loro  comun  sezione  nQ  sarà  una  Curva  a dop- 
pia curvatura , e le  curve  generatrici  <iB,oN  che  scam- 
bievolmente sarebbero  generare  da  lei  conducendo  da  ogni 
suo  punto  le  normali  TS,TV  sui  piani  DaC , DaH , si 
chiamano  curve  di  proiezione , alle  quali  se  ne  può  ag- 
giungere una  terza  che  si  formerebbe  nel  modo  stesso  sul 
piano  Cali  delle  a- , s . Onde  I*  la  curva  a doppia  curva- 
tura non  può  descriversi  in  un  piano  : 2°.  i suoi  punti  son 
determinati  da  due  delle  tre  curve  di  proiezione  , le  cui 
equazioni  perciò  esprimono  la  natura  della  curva  e danno 
il  modo  di  descriverla.  Sicno  oB  , «N  due  parabole  dell’ e» 
quazioni  T . y* — px , II.  s*  = qy  ; posto  nella  li.  il  valor  di 
y preso  dalla  I.,  verrà  III  z*  = pq*x,  equazione  della  cur- 
va di  projczionc  sul  piano  delle  x,z:  dalla  I.  si  ha  j»  *= 

Vpa-j  dalla  III.  z=$pq1x,  onde  dati  ad  a- diversi  valori. 
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l3S  ®e  ne  hanno  altrettanti  per  y e per  *,  e si  descrive  la 
curva  aQ. 

803  Date  ora  due  superficie  curve  con  le  stesse  coor- 
dinate x,y,z,  se  ne  avrà  la  comun  sezione  o la  curva 
a doppia  curvatura  sol  che  dall’  equazioni  alle  superficie 
si  deducan  quelle  di  due  delle  tre  curve  di  projezione  . 
Sieno  date  le  superficie  d’  un  solido  parabolico  e d'  un 
cono  retto  che  col  vertice  stesso  abbian  gli  assi  delle  x e 
delle scambievolmente  normali:  dalle  loro  equazioni  (730) 

I.  pxzxy1- t-z*,  11- “-  = **-+**  (cangiato  nel  cono  a:  in 


a y 

y,  ed  y in  x come  esige  il  dato  ) si  ha  III.  = x*  -+  px  — 

y*  , IV.  a—  = **-+•**,  equazioni  alle  curve  di 

0 


projezione  ( un’  iperbola  ed  un’ellisse  ) che  determinano 
la  curva  cercata  a doppia  curvatura  E’ chiaro  t*  che  se  la  III. 
o IV.  sieno  impossibili  o si  riducano  ad  un  sol  punto,  non 
si  avrà  comun  sezione,  e perciò  nemmen  curva  : 2°.  che  se 
sostituito  nella  II.  il  valor  di  z preso  non  più  dalla  I ma 
dall’  equazinn  generale  d’ un  piano  Ax-t-  By  -t-Cz  -4-  D=  o 
(73°)»  P°ssan  determinarsi  A , B ,C,  D in  modo  che  come 
prima  ne  risulti  la  III.,  non  sarà  la  sezione  una  curva  a 
doppia  curvatura  , ma  una  curva  semplice  che  potrà  de- 
scriversi sul  piano  dell’  equazion  determinata  Ax  -+  By 
Cz  -+  D = o . 


LUOGHI  GEOMETRICI. 


ClOstruendo  1’  equazione  y*  = 2ax  — x*  si  trovò  f^3') 
J che  ne  risultava  un  circolo:  questo  circolo  si 
chiama  il  Luogo  Geometrico  dell’  equazione  y*  = 2ax — x. 

804.  In  generale  il  luogo  d'  un  equazione  ì la  Ime a. 
descritta  secondo  il  rapporto  delle  x e delle  y c he  l'  equa • 
zione  contiene  , rapporto  che  somministra  le  costruzioni 
geometriche  dell'  equazioni  indeterminate  ; cosi  si  chiama- 
no tutte  1’ equazioni  a due  variabili,  e se  ne  distinguono 
i gradi  dalle  più  alte  potenze  di  queste  variabili . Comin- 
•iamo  dal  primo  grado  . 
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805.  Ogni  equazione  di  questo  genere  può  esser  rap- 


presentata da  ay  — bx-i-cm,  cioè  y = — : si  tratta 

il  A 

di  trovarne  il  luogo  geometrico.  Sia  AP  = .r  la  linea  >_ 

dell’  ascisse  di  cui  pongo  1’  origine  in  A > sia  PIVI  un’  or-  ” 

dinata  y che  faccia  con  AP  un  angolo  dato  APM  . Presa 
ora  sopra  AP  una  determinata  AB=a  e parallelamente  a 
PM  condotta  £D  = ò,  i Aù  simili  ABD , APN  daranno 

bx 

a:b:.x:  PN  = — ; dunque  se  la  data  equazione  fosse y^m 
a 

— , la  linea  AN  sarebbe  il  luogo  cercato  . Ma  poiché  il 
secondo  membro  ha  di  più^*,  le  PN  debbono  essere  ac- 


cresciute di  questa  quantità  : perciò  alzata  sopra  AP  pa- 


rallelamente a PM  una  AE  = — e condotta  per  E 1*  inde- 

" a 

finita  M'M  parallela  ad  AN  , sarà  PM  =y  = PN  -+  NM  = 
, onde  la  retta  M'M  è il  luogo  della  data  equa- 

a a 

zione  . Se  — fosse  negativa , le  PN  dovrebbero  diminuir- 
a 

si  di  questa  quantità  , il  che  si  fa  conducendo  AE'  sorto 
ad  AP  e per  E'  una  parallela  MM"  ad  AN , ed  MM"  è il 

luogo  dell’  equazione  y=  — — — : la  parte  OM  corrÌ9pon- 

a a 

rie  al  valor  positivo  di  y,  e il  suo  prolungamento  OM"  » 
quello  di — y ; onJe  può  concludersi  in  generale  ehe  la 
lutea  retta  t il  luogo  geometrico  di^  tutte  U equazioni  inde* 
terminate  del  primo  grado  . 

8c6.  Quelle  del  secondo  posson  tutte  ridursi  alla  for- 
mula 

y1  -a  axj  •+  bx1  -*•  ex  -+  dy  •+  f z=  o 


la  cui  costruzione  dà  la  natura  delle  curve  espresse  da  e- 
quazioni  del  secondo  grado,  qualunque  sia  l’angolo  delle 
coordinate.  Risolvo  pertanto  quest’equazione,  presa y per 
incognita  ( 1 89  ) , e poi  fatto  y j^ax  -+2d  = ut  uovo  u*  -+ 
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, , O* . s , ad . * tf*  „ 

( o — — )*  -+  (c )x-+f = 0.  Or  n»r  costruir 

4 U 4 


/ u 1’  equazione  y~\-  h aar-t-^  d — a,  suppone  le  coordinate  AP  ** 
7 a- , PM  =-y  nel  dato  angolo,  conduco  rlB  — hd  parallela  a 
H9  PM  ( sotto  Al’  se  ti  è positivo;,  e per  mezzo  di  EO  pa- 
lio ralleìa  ad  AP  ottengo  MO=^-f£<i.  Sopra  BO  prendo 
lai  ad  arbitrio  BE=I,  e condotta  EF  = £ a parallela  a PM  , 
e per  B ed  E I’ indefinita  BEN,  i triangoli  simili  EEF  » 
BON  danno  ON  =l>a«,  e perciò  MN  = a.  Ma  le  coordi- 
nate AP  = x , òlN  = « non  sono  in  angolo  tra  loro  come 
bisogna}  e però  per  ridutvele  , sia  BN  = * e la  retta  no- 


ta BF  = n ( 652  ) ; si  avrà  n:  1 : : 3 , ed  :i*  -i  -{b  — 

n 

»*.»*,  ad  t.  r rf*  . . , . 

— ) -.-+•( c ) (-/ =0.  Qui  può  accader  1 . 

4 n 2 ri  4 

«he  i>  = — , nel  qual  caso  y*  ■+  u-vy-i-b*1  c un  quadrato 
a*  * 

perfetto;  2°.  che  b>  — ; 3*.  che  £>■<  — ; sicché  questa  e- 
. 4 4 

quazione  è suscettibile  delle  tre  seguenti  forme,  I.  a*  — • 
gz  ■+  r =0  , II.  a*  -+gsl  — rz  — s = 0 , III.  ux  — gz* — rz  — 
* = O . 

807.  Onde  i».  se  nella  I*.  u'xgz  — r = — — )»« 

n 

c* 

faccia  a - = (,  tara  a*  — gt , equazione  alla  parabola 

g 

,/Q  (748)  che  eoi  parametro  g , coll’angolo  MNC  delle  coor- 
*4®  dinate,  e coll’ origine  C del  diamene,  detcrm  nata  dal  ca- 
so dir=o  che  dà  z=  — = BC,  facilmente  si  descrive  (753): 

8 ^ 

a*,  se  nella  II*.  «*  cz1  — rz  — « = - — h z1  — — — — — (- 

g & 2 

r*  r*  . » . rs  r*  » , * 

• — r — • — ; = 0 si  faccia  zx  — 1 - =3 1 , saia  a = 

45*  % 45  g 45 

g ( Llt-Mf  — t*),  equazione  all’ellisse  che  paragonata 


45 


all’  altra  ( 764)  y*  = ~~  a1)>  dà  ^r 


■ g • ed  mx 

r'-+4g* 

4*‘ 
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^ onJe  m — — */(  r*  -+  45*)  — CD  ed  n = niiy^f  =* 

4ó'  f 

j -k/ /■  !I i-4j'\  = CG,  coi  quali  semidiametri  e col  centro 

V * . , *49 

C determinato  dal  caso  di  f=o.  da  cui  fi  ha  * = — = 

U 

EC , è facile  descriver  la  curva  (764):  3.  se  nella  111*. 

ti*  . rz  s r1  r*  . r • » rz 

•> h so  ti  faccia  z -i j- 

£ & £ 4tf  4g  £ 

Li _ = t»  , gara  n’  = g ( t*  -+  ) , equazione  all’  ifci  • 

4 i 45 

boia  il  cui  centro  C è determinato  dal  caso  di  t =»  o,  da 

cui  si  ha  z — — = BC  ; e quanto  ai  semidiametri  , se  45* 

2d> 

> r*,  paragonata  1’  equazione  alla  sua  analoga  ( 229)  > y — 

— - ( x* -+  n%  ) , avremo  n = — V ( 41?*  — r%  ) et*  m . 

« *2 

11/(41  — — ma  se  45*  < r*,  l’equazione  di  confronto 

V * , , 

saia  ( 770)  yl  =—  ( xx  — mx  ) che  dà  m = — v'(  r*  — 45$  ) 

Tìl  2l/ 

/ r* 

•d  n =i/y  ( 4*)}  onde  la  curva  si  potrà  sempre  de-  ^ ^ 


So 


5 

scrivere  ( 782  ) . Che  se  nell’equazione  primitiva  ( 806  ) 
manchi  si  libererà  ar*  dal  suo  coefficiente,  e si  avrà 
un’  equazione  x*  -1-  ayx  -+bx-i-py-+n=xxt-p(ay-ì-b)x-t‘ 

W + = O.  « f««0  x* 


(«> 


A ) x*  -+  ( )*  = u%>  equazione  «*  — (a~—  )*  *+  py  -V 

5=0  sarà  all’ iperbola  e si  costruirà  come  la  terza  formu- 
la . Infine  se  manchi  anche  Ax*,  liberato  xy  dal  suo  coef- 
ficiente , resterà  un’equazione  xy  -t-  nx-  -+  by — p=  o,  ove 
fatto  b -+x  = u,  si  ha yu  -+  au — ab  — p = 0,  e fatto  y -t- a = 

% , viene  uz~ab  -pp,  equazione  all’ iperbola  tra  gli  asin- 
toti: onde  poste  le  coordinate  AP,PM  nel  dato  angolo  . f 
APM,  prolungata  AP  verso  D finche  sia  aD  = A,  e con-  J 
dotta  UC  = a parallela  a PM  , si  descriverà  tra  gli  asintoti 
CQ.CK  l’ iperbola  della  potenza  ab  -+  p (774 . 782) , e sarà 
QM  = «-+->  = * >QC=A-i-jr  = u c QMxQC=  us  = aA  -+p. 

O o 
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808  Segue  da  tutto  CIÒ  che  qualunque  equazione  in- 
determinata del  secondo  fatarlo  appartiene  a una  sezione 
conica  , e che  la  sua  specie  dipende  dai  rie  primi  termini 
y1  -+  axy  ■+  bx*  della  formula  generale.  Perciò 

1°.  8e  questi  tie  termini  formano  un  quadrato  perfet- 
to, cioè  se  è = — , o se  non  resta  dei  tie  primi  termini 
4 , 

altro  che  y*  o x1.  1’  equazione  apparterrà  alla  parabola  . 
«* 

II*.  Se  b >•  — , l’equazione  è all’ellisse  che  per  altro 
4 

_ fn  diviene  un  circolo  quando  CD  zsm  — CG  zzn—m  ^/g  I Soq  ) 
'*•'  cioè  g — I , e 1*  angolo  BNM  è retto  ; allora  BE:  — i — 

BF*  h-  FE*  = /»*  -irU—  ( 806)  ; e poiché  g = (b — — = 

I,  si  ha  fc  = n*-+— .=  1 , e l’equazione  primitiva  diventa 
4 

y*  -+•  axy  jc1  -+cx-pdy-+f—0, 

111°.  Se  ò-C—  , 1’  equazione  è all*  iperbola  quand’  an- 
4 

che  b sia  negativa  ; e se  b=  1 , 1’  iperbola  è equilatera  . Se 
manca  uno  dei  quadrati  y*ìxil  restando  il  rettangolo  xy , 
la  curva  è egualmente  iperbola;  e se  y’yX1  mancano  nel 
tempo  stesso,  l'equazione  è agli  asintoti  . 

8oy.  Può  accadere  che  1’  equazione  proposta  non  sia 

realmente  del  secondo  grado:  tale  è y1  — = la 

4 

•ezionc  conica  eh’ essa  rappresenta,  degenera  in  linea  ret- 
ta, come  dee  succedere  per  una  parabola  il  cui  parametro 
sia  nullo,  e che  perciò  si  confonda  c<>l  suo  asse.  Che  se 
l’equazione  proposta  implichi  contrari izione  , il  calcolo  lo 
fata  conoscere  colle  operazioni  che  indichetà  , come  con- 
ducendo a descrivere  un  circolo  di  raggio  immaginario  ec. 

Problemi  indeterminati  del  secondo  grado . 


153 


810.  I.  Dati  i due  punti  A e B,  Trovare  il  luogo  di 
tutti  i punti  M tali  che  l’angolo  AMB  sia  sempre  lo  stes- 
so. Condotta  MP  normale  ad  AB,  sia  AP  = a- , PM  =iy  , 

AB  = a , tang  AMB  = t ; avremo  ( 646  ) tang  AMP  = — » e 
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fang  BMP  : 


a — x 


■ Dunque  (615  )e  = -T— ^ j-,  il  che 

y y — ux  + X*  l5J 

da  — ax — — s=  o,  equazione  al  circolo  (808).  Ne 

compisco  i due  quadrati  e sor'a(^ (èa'“*)‘  = 

a 

— n ; poi  divido  AB  in  mezzo  nel  punto  F,  dal  qua- 

4 ,4f* 

le  alzo  EF  = — perpendicolare  alla  atessa  AB,  e col  cen- 
V 

tro  E e raggio  AE  = \f  ( - — H ) descrivo  il  circolo  AMB , 

" v 4 4* 

che  è il  luogo  dell*  equazione  ; poiché  condotta  EQ  paral- 
lela ad  AB,  ho  EQ  = 2 a — x,MQ=_y  — ; dunque  ec. 


Or  essendo  EF(  = — ) : FA  ( = 30)  : : R (=  i ) : r = tang  AEF 

* it 


(646),  i due  angoli  AMB  ed  AEF  hanno  una  stessa 
tangente  1 5 dunque  condotra  AT  in  modo  che  l’  angolo 
TAB  sta  eguale  all’angolo  AMB,  la  retta  AE  perpendi- 
colaie  sopra  AT  incontrerà  EF  nel  centro  del  circolo 

ceicatn  . 

8ll.  II.  La  dara  retta  AB  si  muova  nell’angolo  acu- 
to  BCA  in  modo  che  le  sue  estremità  A c B stiano  sem- 
pre sui  lati  dell’angolo  dato:  cetco  la  curva  descritta  da 
un  dato  punto  M di  AB.  Condotra  PM  parallela  ad  AC, 
sia  CP  = x,  PM  —yi  AM  — m , BM  —n  ,cos  ACBxcor  Mi’B  = 

c : avrò  BP  = - , e il  A MPB  darà  (651)  — ■ l =/  — 
m m 


a.  2ncxy  n x 

, ovvero  y — — -+  ■ — 

m m 


• na  = o,  equazione  all*  el- 
lisse ; poiché  ^cioè  f > c(8o8)  Faccio^ — 


u9  c posto  se/i  MPB  = si  avrà  u h — n%  = o . 

m 

c fi 

Presa  dunque  CE  = I , e condotta  EF  :=  — parallela  ad  AC, 

m 

,e  (i  conduce  CFQ,  si  avrà  Q M = u . Sia  dunque  CF  — f, 
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= -;  dunque  « = -77*  ( 

/ m f ' 

Quindi  i semidiametri  conjug.ni  CO  e CG  saranno  retpettiva» 
niente  espressi  per  e per  n , e poiché  si  conosce  I*  an- 


CQ =»  5 j si  a v ri  * 

154 


golo  GCO,  è facile  descriver  l’ellisse  (766).  Se  l’ angolo 
ACB  sia  retto,  l’equazion  primitiva  diventerà  y*  — — j-X 

( m*  — a:1),  e apparterrà  a un’ellisse  dei  semiassi  m,n. 
Quindi  dati  gli  assi  porrà  descriversi  1’  ellisse  ; essendo  il 
maggiore  2 a,  il  minore  ‘ib  , prendo  AM  = a , MB  = ò e 
muovo  AB  tra  i lati  d’  una  squadra  ; il  punto  M descrive- 
rà il  quarto  d’  ellisse  richiesta  . 

812.  III.  Data,  la  parabola  NAK,  trovare  il  luogo  di 
tutti  i punti  M tali  che  le  due  tangenti  NM  .KM  faccian 
sempre  1’  angolo  stesso  NMK.  Condotte  MP,KL,NQ  nor- 
mali all’asse  AQ,  sia  AP  = ar,  P M — y ■,  NQ  = s,  KL  =s 
u , il  parametro  della  parabola  =p } tang  N VlK.  = f > onde 


AQ  — AT  = — , AL  = AS  = — ( 748. 7SI  ).  e attesti  Ak 
P P 

n.»  . » 

simili  TPM  , TQN  , ed  SPM , SLK  , avremo  — TL  : z : : — — • 

P P 

m : y e anche  — : « : : x — — :y  , e di  qui  »=»4V(/+  • 
P P 

px),  it  = — y -+  y/  { y'  -+  px  ) , «-(■*  = V.y/  ( y -4-  px  ) ed 
us  = px . Ora  NMK  — NTQ  -+  K*iL  (425),  e perchè  (Ó4O) 


tang  NTQ  = — e farjgKSL 

2 5 

2p  ( u -+  s ) _ A\/( yl  -4 • px) 

4"s  — J>*  4-v  — p 


= ?-  , sarà  ( 615  ) t = . • . 

•jii 

; e quadrando,  y*  = t*£(*  — 


L\x  — px-\ 

4J 


, equazione 


p p . , 

- = ® , e verrà  y 

4 ìc 

n * . 

paragonata  con  y * = —X[x 
m 


all’  iperbole  (808).  Sia  * — 

= **  [ P’  — ^-z  ( <*  •+  I ) 1 ch# 
4‘4 

* — m * ) (807)  e chiamato  s il 


■eoo  dell’  angolo  NMK  , dà  m=  -iL.  y/  {t4  -+.  1 ) = ( 6l0  ) 
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_F_  ej  « = --  : «nù«  diminuendo  le  m di  AC  = £ -4- 
tu  23  4 - i5$ 

J1—,  ripeibol»  del  centro  C e dei  semiassi  CD  = «n,  CG 
ar 

n , sarà  il  luogo  dell’  equazione  . E si  osservi  i*.  che  se 
I’  angolo  NMK  sia  ottuso  , la  tangente  t sarà  negativa  : 
ma  ciò  nulla  cangia  nell’  equazione  che  contiene  sole  po- 
tenze pari  di  t:  onde  dei  due  lami  iperbolici  M Dm , iVl 'dm' 
quello  soddisfa  al  problema  quando  il  dato  angolo  c acu- 
to, questo  quando  è ottuso:  2°-  che  se  il  dato  angolo  è 
retto,  si  ha  t = so  (6 io),  onde  la  linea  cercata  c la  di- 
rettrice della  stessa  parabola  (197-749)»  cosicché  due 
tangenti  della  parabola  che  partono  da  un  punto  della  di- 
tetuice , forman  sempre  un  angolo  retto. 

813.  IV.  Far  passare  una  Sezione  conica  per  cinque 
punti  dati  A,C,D,B,E.  Per  due  di  questi  punti  eondu-  J 
co  AB  e dagli  altri  punti  le  perpendicolari  CF  , DH  , GE 
sopra  di  essa,  e poi  suppongo  che  l'equazione  della  sezio- 
ne conica  cercata  sia  ay*  -4-  bxy  -4-  ex*  -4-  dx  -+  fy  -4-  g = o 

e faccio  AF  = p,  FC  = 5,  AG  = p' , GE  = q> , AH  — p", 

DH  = q" , ’AB  = p"‘ . Quando  x = o,  saia  y z:  o,  onde 
jf  = o,  e però  l'equazione  si  riduce  ad  ay1  bxy  -4.  ex1  -4- 
dx  -+tjf  — o . Quindi  secondo  che  x — pt  — p » = p"  , = 
p" , si  haiy  = 9,  = — q'tz=q",  — o:  sicché  si  hanno 
le  quattro  equazioni  , aqx  -4-  bpq  cp*  -4-  dp  -4-  fq  — o . . . . 
aq’tj'  — bp'  q'  -4-  cp'p'  -4-  dp'  — fq'  = O . . . aq"  q"  -4.  bp"  q ’-f- 
cp  ' P"  ■+  dp"  -4-  fq " — o . . . cp"'p"'  -4-  dp'"  = o , da  cui  si 
avranno  i valori  di  b , c ,d  ,f,  che  sostituiti  in  oy* -t- £>x_y -4- 
«.■x 1 -4-  dx  -4-  fy  — o , danno  1’ equazione  della  curva  cerca- 
ta. Il  metodo  può  applicarsi  a risolvere  un  somigliante 
problema  per  le  linee  del  terzo  e del  quitto  grado  cc. 

814.  Così  si  trova  per  approssimazione  la  legge  di  più 
quantità  legate  insieme  con  certi  rapporti . Suppongo  per 
esempio  le  tre  quantità  BC  , DE , FG  dipendenti  da  tre  al-  - 
tre  AB.ADjAFj  ai  vuole  in  generale  una  legge  che  uni-  « 
*ca  queste  sei  quantità.  Immagino  l’indefinita  AF,  e ri- 
guardo le  sue  parti  AB?AD,AF  come  l’ ascisse  d’ una  cur- 
va CEMG  ; suppongo  che  ogni  ordinata  y sia  una  funzio- 
ne inJeterminata  A -4- Bx- -4- Cx’ -4-  ec.  dell'  ascissa  corri- 
spondente ( se  le  date  quantità  fossero  quattro  BC , DE , 
PM,FG,  prenderei  quattro  termini  per  esprimere  questa 
funzione  ).  Or  giacché  si  ha  jr  = A -4-  Bx  -4-  Cx* , faccio 

AB  = «,  BC  = Ù,  AD  = «VDE  = b',  AF  = a"  , FG  = 
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1 ÒJ  b" , onde  le  tre  equazioni  b = A -+  Ba  -+■  Cu*.  . .b'  = A •+ 
Ca'-+  Ca'a'. ..  6 '=  A Ca"a con  cui  si  deter- 
minano i coefficienri  A , B , C e l’equazione  approssimata 
della  curva  CM,  ove  una  quantità  AP  dipende  da  un’  al- 
tra PM,  come  AB  dipende  da  BC,AD  da  DE  ec.  lalc  è 

il  Metodo  dell’  lutei  poi  ottoni  . 

815.  Con  questo  si  ha  l’equazione  approssimata  d’ u- 
na  curva  segnata  a caso  sulla  carta . Basta  !s.  abbassar 
delle  perpendicolari  da  var)  punti  di  questa  curva  ( e in 
particolaie  da  quelli  ove  cangia  molto  di  concavità  ) so- 
pra una  ietta  presa  per  retta  dell’  s cisse  •.  2P.  supporre 
che  I’  equazione  della  curva  sia  y — A -+  Bx  -+•  Cx1  Dar1 
ec.  in  cui  si  fanno  entrar  tanti  coefficienti  indeterminati 
quante  son  le  perpendicolari  abbassate:  3°.  determinar  co- 
me sopra  i coefficienti  A , B , C , L>  ec. 

Problemi  determinati  fino  al  quarto  grado . 

8t(i  I luoghi  di  due  equazioni  indererminate  del  se- 
condo grado  posson  costruirsi  sulla  stessa  retta  dell*  asci** 
te,  con  in  stessa  origine  e nello  stesso  angolo  delle  coor- 
dinate. In  tal  caso  le  due  curve  si  taglieianno  in  punti 
tali  che  l’ordinate  corrispondenti  a questi,  saranno  le  ra- 
dici dell’  equazione  determinata  che  si  avrebbe  riunendo 
le  due  equazioni  in  una/  che  non  contenesse  altro  che  x o 
y.  Reciprocamente  se  un’equazione  determinata  del  terzo 
o quarto  grado  si  divida  in  due  che  contengano  x ed  y% 
cosicché  eliminando  x o y si  ritrovi  la  data  , è chiaro  che 
costruendole  come  sopra,  i punti  d’intersezione  delle  due 
curve  avranno  per  coordinate  i valori  dell’  incognita  : cosi 
se  nell’  equazione  x4  -+  ax*  -+  bxx  -+•  ex  -+  il  — o si  f:icc>a 
a*  = py  , sarà  p*y*  -+•  apxy  -+  bpy  -+  ex  -+■  d — o , equaz  ione 
a una  sezione  conica  che  costtuita  con  la  parabola  dell’  e- 
qunzione  x*  — py  , taglierà  questa  curva  in  dei  punti,  le 
Cui  ascisse  corrispondenti  saranno  i valori  di  x.  Quando  la 
data  equazione  ha  quattro  radici  reali  , le  due  curve  si  ta- 
gliano in  quattro  punti  ; quando  ne  ha  due  sole,  si  taglia- 
no in  due;  se  tutte  sono  immaginarie,  non  si  ha  interse- 
zione ; con  radici  eguali , le  curve  si  toccano  ; e perchè  s*  incon- 
trino in  un  numero  di  punti  eguale  a quello  de'le  radici  reali 
ed  ineguali,  si  prende  l’equazione  d’ una  delle  due  curvo 
con  y alla  sola  prima  dimensione.  Del  resto,  il  metodo, 
si  bello  in  teorica  , è stato  in  pratica  quasi  abbandonato 
per  1’ impossibilità  di  descrivere  esattamente  le  Curve. 
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817.  I.  Date  due  rette  a,  b,  trovar  tra  tsse  due  me- 
die proporzionali  x,y.  Poiché  per  ipotesi  -K-  a : x : y : b , 

•nrà  a-*  = <-y  ■ ed  y*  =:  bx  ; onde  cosrruite  le  parabole  di 
queste  equazioni  con  la  stessa  retta  dell'  ascisse,  lo  stesso 
vertice  e lo  stesso  angolo  delle  coordinate  ( che  ordinaria- 
mente si  suppone  retto),  esse  daranno  con  le  loro  inter- 
sezioni i valori  cercati  di  x,y.  Ma  in  generale  non  si 
costruisce  un’  equazione  del  terzo  o quarto  grado  senza 
far  uso  del  circolo,  curva  tanto  più  comoda  a descriversi . 

Che  se  per  introdurre  il  circolo  nelle  soluzioni  di  questo 
genere  , occorre  talvolta  una  certa  destrezza  , vi  sono  an- 
che dei  casi,  in  cui  si  presenta  da  se.  Per  esempio,  som- 
mando le  due  equazioni  a1 — ay  = c,y' — bx~  o,  e sup- 
poste le  coordinate  in  angolo  retto,  nasce  l’equazione  al 
circolo  x*  -+•  ji*  — ay  — bx  — o • Descritta  dunque  una  para- 
bola AM  del  parametro  b sull’  asse  AP  , ella  saia  il  luogo  ^ eg 
dell’equazione  y*  = bx  . Per  trovar  quello  di  »•*  -+ y*  — 
ay  — bx  — o , sia  x — \ b = u , e y — h a = s : avremo 
u1  -+  *’  = £ (a*  -+  b*  )s  e condotta  da  A perpendicolarmen- 
te ad  AP  la  retta  AB  = èa,  e per  B l’ indefinita  BCQ  pa- 
rallela ad  AP  , se  preso  CB  = ^ò  si  descriva  un  circolo  col 
raggio  CA  , egli  taglierà  la  parabola  in  un  punro  M tale 
che  condotta  la  perpendicolare  PM , le  coordinate  AP,PM 
faranno  le  due  medie  proporzionali  ‘cercate . 

Supposto  b = 2a , il  cubo  di  AP  sarebbe  doppio  dei 
Cubo  a’  (214),  ctò  che  risolve  con  poco  il  problema  del- 
la duplicazione  del  cubo,  sì  famoso  tra  gli  Antichi.  Anzi 

può  generalizzarsi  il  problema  prendendo  b = — - per  tro- 

n 

arare  un  cubo  AP*  = che  sia  ad  un  dato  cubo  a 1 nel- 
la 

la  ragione  m:  n . 

818  li.  Dividere  in  tre  parti  eguali  On  arco  di  cir- 
colo BF . 

Suppongo  MF  il  terzo  dell’arco  BF  e oltre  le  norma-  ^9 
li  BOG  , MPm  sul  raggio  AF  , conduco  Bm  ed  w;R  norma- 
le aBG.  Poi  fatto  AP  = a-,  PM  —y  , AM=s<i,  AO=A, 

BO  = c,  i A A simili  AMP  , BwR  daranno  *■  : y : : c •+  y;. 
x — i,  cioè  yl  — ar*  -+  cy  -4-  bx  =*  o , equazione  all’iper* 
boia  equilatera  (808)  che  costruendosi  determinerà  il  pun- 
te M nel  quale  il  circolo  e l’ ipcrbola  si  taglieranno . Ora 
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lóij  ella  può  mettersi  setto  questa  forma  ( y h'~  f -»■(•♦ — 
£6)’  = i c1  — £ b*  ; dunque  (807)  se  c>b,  l’equazione 

apparterrà  al  seconj’  asse  , c se  c < 6 , al  primo  . In  quintul- 
tima supposizione,  dal  centro  A si  conduca  AD  = 4c  nor- 
male ad  AF  , e da  D si  tiri  DC=3Ò  parallela  ad  AO;  il 
punto  C sarà  il  centro  dell’  iperbola , e se  si  prenda  CL  = 
CK  = b ( b* — c*),  e si  descriva  sull’asse  1 K.  un’ iper-, 
boia  KM,  ella  taglierà  il  circolo  nel  punto  cercato  M. 
L’  iperbola  opposta  M LM"  taglia  il  circolo  in  due  punti 
M'  ed  ,M'' , il  primo  dei  quali  dà  {635)  1’  ateo  F’M'  fot. 
za  parte  di  F'M'B.  ed  il  secondo  determina  l’arco  F'M'' 
terza  parte  di  F'M"GFB  j il  punto  G non  dà  soluzione  : 
ma  la  radice  GO  = — c è quella  per  cui  può  dividersi  l’e- 
quazione 4_)4  -+■  409*  — — ‘lacy  -+•  a*  1 * = o che  risul- 

ta dai  due  luoghi  y 1 — a*  -f  a*  = q,  y * — a*  -+■  cy  -+  bx  — O . 

Questi  luoghi  sommati  danno  y-  -+  bx  •+  %cy  = 3 a* 
equazione  alla  pniabula  . Perciò  condotta  dal  punto  A pa- 
llio r,,'lelamentc  8 ^G  la  retr3  AD=-*c,st  conduca  DG  =* 
{ ■ * -b  o* 

£ — parallela  ad  AF  , e si  descriva  col  vertice  C e 

a*sc  CD  una  parabola  del  parametro  hb\  essa  taglierà  il 
ciicolo  ne’ punti  cercati  M,M' ,M".  Posson  variarsi  que- 
ste soluzioni  in  molte  -maniere  , moltiplicando  le  due  equa- 
zioni del  problema  per  delle  quantità  indeterminate,  e som- 
mandone o sottraendone  i prodotti  : il  che  conduce  a delle 
sezioni  coniche  differenti,  tutte  egualmente  proprie  a ri- 
solvere il  problema-  Cosi  per  risolverlo  coll’ellisse,  ba- 
sterà moltiplicar  l’equazione  yl  -t-  — a'  = o , per  l’in- 

determinata m,  e aggiungerne  il  prodotto  alla  seconda  e- 


quazione  ; si 


avrà 


( m — I ) a*  -+  bx  -4-  cy 
m -+  I 


a m 


- = ® 


l6l 


che  appartiene  all’  ellis-e  quando  m > I « ed  all’ iperbola 
quando  m c 1 . Si  può  inoltre  determinare™  con  una  con- 
dizione arbitraria  -,  per  esempio  , se  si  volesse  chfc  gli  as- 
si dell’  ellisse  fossero  tra  loro,  in  ragione  di  p : q , do- 
ti m — 1 P*  ‘ -,  t i>  9*  ■+■  P% 

vrebbe  essere  — — = --  , il  che  da  rn  = ----  - -,  . 

m ■+  I 9 — P 


819.  IH.  Dividere  lo  «oario  parabolico  ACB  con  una 
retta  CM  in  due  settori  eguali  ACM  , BC  M . Condona  MP 
normale  ad  AC  , sia  AP  = 1 , PM  — y > AC  = a , BC  — b , il 

parametro 
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parametro  della  parabola  = p\  avremo  , come  ben  presto  i(il 
si  vedrà  ,2  xy  •+4>(a  — * ) — ACM  = i ACB  ==  ^ ab , ovve- 
ro xjr-t- ^ay  = 2ab,  equazione  all’  iperbola  tra  gli  asintoti. 
Proluigata  AP  veiso  F , onde  sia  AF  = 3AC , e condotta  FK 
perpendicolare  ad  FA,  tra  gli  asintoti  FK,FA  si  descriva 
una  iperbola  equilatera  della  potenza  2 ab',  essa  sarà  il  luo- 
go dell’  equazione  xy  •+  3 ay  — 2ab  e taglierà  la  parabola 
nel  punto  richiesto  M . 

Volendosi  servir  del  circolo  , poiché  b*  — ap  ed  y*  — 
px,  sarà  x = , valore  che  sostituito  nell’equazio- 


ne xy-+3ay=2ab,  la  cangierà  in  36^  — 2b*  r=o:la 
moltiplico  per  y e diviene  y* -¥  y* — 2b*y  = o,  da  cui, 


. . bxx  . » » 2 a1 

sostituito  — ad  y , ricavo  x •+ 3ax — jr  = o:  a questa 


aggiungo  y1 — px  = o,  ed  ho  yx  -+  x* -+  { 30 — p)x  — 

2a* 

— ®»  equazione  al  circolo.  Alzata  dal  punto  A nor- 


malmente ad  AP  una  retta  AD  = 


si  conduca  ad  AD 


dalla  parte  opposta  al  punto  M una  perpendicolare  DC'  3= 
3 a — P)  ( qui  si  suppone  3 a>  p),  e col  raggio  C'A  e 
centro  C‘  si  descriva  un  arco  di  circolo}  quest’arco  ra- 

3 

glierà  la  parabola  nel  punto  richiesto  M;  e PMss&fy^  1 •+ 

a/®)  — V(—  » -+- Va) ] . 

820.  IV.  Trovar  le  radici  d%ll’  equazione  del  quarto 
grado  x4 — p*«*  -+p*qx  -+p}r  = o per  mezzo  d’un  circolo 
ed’ una  parabola.  Fatto  al  solito  x*  =py  , viene  y*-+qx — 
py~bpr~o\  vi  unisco  x* — py  — o e nasce  l’equazione  a] 
circolo  x*  -+y*  — 2py  ~¥  qx -¥  pr  = o . Descritta  dunque  col 
parametro  p la  parabola  M'AM"'  che  abbia  AQ  per  asse 
perpendicolare  ad  AP , e presa  AD  = p , DC  = ^ normale 
ad  AD  dalla  parte  in  cui  è nella  figura  (si  prenderebbe 
dall’altra  se  fosse  negativo),  si  troverà  che  un  circolo 
del  centro  C e raggio  ^/<  CA1  — pr  ) taglierà  la  parabola 
nei  punti  M,M',  M", M'",  che  determineranno  le  radici 
dell’equazione,  due  positive,  cioè  MQ , M'Q',  1’ altre  ne- 
gative. Se  l’equazione  da  costruirsi  fosse  x4-fp*x* — p*qx-+ 
pV  = o,  pressai  solito  x*  —py , si  avrebbe  y*  -+  x*  — qx-t- 
pr  — o , equazione  al  circolo  come  nel  caso  passato  , ma 
più  facile  a costruirsi . 

PP 


164 
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Si  cerchino  or»  le  radici  dell’ equazione  *4 — pqx*-b 
p*rx  •+  p*m*  = o per  mezzo  di  un  circolo  e d’ un'  iperbola 
tra  gli  asintoti.  Presa  xy  = pmi  viene  x4  — pqx* -+  p*rx ■+ 

x*y*  = 0 = xx-by* — pq  -+  — = -+>* — pq  -+  — » equa- 

X 771 

fcione  al  circolo . Tra  gli  asintoti  perpendicolari  QAQ', 
P"'AP'  descritte  l’iperbole  equilatere  della  potenza  pm , 

prendo  sotto  AP  la  retta  AC=  —,  e il  circolo  dei  cen* 
r 2 m 

tro  C , col  raggio  *J{  AC*  -b  pq  ),  taglierà  1’  iperbole  oppo- 
ste nei  quattro  punti  M , M',  M",  M'",  i quali  determine- 
ranno come  sopra  i quattro  valori  di  x con  le  ascisse  AP, 
AP',  AP",  AP  ". 
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ELEMENTI 

DEL  CALCOLO  DIFFERENZIALE  ED  INTEGRALI! 


Fondamenti  di  questi  due  Calcoli 

821.  Ije  quantità  si  dividono  in  costanti  ed  in 
variabili  : le  costanti , che  sogliono  indicarsi  con  le 
prime  lettere  a ,b  , c,  ec. , non  crescono  nè  scemano; 
le  variabili,  che  si  esprimono  con  1*  ultime  x,y,z 
ec. , crescono  o scemano  continuamente.  Così  il  dia- 
metro del  circolo  è una  quantità  costante  , mentre 
le  sue  ascisse  e le  sue  ordinate  sono  quantità  varia- 
bili (47*$).  La  porzione,  di  cui  una  variabile  cre- 
sce o scema , si  esprime  con  rfc  $x , =fc  $y  se  è fini- 
ta, con  dx , r±  dy  ne  è infinitesima,  e si  chiama 
nel  i°.  caso  differenza  finita  , nel  2®.  differenza  in- 
finitesima o semplicemente  differenziale:  avendo  luo- 
go il  -+  so  la  variabile  cresce , il  — se  scema . Dun- 
que S o d non  sono  quantità , ma  semplicemente  se- 
gni , con  cui  si  iodica  il  cangiamento  finito  o infi- 
nitesimo della  variabile.  E'  generalmente  Sf>(x), 
d<p(x),  df(x,y)  ec.  rappresentano,  se- 
condo il  se^no  S o <f,  la  differenza  finita  o infinite- 
sima di  una  funzione  <p  di  x , o di  una  funzione  f 
di  x e di  y ec. , intendendosi  per  funzione  di  x , 
o di  x e di  y ec.  un’  espressione  comunque  compo- 
sta di  queste  variabili  c di  costanti. 

8‘22.  Due  o più  variabili  fra  le  quali  esistano  delle  e- 
quazioni  , che  ne  fissino  lo  scambievol  rapporto,  diconsi 
dipendenti  fra  loro  ; tale  è il  caso  delle  coordinare  nel 
circolo,  ed  in  ogni  altra  curva.  Allora  variando  1’ uoa 
debbono  necessariamente  variare  tutte  1’ altre,  che  ne  di- 
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pendono  : mentre , «e  sono  indipendenti , niuna  va!,CI^ 
per  semplice  effetto  della  variazione  dell’alrre.  E però  da 
notarsi  1°.  che  1’ equazioni  di  rapporto  debbono  esser  srm- 
pre  minori  del  numero  delle  variabili  5 se  lo  eguagliasse- 
ro, ciascuna  avrebbe  un  valore  determinato  ( 1 80  J , Per 
cui  si  cangerebbe  in  cosranre  : 2®.  che  se  si  abbia  una  so- 
la equazione  di  rapporto  tra  più  di  due  variabili,  una  so- 
la di  esse  , da  fissarsi  ad  arbitrio,  sarà  dipendente  dal  e 
altre:  le  altre  ne  dipenderanno  a vicenda,  ma  saranno  in- 
dipendenti fra  loro:  30.  in  conseguenza  in  un  sistema  di 
m variabili  ed  n equazioni,  supposto,  come  abbiamo  sta- 
bilito, m > n , vi  saranno  m — n variabili  indipendenti  : 
poiché  per  mezzo  dell’  eliminazione  posson  tali  equazioni 
ridursi  ad  una  sola  con  ni  — n-4*  I variabile. 

823.  Sia  la  curva  CMH  dell’  equazione  y == 
Q(x)  e con  le  coordinate  AB  = x , AD  = x' , AF  — 

ec.  , BG  = y,  DE  = y' , FG  = /' , ec. , sarà. 
BD  = Sx , DF  = Sx' , ec. , Ea  = ìy , Gò  — ày  ^ ec. 
Avremo  dunque  AD  = x'  = x -4-  $x  , DE  ==  y 
y -4-  fy , ec. , e di  qui  Sx  = x/  — x , Sy  = y T » 
onde  1°.  sottraendo  dalla  variabile  cangiata  il  suo 
valor  primitivo  ne  resulta  quello  della  sua  differenza  . 

824.  Sarà  inoltre  / = <p(x'),  cioè  y -4-  Sy  = 

Ma/  = ^(x))  Sy  ==  *<P(x)»  dunque 
^(x)  ==<p(x- 4-  Sx)  — <p(x):  perciò  2°.  per  ave- 
re la  differenza  tT  una  funzione  ad  una  sola  varia- 
bile x,  ' basta  sostituirvi  x -4-  $x  in  luogo  di  x,  e to- 
glierne in  seguito  la  funzione  primitiva  . 

825.  Che  se  la  funzione  sia  di  più  variabili  , 0 
si  abbia  y = <p  ( u , x , z , ec.  ) , quantunque  il  cangia- 
mento d’  una  sola  variabile  n^  produca  sempre  uno 
nella  funzione,  il  cangiamento  totale  della  funzio- 
ne o il  suo  passaggio  da  y ad  y'  dovrà  necessaria- 
mente dipendere  da  quello  di  tutte  le  variabi  1 in- 
sieme : avremo  in  conseguenza  y' =■  <f>( >x 

cioè  y -4-  $y  = p(u,x,z,  ec.)-+-S<p(«,x,z,ec.)  — 

<T)(u-f-Su,x-4-5x,z-4-5z>ec.),eS<p(tt,x,z,ec.)—- 

<P(u-ySu,  x -+  5x,  z-+Sz,  ec.)  — <p(u,x,z  ,ec  ); 
di  qui  3°.  la  differenza  totale  di  una  funzione  a piU 
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variabili  si  ottiene  aumentando  ciascuna  di  esse  del- 
la lor  differenza  particolare , e sottraendo  in  segui- 
to la  funzione  primitiva . 

826.  Dunque  5 ( y -4-  y'  -+■  y"  -4-  ec.  ) = y -+ 

iy  -+y  -+■  sy  *+  y"  -+■  ty"  -+■  ec. — (y  -+y  -+  y -+■  ec.) 

= Sy  -4-  Sy'  -+•  Sy"  -4.  ec.  ; cioè  . la  differenza  del- 
la somma  di  più  variabili  eguaglia  la  somma  del- 
le lor  differenze.  Onde  poiché  x'  = x -4-  Sx , y'  ■=. 
y -f-  Sy  , sarà  Sx'  = S (x  -4-  5x  ) = Sx  -4-  S5x , e Sy 
= S (y  -+  Sy  ) — Sy  -4-  5 Sy . Ora  le  espressioni  SSx, 
$fy,  che  sogliono  ancora  scriversi  S2x,S2y,  si  chia- 
mano differenze  seconde;  Six,S1y  sarebbero  le  ter- 
ze ec. , ove  si  osservi , che  J*x  è molto  diverso  da  Sx2, 
perchè  S2x  è la  seconda  differenza  di  x,  mentre 
Jx*  è il  quadrato  della  prima  Sx  . Ordinariamen- 
te, quando  y = <p(x) , una  delle  differenze  prime 
$x , 5/  si  riguarda  come  costante , supponendo  per 
esempio  BD  = Jx  = DF  = FI  : ma  non  potranno 
mni  farsi  costanti  ambedue  ; poiché  allora  sarebbe 
il  ACaE  = E bG , e la  curva  CG  si  supporrebbe  u- 
ua  retta . 

827.  Infine  sia  IH  = y , FG  = ry , DE  = "y , 
BC z="'y,  ec.,  premettendo  l’accento  per  indicare 
il  progresso  delle  ordinate  all’ indietro:  avremo  Hc  = 
l'y  , G b = S"y  , Ea  = s"'y  ec. , onde  y—S,y  = 'yi 
’y  — s"y  = "y  , "y  — s"'y  = "'y , ec. , e perciò  y = 
s'y  -\-'y=  s'y  h-  s”y  -4-  "y = s'y  -4-  s"y  ■+  s"'y  -+  '"y = 

ec.  = S (’y  -¥■  "y  -+  "’y  -+•  ec.  ) (826)  ; dal  che  si  ri- 
leva 5°.  che  un  ordinata  y o in  generale  una  fun- 
zione qualunque  di  y è sempre  la  differenza  della 
somma  dei  termini  che  la  precedono  . Dunque  lo 
spazio  Hi , l’ arco  HA  ec. , tutte  funzioni  di  y co- 
me vedremo , son  la  differenza  della  somma  degli 
spazi  Gl , EF  , ec.  , o degli  archi  GH  , EG , ec. , ov- 
vero di  uno  spazio  qualunque  CI , o di  qualunque 
arco  CH , ec. 

Di  questi  teoremi,  che  tatti  egualmente  si  av- 
verano delle  differenze  finite  e delle  infinitesime , 
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il  3°.  e 4*-  fermano  il  principal  fondamento  .del 
Calcolo  differenziale , che  ha  per  oggetto  di  deter- 
minare nei  diverbi  casi  particolari  il  valore  assolu- 
to della  differenza  di  una  funzione,  se  si  tratti  di 
differenze  finite;  o il  suo  rapporto  con  quello  delie 
variabili,  se  si  tratti  di  differenze  infinitesime  : il 
5°.  può  dirsi  la  base  del  Calcolo  integrale,  in  cui 
cercasi  o la  funzione  d*  onde  deriva  una  differenza 
data,  o il  rapporto  della  funzione  alla  variabile, 
quando  è dato  quello  delle  lor  differenze  . Nel  se- 
guito si  intenderanno  meglio  queste  definizioni:  ina 
come  il  calcolo,  che  suppone  le  differenze  infinite- 
sime, è sommamente  più  semplice,  e di  un  uso  più 
universale  dell’altro  che  le  suppone  finite;  noi  ce 
ne  occuperemo  principalmente , riserbandoci  a dar 
qualche  saggio  del  secondo  dopo  aver  parlato  este- 
samente del  primo,  che  lo  facilita  e gli  fa  strada; 
e usando  il  comune  stile,  intenderemo  parlar  soltanto 
di  questo,  quando  adopreremo , senz’altro  aggiunto, 
il  termine  differenziare . Intanto  nel  darne  le  regole 
supporremo  le  variabili  sempre  crescenti,  e per  con- 
seguenza positive  le  differenze  (821),  quando  altro 
non  si  avverta  in  contrario . 

Prime  regole  dei  due  Calcoli . 

828.  Ripresa  la  formula  y = <p(x)  (82 3),  e 
cangiatovi  x in  x dx  ( 824  ) , si  sviluppi  <p  (x  — t-  dx) 
in  serie  ordinata  per  le  potenze  di  dx , ponendo 
col  solito  metodo  ( 273)  <p  (x  -+  dx)  = V A dx  -4- 
B dx1-*-  Cdxì-¥  ec.  1 coefficienti  P , A , D , G ec.  , do- 
vranno esser  fnnzioni  della  sola  x , senza  contener 
dx  da  cui  saran  perciò  indipendenti  : diversamen- 
te non  sarebbe  ben  ordinata  la  serie  per  questa 
quantità.  Dunque  1°.  P = <p(x)  valore,  che  essen- 
do vero  nel  caso  di  dx  =.  o,  attesa  1’  indipendenza 
di  P da  dx  , deve  verificarsi  in  ogni  altro  caso.  In 
conseguenza  d<p(x)  = (824)  <£>(*-+  dx)  — <p (x)  = 
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A dx  -h  Bete1  -+•  C dx'  -+-  ec. , e poiché  in  faccia  al 
primo  termine  A dx  svaniscono  di  lor  natura  tntti 
i seguenti  (197. 5"),  avremo  in  fine  d<p  (x)  = Adx, 

e — A , espressioni  generali  del  differenziale 

di  una  funzione  <p  (x),  e del  suo  rapporto  a quello 
delia  variabile  . 

829.  Dunque  20.  A = $>'(x)  (pongo  (p'per  si- 
gnificare la  diversità  , che  deve  passare  tra  questa 
funzione  e l’altra  £(x),  da  cui  essa  deriva;  ciò 
si  avverta  per  tutti  i casi  simili),  e perciò  d(p(x) 

= dx  <p'  ( x ) , e --  X-‘  = <p'( x)  , nuova  forma  delle 

precedenti  espressioni  che  spesso  è in  uso . E intanto 
avvertiremo  che  A nelle  prime,  <p'(x)  nelle  seconde, 
sogliono  chiamarsi  Coefficienti  differenziali  ; e gene- 
ralmente si  dà  questo  nome  a qualunque  funzione 
finita,  che  moltiplica  il  differenziale  di  una  variabile. 

83o.  Frattanto  poiché  Adx  non  è in  somma 
che  il  secondo  termine  dello  sviluppi  di  <£>(x-+-  dx), 
dunque  per  differenziare  una  qualunque  funzione 
(p  (x)  di  una  variabile  x,  vi  si  ponga  x -4-  dx  in  luo- 
go di  x , e sviluppata  la  nuova  funzione  per  le  po- 
tenze di  dx  ; il  secondo  termine  dello  sviluppo  o quel- 
lo ove  dx  è alla  prima  dimensione , sarà  il  differen- 
ziale cercato  . Ma  questa  regola  nei  diversi  valori 
particolari  di  tp  (x  ) , è suscettibile  di  una  più  sem- 
plice enunciazione. 

83 !..  Cominciando  dalle  funzioni  ad  una  sola 
variabile  e monomie,  6ia  in  primo  luogo  <p(x)  = 
=fc  bx",  sarà  £ ( x 4-  dx ) = ztb(x  -¥  dx)”  = (l5b)  zt 

bx”  z±  nbx n 1 dx  zx  ec.,  dunque  d ( z±  òx"  ) = (83o) 

z±  bnxn  1 dx , cioè  si  differenzia  una  variabile  a 
qualunque  grado  diminuendone  di  un  unità  l'espo- 
nente , e moltiplicandola  per  il  prodotto  del  suo  dif- 
ferenziale nel  coefficiente  e nell’  esponente  primitivo  . 
Così  d(x*)  = 2 xdx-,  d(?>x{)=:i5x+dx-,  d( — |xff)  = 
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— l\X*dx\  d(  y/Zx*) 


i a _ft  — t 

d(  33x3)  = a.3  *m  3dx ■. 


832.  Si  osservi  intanto  1°.  che  essendo  <l(x“)=: 

nx”  1 </x , avremo  =fc  bd(xn)=  =t  £/ix”  1 dx  = 

(83l  ) //(  =t  tx*  ) : cioè  il  coefficiente  costante  della 
potenza  può  sempre  portarsi  Juori  del  segno  diffe- 
renziale e reciprocamente . Sarà  dunque  d (=±  ix)  = 
=±  Arfx  : perciò  2°.  se  la  potenza  è del  primo  gra- 
do si  differenzierà  sostituendo  alla  variabile  il  suo 


differenziale:  infine  poiché  e?(  y/bx*)  = bm  d\xm)-- 


-bmx 

m 


dx  — 


nbxn  *dx  __  d{bxn) 


m— 1 


; dun- 


»»V(  ) " my/(  bxM  ) 

que  3*.  il  differenziale  di  un  radicale  del  grado  m 
può  aversi  anche  più  immediatamente  dividendo  il 
differenziale  della  quantità  sotto  il  segno  per  il 
prodotto  di  m nella  radice  m di  questa  quantità  al- 
zata alV  esponente  m — 1 . 

833.  Sia  in  secondo  luogo  p(x)  = lx . Poiché 

l(x-+-  dx)  =clx(  1 -*•  = (3oo.  l°)lx-4-l(i  = 

lx  -+■  A ( ^ J ^ -+-  ec.  ) come  poi  vedremo  a suo 
tempo  (3oi),  sarà  dunque  (83o)  d (lx)  = , *e 

X 

il  logaritmo  è ordinario  ; e d ( lx  ) = — se  è iperbo- 
lico , come  sempre  supporremo  nel  seguito . Perciò 
si  differenzia  un  logaritmo  dividendo  per  la  quan- 
tità sotto  il  segno  il  suo  differenziale . Così  d ( lx”  ) =s 

— x9-  •—  = . Parimente  <f(l*x)  = ( 83l  ) ni"  1 X 

xd(lx)=. 
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xd(  lx}  — — dxl  x , e infine  d(//x)  = ^l^  = — . 

* ' lx  xlx 

834-  Intanto  poiché  dx  = x d(/x),  e cangiato  a? 
in  X funzione  di  x si  avrebbe  egualmente  dX  == 
Xd(iX)  perciò  il  differenziale  di  una  variabile , 
o di  una  sua  qualunque  funzione  , eguaglia  il  pro- 
dotto di  essa  nel  differenziale  del  suo  logaritmo  . 

Così  d(xm  ) = xmd  (lxm)  = = ma 'da.  , 

come  trovammo  (83i  ) . Dunque  se  in  3°.  luogo  sia 
<P(x)  = a"*,  avremo  d(amr)  r=  amxd(lam *)  = o-'x 
d(mxla)  = mamxdxla:  e se  a si  cangi  in  e,  numero 
il  cui  logaritmo  iperbolico  è l’unità  (3o8),  sarà 

d (e"')  = memxdx . Egualmente  d(ec  ) = ee  d(/ce  ) = 

ee  d(exle ) = ec  e" dx  . 


835.  I differenziali  di  senx  e cosa:  si  hanno 
più  immediatamente  senza  le  serie  . Infatti  poiché 
d(senx)  = (824)  sen(x  -+*  dx)  — sen  x — (620. 19*  ) 

2 sen^dx  cos%  ( 2X  -+•  dx),  e d(  cos  x ) = cos  ( x -+-  > 
dx)  — cosx  = (620. 21*)  — zsen^dx sen%  (ax  -4-  dx)  ; 
sapendosi  ( 197.  6°  ) ohe  2x  -t-  dx  = 2a; , e (647) 
sen\dx  = Jdx , sarò  dunque  d ( sen  x ) = dx  cos  x , 
d(cosx)  = — dxsenx:  perciò  si  ha  il  differenzia- 
te del  seno  moltiplicando  quello  dell’  arco  per  il  co- 
seno , e il  differenziale  del  coseno  moltiplicando 
quello  dell”  arco  negativo  per  il  seno. 


Volendo  far  uso  delle  serie  si  osserverà  che  ( 628.  56*  ) 


sen  (x  -*■  dx  ) = x -+  dx 


( * ■+  dx  )’ 
~2  3~ 


,L 1 


li' 

2-3  4-5 


ec.  = 


X' 

53 


1 *f  . . **  a.-4 


ec  -+  dx  ( 1 — y — ec.  I 

2 3-4-5  2 2.3.4 


-4-  ec. , e cor  ( * -+  dar  ) = ( 628.  51*  ) I — 


( ar  -+■  dx)' 


( a-  -f-  dar  )4 

2-3~r~ 


ec.  = 


2 "*"2.3-4 

Q‘i 


— dx  ( * — 
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x*  ** 

— “*■  rTTT  ” ee-  ) ■+  ««•  Danqae  ( 830  ) d(  seni  ) =* 

• •3  * • 3 *4 *5 

x4 

tf*  ( I — — — >-  - — - — ec.  ) = (628.  5 7*)  dx  cot  x , e d (coi x) 

2 2.3*4 

x*  xf 

dx(x—  — — ec.  ) = (628.  56»)  — 

di  sen  * . Perciò  d (senmx)  = «di  ten™  1 x eoa  x ; d(cos  mx)  = 

dx 

— mdx  sen  mx  i d ( eoa  Ix)  = — d (Zi)  sen  Zi  = — «eri  Zi  ec. 

* 

836.  Ma  sia  f>(x)  un  prodotto  di  due  o più  fun- 
zioni X,X\ X"  ec.  dia:,  comunque  diverse  fra  lo- 
ro . Si  avrà  (834)  <*(XX')  = XX’d(lXX')  = (3oo.  1 °) 
XX'd(ZX  -+  IX')  = (833 ) X'rfX  -+■  XrfX'.  Si  trove- 
rebbe egualmente  <Z(XXrX")  = X'X"<ZX  -+•  XX"<ZX' 
-4-XX'dX":  onde  si  differenzia  un  prodotto  di  più 
funzioni  diverse  della  stessa  variabile  sommando 
quelli  del  differenziale  di  ciascheduna  per  tutte  le 

altre.  Così  d (xlx  \/  x*  ) =:  dxlxajx*  -4-  — dxlxy^x*  -+■ 

dx\J x'\  d(e,”l1x)  = 3ei*dxlix-*- — —■X-,  d (e* sen' e* 

^cos  x)  = e* dx  sen  e* cos  x -+ 2.e* “dx  sen  e' cos  x cos  e* 

e"dx  sen*exsenx  = e*dx  sen  e"  ( seneMcosx  -+■  2 e"cose*M 
cos  x — sen  e” sen  x ) . 

Con  ciò  (i  differenziano  le  espressioni  s*,»**^  j„_ 
fatti  d ( x*  ) = ( 834  ) x*d  ( Zi'  ) = *'d  ( xlx  ) = *'  ( dxlx  ■+ 

dx  ) = i'dx(  Zi  -e  1 ):ed  egualmente  d(xx  ) = xx  d(lxx“  ) 

sax*  d(i'Zx)==x*  (d(i')Zjr-n'd(Zi))=si*  (x*dxx 

{lx+  i)Zn-J-^)  = iJf%'di(Z‘i^Zi-4.  1 ). 

■*  x 

837-  Parimente  d( £)  « J «*(/£)  = ji d(lX  — 

rot\—dX  XdX' X'dX  — XdX'  

/ — x'  X"  — X75 • petalo  si  differen- 

zia un  rotto  prendendo  il  prodotto  del  denominato- 
re  per  il  differenziale  del  numeratore , sottraendone 
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quello  del  numeratore  per  il  differenziale  del  deno- 
minatore , e dividendo  U resto  per  il  quadrato  del 

denominatore . Cosi  d ( .... 

1 ) ,fa 
/ x '4 s/x'  LV  x ' y>  J 

dx/*x  ( 6 — /x)  A dx(co«x-f  xlx  ieri  x \ ^ 

Sx^x  ' ^ co‘  * * cos%x  ’ C 

se  il  numeratore  è costante , sarà  dX  =o,  e basterà 
allora  dividere  per  il  quadrato  del  denominatore  il 
prodotto  del  suo  differenziale  negativo  nel  numera- 
tore . Cosi  rf(  ^ ) = — -Jr  come  già  trovammo  (83l)j 

,jU)  — 

Vx'  sci.*.. 

838.  Dal  che  si  ha  l*.  d{tang  .r)  =s=  d = 

/ui-\ dx  coì*x  ■+  dx  Om'x  . dx  o ,,  _ . 

t835) = (6>»'9'  )— •%«*) 


= S(; 


dx 


dx 


'tangx'  cos,Xtangix  (&!©•*•)  **/i‘*  i 

3°.  d(secx)  = d(— — ) __  dx  ta."'SJL  ; /°.  d(coiec*)  ss 
d ( — ) = ’< 

' ipn  y ' 


COJ  4f 
dx  cof  x 


« co*  x 


1 *en  x *en  x 

839.  Onde  se  x è un  arco  qualunque  e p il  suo  seno 

o coseno  o tangente,  ec. , sarà  1®.  dx=d(  arco  il  cui 

, . d ( ieri  x ) dp 

seno  è p)  — — i- 1 ss " 


V ) 


2°.  dx  = d ( are.  co*  p ) j 


— : 3°.  dx  i=  <1  ( are.  tangp  ) 


co*x  v/(i 

- ^ ( C0J  * ) _ dp 

seri  x V ( I — p*  ) 

eo$*xd(  tang  x)  — •^Jt.ar‘^ieX  ss  _ *p. . : 4*.  <fx  = d(  arc.X 
1 -4-  fa/y»*x  I-hp 

«or p ) =s  — ten'g.d  ( cor  x ) = — * - : 

5*.  dx  = d ( ore.  *<*c p ) = ss lift! £l_- 

tangx  secx\H*«ox — l) 
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dp  ' 


cot  x 

tip 


6*.  dx  = J (are.  cotte  p ) = — * 

. ■ 

t«n  x . d ( coste  x)  d(  cotte  x ) __  __  i _ 

cosce  *\/  (cosce  * x — I ) 

ii  * poiché  d(senv.x)  = d(  I — co*»)  = 

pV(>  — • J 

dx  sfn  x , e d(cos  p.  *)Ta  d ( I — «n  *)  = — dxeos  x , sarà 

. . .v  . . ./  Y d(stnv.x)_  dp _ 

di  piu  2 . dx  = a(  are  sen  v p)  — rv’ 

k J,  . d(co*v  x)  dp 

8 dx  ss  a f arc.cotv.p)  = — JT  ■ 

» my  r co**  VV2P“P  ) 

840.  Riguardo  alle  funzioni  polinomie,  compo- 
ste cioè  di  più  termini  non  riuniti  nò  sotto  un  co- 
mune esponente , nè  sotto  un  comùn  segno  logarit- 
mico o trigonometrico , rappresentando  cony,y,y't 
ec.  questi  termini,  onde  sia  <p  (x)  =y  -4- jr7 -4-.T  ' 
ec. , abbiamo  già  veduto  (826)  die  sarà  city  (a?)  = 
dy  -4-  dy'  dy"  - 4-  ec.:  cioè  la  differenza  totale  del- 

la funzione  eguaglierà  la  somma  delle  differenze 
particolari  di  ciascun  dei  suoi  termini . Che  se  tra 

Sue.iti  ve  ne  sieno  dei  costanti , sarà  nulla  la  lor 
tlTerenza , e non  ne  resterà  traccia  alcuna  nel  dif- 
ferenziale ; osservazione’  di  gran  conseguenza . Così 
d (a  -+  bx1  — 4-  rar!)  2 bxdx  -+•  3c x1  dx  -,  1/(2  -4- 1 sen  x -4» 

„ . 6l*x  tana  7’*  dx  t,  . , 

. tang'l'x)  = dx  cotx  -4-  ■ - fa—  i (a^  hx  ) = 

r±  bmxm  * dx  . 

841.  Che  se  tntto  intero  un  polinomio  sia  ele- 
vato ad  una  potenza  , o compreso  sotto  un  logaritmo 
o una  funzione  di  circolo  \ poiché  allora  rappresen- 
ta un  monomio , si  tratterà  come  tale , consideran- 
do a guisa  di  semplice  variabile  1»  quantità  sotto  il 

bxm)n~lX 


' segno  . Così  d{a  =fc  bxm)n  — (&3l)n(a 


d ( a r±  bxm  ) — ( 840  ) =fc  bmnx m 1 dx  (az£bxm  ) 


.n — 1 
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à{^/[a  -+bx-+  ex*))  = (832. 3°  ) 7 

w a^xT  ";t»  > » <*  - ,>  ))-(^)  - 

d(x-t.y(«*-X*))  _ dxtx  — */(«•  — **))'  _ 
ix-+^a'-x')Y  — (*^V(f-x‘))V(«‘^0 


J f X*  ■+  jgn  X*  — V(3-»./x'.))  __ 


x‘H-  tenXi  — ^/($-+lx)  ! 


• ■!» 
**  *•  J 

•i  ì 


(833) 

2Xarfx  y4  a ■+ 1*)  (a  -+•  3X  co»  x1  ) — dx 
axfx'-t-janx’ — V(3"+ •+**)! - 

842.  Tnfine  poiché  d<P  (ar)  = dx  <p'(  x)  (829)  , 
earà  ancora  dtp  ( X ) 1*  JX  d<?(  X) , differenziale  di 
£>(X) s porche  vi  si  ponj£»  il  valor  di  dX  ottenuto 
con  le  resole  precedenti  . Così  dp(x*)=  d (x1)^),(x1) 
i = 2x. x^x1);  de(«**  — • X?)=s=d(a*  — x*)p'(o*  — 

i » n • 

x*)  = — 2*ifxp#(«*  - *>);  ip  ( e^*)  = d (emV*)X 


,/  ray  X \ me 

P l e J "— 


n 

my'X 


dx 


• «v/x”— 1 

, f . - 

843.  1 differenziali  degli  ordini  superiori  non 
ammettono  difficoltà . Quelli  del  secondo  si  deduco- 
no dai  differenziali  del  primo , trattandogli  come 
quantità  finite,  e considerandovi  dx  come  una  fun- 
zione della  variabile  x . Nel  modo  stesso  si  dedu- 
cono quei  del  terzo  da  quei  del  secondo , e così 
. _ . n 

successivamente . Sia  per  esempio  y — x e per  con- 
seguenza dy  = nx"  1 dx  . Avremo  dunque  dry  — 
(836)n(n  — l)ar”  3 dx*  *+  tue*  1 dxx‘,dìyx:n(n— • 

1 ) (n  — 3)x"  ^dx1  -+■  3n(n  — 1.)*  *dxd*x  -+■ 
nx”  , ldìxi  ec.  Sia  più  io  generale y = <p ( x ),  onde 
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, ( 829 ) dy  = dxp'(x)  sarà  d'y  = d*V'(x)  -+  dlxeY*ì  • 

■'> =f  v"(*)  1 3 -w  4»  - kV(4  ■ 5 J' 

844.  Ma  se  dx  e costante  (826) , dlx , d»*,  ec. 
•aranno  nulle,  ed  allora  per y = /,  avremo  d'y  = 

*<*-  "(»-  i)(«  - l)xn~3dx\ 

edy  — n(n~  l) ("  — 2)  (n  — 3) 3.2.1  dx'- 

pery  = p(x)  sarà  d y = dx'p"(x) , d'y  = dx'p"'(x), 

e d'y  = d*  V "V) . Dunque  ^ ( = —gii) = *(,,)(*) 

quantità  finita  : mule  d'y  o eTp(x)  e dx'  sono  quan- 
tnà  omogenee  e di  uno  stesso  ordine  infinitesimale 

( *97'  7 )•  Ma  si  passi  ormai  alle  funzioni  di  più 
variabili.  ; r 

84 5.  Già  sappiamo  che  se  u=xp(x,y  ,z>  ec.), 

si  ha  du==p(x  -+  dx  ,y  -+.  dy , * -+  dz  , ec.  ) — *>(x , 
y , ec.)(025).Si  sviluppi  p(x  -+  dx  ,y  -+.  dy  ,e 

de,ec.)  in  serie  ordinata  per  le  potenze  e per  i 
prodotti  di  dx  , dy , de  , ee. , cioè  si  ponga  p (x  -+.  dx , 
y h-  «<r  , s -4-  ds,  ec.)  = p -4-  Adx  -+  B/g  -+  Cd*  -4. 
er:  -+■  rappresentando  con  H tutti  i termini  dello 
sviluppo,  ove  le  differenze  dx  , dy  , de  , ec.  formano 
delle  dimensioni  superiori  alla  prima.. 1 coefficienti 
P.A,B,C,  ec.  dovranno  al  solito  (828)  esser  fun- 
zioni delle  sole  x,y,z , ec.  e affatto  indipendenti 
da  dx  ,dy,  de,  ec.  Inoltre  sarà  P = p (x  ,y , z , f 

valore  che  si  ha  nel  caso  di  tutte  le  differenze  0- 
puali  a zero,  e che,  per  P indipendenza  di  P dalle 
medesime,  deve  in  ogni  altro  caso  esser  vero  (8"» 8) 
Dunque  p(x  -+  dx  > ^ — t*  dy  , z -4-  de,  ec.)  - <?>(x,  y,  z] 
ec.  ) = da  = Adx  -4-  B iy  -+  Cd*  -4-  ec.  -+  H:  e poiché 
H svanisce  in  faccia  agli  altri  termini  di  dimensione 
ipoteticamente  minore  , sarà  infine  da  = dp(x,y,  z, 

*r ■ ) "t  ^7  7**  Gdz  -4-  ec.  espressione  generale 

del  differenziale  di  una  funzione  a più  variabili . 

846.  Ora  Adx , Bdy  , Cd*  , ec.  sono  i differen- 
ziali che  si  avrebbero  da  p(x  ,y , z , ec.),  se  fosse- 
ro state  variabili  prima  la  sola  x , poi  la  sola  y , 
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insegnilo  1»  sola  £,  ec.  : dunque  si  differenzia  una 
Jtinzione  dt  più  variabili  prendendone  successiva, nen- 
te  il  differenziale  per  rapporto  a ciascuna  vari  ahi- 
le , come  se  fòsse  unica  nella  funzione  e le  altre 
fossero  altrettante  costanti  : e V aggregato  dei  dif. 
jerenziali , che  cosi  si  otterranno,  sarà  il  differen- 
ziale cercato  . Così  se  u = a -+  bx  cr  -+■  ez 
bdx  il  differenziale  parziale  per  x , cdy  quello  per 
y , gdz  quello  per  z , e du  = bdx -y  cdy  -+  gdz  : on- 
de si  differenzierà  una  funzione  di  variabili  al  ori 
mo  grado  eliminandone  i termini  costanti  , c sosti- 
tuendo a ciascuna  variabile  il  suo  differenziale 

Se  u = xy,  saranno  ydx , xdy  i due  differen- 
ziali per  x e per  y , e du  =ydx  h-  xdy  . 

be  “ = ax'seny  , - Xy) , avremo (836)  2axdxX 

differenziale  perx,. 
differenniale  po, 

y\ onde  du  — aXy/(\  —xy){l<tx  UHjr-^xdvcot  ri  — 

ax  seny  J ’ 

%0j\  I — xy)  (Jrdx  x4y  ) • 

847.  Ma  in  questo  ed  in  tutti  i casi  consimili 
puojiroeedersi  anche  più  facilmente,  osservando  che 

ud(*“)  = ax'seny  ff(x—xy)d  (la -y 
2 x -+  lseny-+%l(x  — xy)):  onde  ax'tenyJl  1 — 

x 2ck~ ydx  \ „ . _ v ' 

' x 2(1 — xy)'  6 “differenziale  perx, ax*senyx 

VC*  — xx)  {dycoty  — è quello  per  y: 

quindi  du  = ax'seny  \/ (l  - xy)  ^ dy  coty  _ 

xJy  -+  ydx  , 

2<  1 — *y  r * e8Presfi*°ne  che  facilmente  riducesi  alla 
precedente . 

848.  Che  se  u = — TX.f,  — FXfX 

ec. , essendo  F jf,f  3 ec.  funzioni  o delle  stesse  o di 


X s**  )( 


diverse  variabili,  sarà  sempre  nel  primo  raso  du = 


nel  secondo  du  = F X*f 


/“l'  f ' /* 

<//(FXf)  =f<H  -+•  Tdf,e  cosi  nel  terzo  du  =/X’t'^F 

Px’f'd/H-  FX^'F  ; onde  per  i prodotti  e frazio- 
ni a più  variabili  jtotranno  aver  luogo  ancora  gli 
stessi  metodi  di  differenziazione  già  dati  per  le  fra- 
zioni e i prodotti  ad  una  variabile  sola  (836.  837). 

i y(l  — «*» <i  (■***)  ~ ***dWi  **J») 

V(  I — l—x'j 


Così  d 


txzdx  -+  x1dz  2x'zydx  •+  X*zdy 

~~  V(  I — **>T 

849.  Infine  se  u = P(F),  sarà  du  = dF^  F), 
e dovrà  porsi  il  valore  di  dF  ottenuto  coi  metodi 
precedenti:  così  per  u = <p(xa -t-3/ìx)  si  avrà  du  — 

d(  x*  -t-  37/x)  <p'(  x*  -V-  3j/x)  = (oxdx  -+-  --  -+- 

3 dylx  ) p'(  x*  -+■  3f/x  ) . Che  se  u = Q ( F j/') , il  dif- 
ferenziale precedente  si  cangerà  in  du  = d(F^/')X 
<P'(V  ,f)  , ec.  . . 

Del  resto , oltre  le  già  sccennate  , molte  altre  vie  si 
conoscono  più  o meno  pronte  , che  conducono  con  sicu- 
rezza a dei  buoni  risultati:  ma  la  pratica  da  se  stessa  le 
insegnerà,  senza  che  ce  ne  occupiamo  noi  di  vantaggio. 

850.  Ritorneremo  piuttosto  al  metodo  generale,  e av- 
vertiremo , che  come  du  rappresenta  la  differenza  totale  di  u , 

.du  , 

così  secondo  l’uso  più  universalmente  accettato  ( ^ • 


ziali  per  x ,y  , * , 


, ec.  ne  rappreaentano  i differenziali  par- 
ec.  sebbene  alcuni , stimando  difettose 


. . . du  . du  d»  . 

queste  espressioni,  scrivano  piuttosto  — dx , — dy , az  , 


ec. , stile  che  peraltro  è poco  seguito , e a cui  noi  pure 
rinunzieremo . Tenendoci  dunque  all’altro  e richiamando 
lo  stabilito  principio  (846)  avremo  per  prima  conseguenza 

du  = ( £ )dx  -4-  ( d~  )dy  -4-  ( £ )ds  -4-  ec.  altra  importan- 

te 
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te  espressione  del  differenziale  di  una  funzione  a più  va- 
riabili'. Secondariamente  se  in  u non  sia  che  la  sola  x, 
la  differenza  parziale  per  questa  variabile  eguaglierà  la  to- 
tale della  funzione,  e si  avrà  du  = (—  )dx , terza  manie* 

' dx 

ra  di  esprimer  generalmente  il  differenziale  di  una  funzio- 
ne ad  una  sola  variabile . 

851.  Costuma  in  oltre  che  (- 1 rappresenti  la 

dx  ' 

funzione  u differenziata  due  volte  e sempre  parzialmente 
pCr  Xi  (-£-^-)dxdy , (^*“-}dydx  il  differenziale  di  u 

preso  pir  * poi  per  y,  oppure  per  y , poi  per  *j  « in  gc- 
m + n+P' 

nerale  * d 


C 


■lL\<lx’ndyndJ>  il  differenziale  di  u pre- 
,dx'ndynd-SJ 

so  m volte  per  x poi  n volte  per  y , e quindi  p volte 

per  e;  (— )dx»  ( — -)dy  i differenziali  di  dii  per  x o 
v dx'  dy  ' 

pCr  y.  A ) dx  il  differenziale  di  u per  x diviso 
* * ' dx 


per  dx  moltiplicato  per  A,  e poi  differenziato  per  x ; ec- 
Frattanto  si  avverta  1°.  che  dal  confronto  delle  due  espres- 
sioni di  da  (845.850)  avendosi  (^)=A,(^')=:B, 

dx'  x dy 

= ec. , anche  i coefficienti  differenziali  parziali 
( — ),  ( — ),  (^)  , ec.  sono  quantità  finite  (845) , nè  difr 

'dx'  ' dy  ' ' d a 


feriscono  dai  quozienti  egualmente  finiti  (844)  ~ , — , 

dx  dy  efs 

ec. , se  non  perchè  il  differenziale  da  vi  si  intende  preso 
soltanto  rapporto  alla  variabile  del  denominatore:  il  che  si 

avvera  egualmente  di  (^)  = (^),  di  (±2.)  = 


Rr 
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d'  (jjì " 2"  Se  “ = <>(*.*■  ..ec,),  .icco- 

me  </«  = p ( A-  .+  dx  , Jf  -4-  Jy  , J5  .+.  ^3  > ec _ J — „ f sar'a  , a. 

(£)*  = *(*  -4-  </x,>,  z,  ec.  ) — uv  a*.  ( d~)dy  = 

ec.  ) u ; 3«.  (Ìf)^  = p(x  9<y , z -+ 

dz , ec.  ) u •,  ec.  giacché  nella  i*.  gì  considera  Tariabile 
la  sola  x , nella  seconda  la  sola  y , nella  terza  la  sola  * , 
ec. , e costanti  tutte  le  altre  quantith  . Dunque  se  la  l*  , 
“ 3 ; ec;  81  Jiftreniino  per  jr , la  a* , la  3«,  ec.  per  x,  la 
1 » la  a e le  altre  dopo  la  3*  per  s , e cosi  di  seguito , 

avremo  con  gli  .tessi  principi  {-£~)dxdy  = p[x  + dx , 

ec- > - tip*  - Ódx>  (£5)**  = 

p(x,y  •+  dy , z ~b  dz , ec.  ) _ [t)dy  - (^)dz -,  ec.  ; 
^d^dydx  = Pi»  -+  dx  ,y  -*  dy  , e , ec.  ) - (£)rfx  - 
^dy  Yy  1 ^didx^dcdx  = *+  dx>y>  * ■+  dz,  ec.  ) — 

(£)*~  (è)**  «•»  (£jjdxdz  = «><*  -*•**. 

,,s  + *■ ec  ) - (£)*~<è)*8  (£.)**  - 

p (x , y -b dy , z-bdz,ec.)~(£)dz  — (d“)dy,  ec.  Per- 


ciò ( - r**_“  ' f 


k Jxrfy  • 


) = ( jLh  \ ( ìjl  \ — r \ ( ì _ 

J 'dydxJ’Kdxdz'  ~ 'rfTZ*  ' ’ - 


d 1 u 
dzdx  ‘ 


d'i 


{ d h \ • /dA  \ /dB\  /d Al  \ sdC\ 

W-  0“"‘  (*')  = (s)'(s)  = (s)- 

/dB\  xJC\  .... 

^'dzJ  ~ J ' ec • cq°a2iom  di  gran  conseguenza  nel  cal- 
colo integrale . 

852.  Applichiamole  per  ora  a determinar  più  preci- 
samente , di  quel  che  si  fece  (849),  il  differenziale  se- 
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condo  di  u=:Q(x,y).  Poiché  per  il  primo  si  ha  <fu  *e 
A dx  -+  Bdy  ( 845  ) ,, differenziando  dunque  prima  per  x,  poi 
per  y , e rammentandoci  che  A,B  aon  nel  noatro  caso  firn» 

d*u\  • 1 ' 


zioni  di  x e di  y ( 845 ) , avremo  ( — )jx  = )dx9  -+> 

v dx  ' dx 

Ad' '*  ■+  = 

Bd*y  : onde  </Ja  = ^~^)dx*  -+  A d%x  -+  ì(~)dyjx  -+- 

O* +**> = < »*  » (èK -*• (!>•-  - Ox 

tlxdy  •+  (^j~ì)dy*  -+  Se  dx  è costante,  mancherà 


il  termine  e se  u sia  funzione  della  sola  x,  re* 


«terh  d*u  =*  |)dx*  -+  nuova  importante  espres* 


sione  del  differenziale  secondo  della  funzione  p(x). 

853.  Da  quanto  abbiamo  dotto  facilmente  sì 
apprenderanno  le  prime  redole  del  calcolo  integra- 
le, che  secondo  la  definizione  data  (827)  è precisa- 
mente  F opposto  del  differenziale  , nel  modo  che  la 
divisione  lo  è della  moltiplicazione  : ma  si  avverta 
primieramente,  che  come  nel  calcolo  differenziale  si 
premette  il  segno  d alla  quantità  che  vuol  differen- 
ziarsi j così  nell’  integrale  premettesi  il  segno  f,  che 
chiamasi  somma , avanti  alla  differenza  che  vnol 
integrarsi  , o da  cui  si  vuol  rimontare  all’  espressio- 
ne primitiva  d’onde  la  differenza  è derivhta:  quindi 

fdx  ,fnxn  1 dx  vogliono  significare  quelle  quanti- 
tà di  cui  dx  ,nxn  1 dx  son  le  differenze  . 

854-  Inoltre  poiché  dx  è egualmente  differen- 
ziale di  x , di  x -4-  a , x -4-  b , ec.  (840)  , non  si  po- 
trà concludere  generalmente  Jdx  = x:  ma  fatta  F in- 
tegrazione dovremo  sempre  aggiungere  una  costante 
indeterminata  G , atta  a rappresentar  tutti  i termini 
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costanti  che  la  differenziazione  può  aver  fatti  sva- 
nire . Fra  poco  faremo  sentir  megljo  la  necessità  e 
Fuso  di  quest’  aggiunta  : e intanto  noteremo  1°.  che 
può  darsi  alla  costante  una  forma  che  F assonnigli 
agli  altri  termini  ; poiché  se  per  esempio  nell’  equa- 
zione ly  = lx  4- C , sia  b il  valor  di  x che  rende 
ly  = o , sarà  o = /i4C,eC  = — Ib : 2°.  che  men- 
tre la  costante  resta  indeterminata , è indeterminato 
altresì  il  suo  prodotto  e il  suo  quoziente  per  qua- 
lunque altra  costante  nota , cosicché  può  farsi  òC  = 

C.T  = C 

L’ Integrale  accresciuto  della  sua  costante  si  chiama 
completo  , senza  la  costante  si  dice  particolare  . E come  la 
costante  può  avere  infiniti  valori,  cosi  l’integrale  partico- 
lare può  differire  in  infinite  maniere  dal  completo.  Dicesi 
ancora  particolare  quell’  integrale , in  cui  si  sia  dato  alla 
costante  un  valore  determinato  ; siccome  dicesi  arbitraria 
la  costante  nell’  integrale  completo , ove  non  ha  avuto 
valore  alcuno  . 

855.  Infine  se  una  differenziazione  non  sia  ese- 
guita, ma  soltanto  accennata,  mediante  l’inclusio- 
ne della  quantità  da  differenziarsi  sotto  il  segno  dif- 
ferenziale , basterà  per  l’integrazione  porre  la  quan- 
tità fuori  del  segno,  con  F aggiunta  della  costan- 
te: così  l’integrale  di  d(\/(a‘  — &'))  sarà  \Z(ax — 
x~  ) 4-  C il  che  è evidente . Dunque  J'bdx  = ( 832.1°.) 
Jd(  bx)  = bx  -+  C ; ma  da  Jdx  =■  x 4-  C si  ha  egual- 
mente bpLx  = bx  4-  iC  = bx  4-  G (85/).  1 , perciò  1 . 
Jbdx  — bfdx , onde  il  coefficiente  costante  del  diffe- 
renziale può  ad  arbitrio  premettersi  al  segno  inte- 
grale . Di  pi à fdy  Jdy'  4-  f dy"  4-  ec.  = y 4 • y'  4- 
y"  4-  ec.  4-  C — jd  (y-+y’  -+y"-¥  ec.  4-  G ) = (826) 
f(dy  4-  dy'  4-  dy"  4-  ec.),  perciò  2°.  C integrale  di 
un  differenziale  polinomio  eguaglia  la  somma  degli 
integrali  di  ciascun  termine  . 

856.  Dopo  .tutto  ciò  avremo  l°.  f(adx  4-  bdy  4- 
cdz  4-  ec.  ) = ax  4-  by  4-  cz  4-  ec.  4-  C : onde  un  po - 
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Jinomio  della  prima  dimensione , e composto  di  pu- 
ri differenziali , si  integra  sostituendo  a questi  le 

loro  variabili:  0.°.  Jbnx1  ' dx  = (855)  bfnx™  1 dx  = 
( 83l  ) òx"-4-  C . In  conseguenza  fatto  n = m -+  1 si 

I71-+I  _ , 771-4-1 

troverà  b/xmdx  — — — = — - H-  C : dun- 

J m-b  I m-b  i 

que  si  integra  un  differenziale  monomio , e di  una  sola 
variabile , aumentandone  di  un'unità  1'  esponente,  e 
dividendola  per  il  prodotto  dell'  esponente  accresciu- 
to nel  di  lei  differenziale  . C09Ì  fxi  dx  = -4*  C ; 

J'ix-’dxJ^-  -+C;/~  =/x~  Vx  = ^C  = - 


— -t»C  •ìfbJxmdx'=x.bfxl  dx=z>~—  - -+  C . Sì 

eccettui /^  = (833)/<Z(Zx)  = /*  -4-  ZC  = ZCx.  3°. 
mlog  a famx dx  = j'mamx  dx  log  a = ( 834)  J~ ^ = 

* W»  - 

-4-  C : onde  Jalxdx  = l-C,  e Jemxdx  = 

— e,,r  -4.  C . 4°.  /i/x  co*  x = (835)  se/t  x -4-  C ■Jdx'X. 
sen  a:  = — cos  a:  -4-  C — (838) langx  - 4-  G ; ec. 

857-  L’ integrale  di  /ùx”  Vx  ( ò -4-  x")’*  si  ha 


ponendo  6 -4-  x"=  z 5 e perciò  ni™  1 </.r  = </z  ; d’ on- 

de y^xM  - frfx  (ò  -4-  x"  )*  = ^fzmdz  = (856.  2°.  ) • > « 


n ( m -4-  I ) 


, nm-M 

C H C,  ec.  Bi- 

n ( m -b  I ) 


soo-na  però  preparar  , se  occorra  , tali  sostituzioni  : 
così  dxyjia'x7,  - 4-x4)e  (3ax*  -4-  4*4)  dxy/(ax  -4-  x1) 
si  ridurranno  prima  a xdxy/(a*  ■+*')«»  (Sax1  -4* 


I 
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4*?  ) dx\/(ax'  -4-  a:4)  , e poi  fatto  \/(a*  -4a>*)  = e 
e ^/(ax}-+x*)  = z , si  integrerà  fàcilmente . 

858.  In  {renerai •>  Jxndx  (a -+ bx"‘)  poò  aversi 
in  tre  casi:  1°.  se  rè  numero  intero  e pisi  rivo  ; poi- 
ché sviluppanrlo  il  differenziale  e integrandone  cia- 
scun termine,  si  ha^fl  x dx  -4  ra  1 bxm  **" " dx  -4 

r n -t-  1 r — i,  fH-t-n-H 

. a a-  ra  bx 

ec.)  = CJ-t 1 h ec.  , e- 

' n -+■  l m -+  n -t-  | 

«pressione  Unita  nel  nostro  caso  (ì 56).  IT®,  se  n — 
wi(c-4l) — ls  essendo  c aero  o intero  positivo; 

* ; — a m —I 


b ,X 


poiché  fatto  a -4-  bxm—  z , onde  xm 

dz  me  (z  — a )°  me  -e  m — I , f z — a ) dz 
—,,x  — j * dx= , 


dx  — 


mb 


c •+  | 


ver- 


rà fx*dx{a  -4-  bxm)r= — fz  dz(z  — af,  che  svi- 

• C "H  1 
mb 

luppato  s’ integrerà  (I°.)  • III0,  se  ra  = — m (c  r)  — 
1 j cioè  n -4  mr  — — me  — l , essendo  c intero  posi- 
tivo ; poiché  x"dx  (a  -4  bxm)T ss  x*  x™  dx  ( Y = 

x dx  ( b -4  ax  ) , c fatto  b -4  ax  = z , 

\ — m z — b — m — I,  dz  — t , 

onde  x = — — , x dxz rs , x dx  — 

a — ma 


dz 


3 verrà  Jxn  "" dx  ( b 


— Tn  . r 

ax  ) = 


n-t-mr 

— m( z — b) 

\fz dz(z  — b)°  : così  f x ~ dx  {a  -4  x3  ) a dà 


— à. 
3 


ma 


n = — 3,4=i,»*  = 3,r  = — - , n -4  mr  = — ^ — 

3 

2 

* — — | « 

3c.  — l)  onde  c = 3 ; quindi  dz  — 


♦ 
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859  Non  verificandosi  queste  condizioni,  con- 
verrà , secondo  ii  metodo  che  insegneremo , can- 
giar le  forme  del  differenziale  proposto  in  una  di 
quelle  già  incontrate  al  num".  839,  i cui  integrali 
son  visibilmente  archi  di  circolo,  che  hanno  o per 
seno  o per  coseno  o per  tangente  ec.  la  variabile. 

860.  Infine  J xdy  -4-  J ydx—J  (j cdy  -4-  ydx}  =r 
(846  ) xy  -4-  Ci , e di  qui  ancora  f xdy  = xy  — f ydx . 


ALTRE  REGOLE  DEL  CALCOLO  DIFFERENZIALE 

Trasformazione  dei  differenziali  , « differenziazione 
dell’  equazioni  . 

861.  Sia : n = p(  x ,y,  z,  ec.  ) funzione  di  quante  si  vo- 
glia variabili  x,y,  %,  ec.  funzioni  esse  pure  di  altre  varia- 
bili r , 6 , » , ec  ; e voglian  trasformarsi  i differenziali  par- 

2ial‘ (dx)J* ’ ’ CC'*  ° sen,phcemente  i 

lor  coefficienti  (^) , (^) , (^“)  , ec. , in  altri  dati  per  le 

nuove  variabili  r,  8,jt,  ec.  La  dipendenza  tra  le  prime  e 
le  seconde  variabili  darà  u = p(  r,  g , x , ec.) , e (850)  du  = 

(S)  "*■  ^ (^)d*  *+  cc  Inoltre  ^ . ec.  sa- 

ranno reciprocamente  funzioni  di  x ,y , % , ec.  ; perciò  dr  = 

(t,Y*  * (j->  ©"•'-*■ 

(£v*  - » • * - O * - (£>'«  — . So. 

stituendo  dunque  , e confrontando  ciò  che  risulta  col  val- 
lee d.  ^ = ec  dato  dall'  e- 
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quazion  primitiva  u = $>(*  t * » ec.),  ai  troverk  = 

ri  si  avranno  per  ’ ec‘  Per  csemP‘°  “ = 

P ( * . y . * ) • ed  * = r cos  0 , y = r sen  6 cos  k , t = r seri  6 ren  ir  ; 
d’  onde  r ssy'i**-)- >*■+  **) , coi  i = ■■  ■ » *, — ~jt  > *an£  * 

e ^ /dr\  a /d8\  «enfi  /d*\ 

= -.  Dunque  = • .fa)  = = ° » e 


/ du\  /du\  seti\l/au\  c.  _ 

per  conseguenza  (- ) = co*  fl  (-) r ) • S.  trove 

(du 


du\ seti  8/du\ 


, /d»i\  / du\  . /du\cosdcosir 

rk  egualmente  (- ) = (-)«m8coS,r  •+  — 

fdu\sen*  /du\  /dn\  _ . /du\cos8s, 


tdu\oos  8 seti  ir 


(SE»'©  Q 

(d«\  COJ  IT 

die  )r  serti 

862.  Che  se  si  voglia  inoltre  po”emo  = 

a--M0)=(^)=(^)  (£)-©(£)- 

^dA-^  ^ ec  sotnigiianti  espressioni  si  otterranno  per 

dp)  -(è)  ■ "■  !",n"’do  O “ * • (s)  “ ® • "•  Co*' 

continuando  l’ esempio  precedente , poiché  ) = ( “ 

(dT*)C0S 9 - IdTdr)™ ^ W~’VdjJ " UdeJ 

,d'us  . ( du\  (d'HyenO  _/du\C2l8  (d^\  = 

(d^9>°Se”(d-r>e,,8"W)~  W r ’VdJ 

f_£fL'\c=f — sostituiti  questi© 

\dxdxJ  \drdit  ' \d8dr/-r 


i valori 
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i «lori  g»  di  (£).(£ ),(£).  (jì“)= 

<£)  - =?[(&)  - 7®]  - [(£)  - 7* 


^(^)J  ’ mo<^°  stesso  potrà  ottenersi  ec. 

863  Si  supponga  adesso  che  una  delle  variabili,  per 
esempio  x , sia  fuminne  implicita  di  tutte  le  altre,  data 
cioè  per  l’equazione  u = O,  essendo  come  sopra  u = <p  ( x , 

y,t,  to,ec.).  Avremo  x=f{y,t,u,  et),  dx  = (J^dy  -+* 

— (s)K«>-  (sW 


(a)* - - (5)*  - O - O - 


fdx 

Cdu)~4"(^'0l</U,”HCC  ’ t*‘^erenz'a'<!  ^ell’  equazione  « = o, 

che  avrà  altrettanti  termini  quante  saran  variabili  indipen- 
denti nell’equazione. 


rduy 
<dzJ 
fdu\t dxy 


864.  V’olendo  d*u  noteremo  che  i coefficienti  {^r') 


ec.  son  come  x (863)  funzioni  delle  sole  in- 
dipendenti y , ss , (d  , ec.  ; mentre  (^.)  » (~fy)  » (~f')  ’ cc‘  lo  so* 

no,  egualmente  che  u , anche  di  x.  Differenziando  dunque 
per  ciascuna  variabile  e sostituendo  in  seguito  il  valore  di 


fdx 


dx  già  accennato  (863)  troveremo  [(— ) -f 


d*u  \/Jx\ 


\dxdyt\dyi 


(£)&  - (&X£)  - (£■)©(£)>* 
O - iBù0  - ©(£.)  - (®iXs) 


/>CÌ2 

rf’us 


d'x 

djdu) 

S 8 
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<£X*X£)]**  - — [(£)(£)• <%)¥■> 

ferenziale  del  primo  termine  di  du  ; cangiandovi  y in  a e 
quindi  in  u.  ec-  avremo  i differenziali  dei  termini  seguenti  ; 
e tutti  insieme  sommati , e fatte  le  opportune  riduzioni , 
daranno  d.lu , dìu  , d*u  , ec. 

865.  Ma  qui  è importantissimo  1’  osservare  che  tanto 
du  quanto  gli  altri  differenziali  superiori  dell’equazione u = 0 
■ono  tutti  nulli.  Si  concepisca  infatti  un  nuovo  sistema  di 
rn  variabili  u',x‘,y‘,z’,  cc.,  le  due  prime  tali  che  soddi- 
sfacciano all’ equazioni  u'  — p(x',y\  z , ec  ) , p(x',y',  ec.) 
= 0,  le  altre  da  determinarsi  ad  arbitrio.  Potremo  dunque 
supporre  y'—y  -+  dy  , z'  = z -+  dz,  ec.  ,e  allora  dall’equa- 
zione seconda  si  avrà  *'=/(>',*',  ec.  ) —f(y  -+  dy  ■+  % -+• 
dz  , ec.  ) = ( 825  ) x-+  dx , e perciò  dall’altra,  u'x=p(  jc-+ 
dx  ,y  -+dy , z -+  dz , cc.  ) = u -f  du  . Ma  u — o , u’  = o , dun- 
que anche  du  — o.  Quindi  anche  d*u  , che  è rapporto  a 
du  ciò  che  è du  rapporto  ad  u,  sarà  egualmente  nullo  ,e 
lo  saran  parimente  d‘u  , d4«,  ec. 

86ó.  Anzi  saran  nulli  separatamente  in  ogni  ordine  i 
coefficienti  completi  dei  differenziali  di  ciascuna  variabile 
e delle  loro  potenze  e prodotti . Infatti  è visibile  in  primo 
luogo  che  in  Ju  = o tutti  i termini  si  annullano  da  se 
eressi , sia  perchè  posson  respettivamente  considerarsi  come 
differenziali  dell’ equazioni  u—p(x.y)  — o,u  = p{x>z)  = 
o , u — p ( x , u>.)  = o , ec  , sia  per  l’ indipendenza  delle  quan- 
tità , s,w,  ec.  che  permettendo  di  assumer  come  varia- 
bile una  sola  di  esse  ad  arbitrio , e le  altre  come  costanti 
senza  che  1’  equazione  resti  alterata  , fa  che  possan  aversi 
tante  equazioni  differenti  e tutte  col  secondo  membro  nul- 
lo , quante  son  le  variabili  indipendenri  , ossia  quanti  scn 
termini  in  du . Ma  i differenziali  dy  ,dz,du,  ec.  non  pos- 
sono esser  nulli,  altrimenti  y , z , u> , cc.  saiebbero  costan- 
ti; lo  saranno  perciò  i lor  coefficienti.  Dunque  in  secon- 
do luogo  anderà  separatamente  a zeio  in  dxu  tutto  ciò  che 
proviene  dalla  differenziazione  di  essi  coefficienti,  c per 
1’  indipendenza  delle  variabili  dovran  poi  da  se  stesse  an- 
nullarsi le  diverse  parti  di  questi  differenziali  , di  cui  cia- 
scuna ha  per  moltiplicatore  o il  quadrato  del  differenziale 
di  una  variabile  o il  suo  prodotto  col  differenziale  di  una 
per  1’  altre  (864).  Ma  questo  moltiplicatore  non  può  es- 
ser nullo;  dovrà  dunque  esserlo  il  suo  coefficiente.  E lo 
saranno  del  pati  i coefficienti  delle  terze  potenze  e dei 
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prodotti,  che  s incontrano  in  d,u\  delle  quarte  potenze  e 
dei  prodotti,  che  si  avranno  in  d+u  , ec.  Ciò  però  non  ha 
luogo  nel  caso  di  u—<p(x)  = o,  perchè  allora  x è costan- 
te (821)  ed  essendo  nulla  la  differenza  dx  e tutte  le  sue 
potenze,  non  e di  necessita  che  1q  sicno  i lor  coefficienti . 

86j.  Dunque  con  «=10,  supposte  tre  sole  variabili  e 
portando  le  differenziazioni  fino  al  second’  ordine  inclusi- 
ve, avremo  le  cinque  seguenti  equazioni  generali,  che 
tutte  sussisteranno  insieme  con  la  data . 


Altre  quattro  equazioni  si  avrebbero  differenziando  u- 
na  terza  volta,  e queste  in  una  quarta  differenziazione  da- 
rebbero luogo  ad  altre  cinque  ; onde  portando  fino  all’ 

nim0  l’ordine  delle  differenziali , si  otterranno  («-+ 

— I equazioni  di  questo  genere,  che  tutte  dovran  sussiste- 
re insieme  e con  la  proposta  . Si  aumenterebbe  questo  nu- 
mero fino  ad  ( n -+  I ) ^ — I 8e  si  avessero 

quattro  variabili  , e diverrebbe  (n4l) 

(n-+m — I \ . . 

j — j — I qualora  se  ne  avessero  m:  espressione, 

che  facendo  successivamente  n=j,==2,  = 3,  ec.  si  can- 
gia assai  facilmente  nell’ altra  più  comoda  m 
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^ m -4-  r i I ^ — x > or  tutte  queste  equazioni  e le  infinite 

combinazioni  che  posson  farsene,  si  chiamano  equazioni  a 
differenze  parziali , mentre  le  altre  du  — o,  d u — O , ec. 
chiamansi  equazioni  difìcrenziali  esatte  o semplicemente 
differenziali . Si  adopran  molto  vantaggiosamente  nella  Geo- 
metria più  sublime  per  eliminare  in  parte  o tutte,  le  co- 
stanti , che  in  una  data  equazione  posson  trovarsi  comun- 
que combinate  con  le  variabili . 

Esempio  1°.  Sia  **-+■  ay%  •+  c(y  -+■  * )*•+■  f — ° » avremo 
dunque  u = **  ■+  ay*  -+  c (y  -+  z )*  -+  r , e in  conseguenza 

(È)  = 2a’©  = 2^^2c(>^5),©=2c(^‘)sva* 

lori  che  sostituiti  nell’ equazioni  genetali  I*. , 2*.  daranno 

* ( 5" ) ■+a>‘+'c^‘+*)  = 0,'x ( ) •+  c (y ■+  B ) = 0 : 0B 

da  queste  e dalla  data  facilmente  si  ha**  — * jjs  ■+> 
-+  r = o , ove  non*è  traccia  alcuna  delle  costanti 

a,c  che  si  trovano  nella  proposta. 

Esempio  II8.  Sia  ( az  — b)x-¥{cy — e)  ■+  ( gx  hy 
= o , avremo  *i  = ( az  — b )*-+-(  cy  e ) •+  ( gx  ?l)  » 

c Jl  ’ul  (i&)  = aj — 


/ dxu\ 

. /d*H\ 

(io 

If 

II 

= 2°  ’(*?)  = 

Sostituendo  dunque  nell’ equazioni  generali,  si  avrà  c(cy 

• )-»•*(**  — M(-)  = O , a{az—  b)-yg{gx  — h)X 


* (SO  **<*-*>  (ss) — ■ + : “*  ©'■* 

giXK  — h)^  *}=  O,  dalle  quali  unite  alia  prima  si  ha 
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= q,  senza  alcuna  costante. 

868.  Apparisce  intanto  assai  chiaramente  dall’esposto: 
1*.  che  esigendosi  nella  Teorìa  dell*  eliminazione  un  nu- 
mero d*  equazioni  al  più  eguale  , ma  non  mai  maggiore 
di  quello  delle  quantità  da  eliminarsi  -+■  I , un’  equazione 

differenziale  dell’ordine  n,im°  fta.  m variabili  potrà  conte- 


. T /m  1\  //»-+•  2\  / m-\-n  — i* 

nere  un  numero  N = m j j .. . . ( 

— t di  costanti  meno  dell’  equazione  finita  da  cui  deriva  . 
Così  nel  1°.  esempio , in  cui  m = 3 , n = i , ed  N = m — t 
= 2 mancano  appunto  nella  differenziale  finale  due  costan- 
ti. In  qualche  circostanza  posson  mancarne  di  più,  come 
nel  2°.  esempio  , ove  essendo  m = 3 , n = 2 , si  avrebbe  N = 

m (m-t- 1 ) , .... 

—  - — 1 = 5,  mentre  le  costanti  eliminate  son  sei: 

2 

se  ne  intenderà  facilmente  la  cagione:  2°.  Che  la  scelta 
delle  costanti  da  eliminarsi  e di  quelle  da  rilasciarsi  es- 
sendo arbitraria , da  una  stessa  equazione  finita  posson  de- 
rivarsi molte  equazioni  differenziali  di  un  ordine  stesso  e 
indeterminatamente  differenti  fra  loro  in  ragione  delle  co- 
stanti eliminate  nell’ una,  rilasciate  nell’ altre.  Così  nel  t*. 
esempio,  se  si  fosse  eliminato  r in  luogo  di  a,  avremmo 

.,  = °. 

869.  Ma  passiamo  ad  altro  genere  di  equazioni , e si 
abbia  in  primo  luogo  «=  p [ x ) ,y  , 2 , ec.  ] = o ; sarà 
qui  pure  a:  funzione  di  y,z,  ec. ; onde  posto  per  brevità 

/(*)=/•,  avremo  if=  ( 850  ) (£),<*  = (^)[(^)-0'  + 

— - [(!•)(£)(£)  - ©] 
ilz  -+  ec. 

8xo-  Si  abbia  in  secondo  luogo  u = p [f(p  , ? ♦ ec.). 
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X ,y  , e , ec.  ] = o , C Si  suppongano  p , q , ec.  funzioni  di 
X,y , s,  ec. , sara  come  per  I’ avanti  x funzione  di  y,z, 

«o.,  quindi  l863,^=[(^'|(^)  + (i')]d,  H.  [(£)* 

©-©]*—.  — KSXtP  * ($)J*  - 

UjOCls  ) H*  (yD]fZz  ’+ ec' : onde * poichè  fatt0  f(p 5 1 * 

c/  F 

ec.  ) = F,  si  ha  tiF  = ( — ^ Jp -t- ^ j •+ ec  , avremo 

d“"iut  * = (*vf  - -*■  ©* ■+ (tv*  -* 

«•  - {(*)[©(£)©  - (gx$)  - ©£)* 

{©osxa  - (f)  o - © © © - 

.S71.  E qui  pure  avranno  evidentemente  luogo  i teore- 
mi già  dltJVosfran  (866j  rapporto  all'annullamento  di  cia- 
scuna  differenziale  si  parziale  che  esatta,  al  numero  dell’e- 
quazioni  che  posson  dedursene  coesistenti  alla  proposta,  e 
all’  uso  che  può  farsene  per  eliminar  le  costanti  . Ma  nel 
caso  attuale  è di  maggior  vantaggio  adoprarlc  in  eliminar 
la  funzione  indeterminata  F.  Sul  che  è da  osservarsi  che 
1’  intera  eliminazione  di  questa  quantità  dipende  da  quella 


dei  coefficienti  ’ (7“)  ’ ec- 5 dei  quali , supposte 


r le  funzioni  p , q , ec.,  se  ne  hanno  manifestamente  r -4- 1 
in  ciascuna  equazione  del  primo  ordine;  il  doppio  o 2(r-t- 1 ) 
in  quelle  del  secondo  , ove  oltre  quanti  ne  sussistono  nel 


primo  si  trovano  i lor  derivati  (jjp"»)  ’(j^)  » ec- 5 3 (r_4‘ *) 


in  quelle  del  terzo,  c nfr+l)  in  quelle  del  n 1 • In 

conseguenza  , poiché  il  numero  dell’  equazioni  deve  supe- 
rar quello  delle  quantità  da  eliminarsi , con  le  sole  equa- 
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lion»  differenziali  prese  lino  all’  ordine  n potremo  eli- 
minare i coefficienti  della  forma  (j|f)  » (“^)  * (^)  * eC* 

ogni  qualvolta  il  numero  tn  (^)m 

— | jejj»  equazioni  ( 862 ) «i»>a(r4  l)i 
Si  eccettui  il  caso  di  n = l , nel  quale  basterà  avere  m — 
I > r , ossia  nt  > r -4- 1 , perchè  Qjjj)  va  unito  come  fat* 

core  di  prim’  ordine  ai  coefficienti  ’Cjq)’ CC*  * ,T,n,sce 

con  loro.  Del  resto  eliminati  questi  coefficienti , con  la  data 
econ  una  qualunque  delle  trasformate  elimineremo  anche  F . 


APPLICAZIONI  DEL  CALCOLO  DIFFERENZIALE 

Sviluppo  delle  funzioni  in  sene . 

822.  Sia  n = p(*)  e debba  svilupparsi  questa  funzione 
in  serie  ordinata  per  le  potenze  di  x . Supporremo  u = 9 «4- 
q>x  q"x'  .+.  q'"x>  -4.  ec. , e in  primo  luogo  i coefficienti 
ec.  saranno  tutti  indipendenti  da  x ( 828 ).  Inoltre 
se,  fatto  x = 0,  « si  cangi  in  u'  sarà  il  ptimo  termine 
$ = u'(828. 1°).  Infine  successivamente  differenziando  pre- 
sa dx  costante  ai  avranno  1’  equazioni 

-=q'-b  2 9"*  -4-  •+  49,T**  ■+  59*** •+  «e. 

dx 

— , = i . 29"  -4-  2 . 33'"*  -4*  3 . 43' V ■+  4 . 59**’  •+  **» 

dx 

I’t  = 1.2439"'  -+  2.3.42'**  ■+  3-4-5fT*‘  -+  ec-  $ ed  in  generale 

dx* 

=3  1.2.3 r«3^  -+  2.3.4  •..(«-►  I ) 9^n"4*  * ■+  CC 

dx • 

e fatto  generalmente  »*ao,  dalla  primardi  queste  serie 
et  otterrà  9'  = ^ , dalla  seconda  3"  = > dall*  terza 

. ii«M  f/j)  d*a 

q"‘  *= , e in  generale  dall  n 9'  * — — , ,y, 

* 2 . 3 dx1  * 8 2.3. ..(n)d*® 

. du  d*n  dnu  . 

purché  anche  nei  quozienti  — , » ^4  •*  ponga  *B®< 
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Sia  dunque  u = sen  x , sarà  9 = 0,  — = eoa  x , —l  aa 

, dx  dx 

_ </’m  d*n  dfu 

*e«  * , = — cot  x , — - - = sen  x,  = coi  x , ec.  ; ondo 

ai’  da . dx' 

posta*  = O avremo  9'  = j , 9"  = o , 9'"  — , g'T  s o , 

. 2.3 


I 


- « ec.  e quindi  sen  x — x- 


9f  = 

9-3-4-5  * 2.3  2. 3. 4. 5 

ec. , come  giù  si  sapeva  (628.56*). 


rf5« 


Sia  u = #* , avremo  9 = «°  = j , ; 

dx  ' dx * 


e* 
e , 


— «' , ec. , e in  conseguenza  g'  ss  e°  *=  1 , 9"  a £ , g' 


dx* 

jfZ  » 9*  — — » ec.  ed  a'  = 1 -+  x-f  _f H 

3-3  2.3.4  , 2 2.2  2.21 

«.(308).  04  ; 3 ~°4 

Sia  u -^/(a'—x*) , dunque  9 = 0,^* 

«•*  V(a  A'  ) 


— a*  d’u ga** 

da:'  ^(a1  -**)»’  dx1  ^(a'  ~ *‘)f  ’ d*4  “ •“ 

«■  > ”"J'  j'-o.j”— -L  ,,'"=0,  }"= 

TTS»’  « 

(156).  Si  noti  che  qualora  lo  sviluppo  per  le  potenze  cre- 
scenti della  variabile  sia  di  sua  natura  impossibile,  avre- 
mo dei  resultati  o assurdi  o per  lo  meno  insignificanti  : tale 

è il  caso  di  u = logx  , per  cui  si  avrebbe  9' = 00,9"= 

30,9'"  =00,  ec.  Perciò  quell’ avvertenza  che  vedemmo  s) 
necessaria  nel  comnn  metodo  dei  coefficienti  indetermina- 
ti (274)  n<>n  ha  qui  luogo  : il  che  rende  questo  secondo 
processo  sommamente  più  sicuro  e più  prezioso  dell’altro. 

873.  Ma  torniamo  alle  applicazioni,  e sia  più  in  gene- 
rale u = <p  (w-t-x):  avremo  gs=p(w),  e (844)  ^ = ©^(w 

dx" 

Sn\ 


-t-  a; 


).  Dunque  (872)  9^ ™ ~ 


1-2.8- 


=(844) 


d'p(v) 

1.2.3 ...  ndu"  * 
purché 
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purché  ti  assuma  costante  dw(82Ó).  Perciò  cangiato  per 

semplicità  p ( u ) in  <f> , avremo  p(  w -p  a.  ) = p -+  . x 

aw 

<J*©  d}p 

■+  ^ -+■  ec.  Cangiato  x in  — x , sarà  p (w — x) 

dp  d'p  , d*P  , , . 

= p . x h , .x  — — -+ec. , onde  in  genera* 

du  a 2 zdu' 

. , . ^ dp  d'p  - d’p 

le  p ( w i=  x)  = p ±=  -=.  x ■+  — ±= — . x » -+  ec. 

dw  2dw  2.3dM* 

Teorema  celebre  di  Taylor,  che  dà  il  valor  di  una  Fun- 

zione qualunque  p diti),  quando  w vi  c aumentato  di  tfcrr  or . 

Per  vederne  la  verità  in  un’  esempio  semplice , sia  p = 
ui1  — aw  -+  I e si  cerchi  il  valor  di  questa  quantità  sosti- 

. , , , dp  d'p 

tuendo  m4|  ad  «,  Avremo  x — 1 , — =21*1  — 2,  — • = 2, 

dui  diti 

d*p 

— , — o,  ec.  ; dunque  p si  cangia  in  w*  — 2w-+-l-f2«  — 

2-4-l=<a*,  il  che  è evidente. 

_ . dp  m — I d'p  m<m — 'i) 

Sia  © = ww;  dunque = mui  , — - - X 

du>  2dur  2 

m — 2 , m m m — 1 m ( m — 1 ) 

w , ec.  e ( « ±=  x j — ui  ±r  «ini  *■  H X 

' 2 

«•"- Vfctc. 

874.  Sia  p = 1>U,  sarà  = , tL-^>1z=zb<Jl'b  , = 

d u>  dui  d ur 

£ 1‘  b , tc.  t b — b ( 1 ±z  xlb  -t fc h ec.  ) . 

2 2 3 

875.  Sia  p un  arco  il  cui  seno  è ni  , che  indiche- 

« . dp  i d'p 

remo  con  p = A seri  « ; dunque  u = sen  p , ~r  , — - =* 

dui  cosp 

seri  © d’©  t -4-  2 sen'p  , . x 

— jv»Ti= e A ic”  (wi=*)  = ?>  t — 

cos’P  dur  cos5,P  co*<p 


a:  sen  p 


±=  ec  = Al 


2 con*©  ^/ ( 1 — w*  ) 2 V ( I — w1)* 

ec.  Troveremo  egualmente  A cw  (u  ±:  *)  =:  A cns  u q: 

* «vi* 

v— — 7-1=4  ec.  Queste  serie  sono  atrissi- 

y(  1 — u*1  ) 2v(i— “V 
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me  a calcolare  1*  arco , che  corrisponde  a un  seno  o co- 
seno dato.  Preso  dalle  Tavole  l’arco  più  vicino,  la  diffe- 
renza del  suo  seno  w dal  dato  renderà  x piccolissimo  , e 

si  avrà  l’arco  cercato  aggiungendo  ±=  w*  _ tee. 

cor  p 2 cos*p 

a quello  il  cui  seno  è <* . Osservate  1°.  che  la  serie  è sì 
convergente  che  i due  primi  termini  danno  i minuti  quinti 
in  circa:  2°.  che  l’arco  è espresso  in  parti  del  raggio,  e 
per  ridurle  a secondi , a terzi  , ec.  bisogna  dividerle  per  la 
lunghezza  dell’arco  di  i",  l'",  i'T,  ec.  (522),  posto  il  lo- 
garitmo dell’  unità  = io  : il  quoziente  dà  i secondi , e di 
qui  i terzi , i quarti , ec. 

876.  Facciamo  P = sen  u , onde  — = cos  w,  ^ = — 

d'j»  dux 

d'p 

Stn  W ’ duP  — COi  w * ec'  » * ssrà  sen  (w  fc  *)=  seri  w t 
x%  l'1 

a-  cos  w ■ — — sen  w — cos  w -+  ec.  Parimente  si  troverà 
* 2.3 

i , 

cos  l w * ) = cos  sen  u — — cos  w fc  — sen  w ec.  ; 

3 23 

,a»s 

cos  COS* U)  2 cos*  u 

877.  Si  supponga  adesso  u = <p>  ( a- , y ) , c vogliasi  Io 
sviluppo  di  questa  nuova  funzione  in  serie  ordinata  per  le 
potenze  e per  i prodotti  di  ciascuna  delle  due  variabili 
x,y.  Porremo 

(0,0)  (,,»)  (,<,«)  , ("«,•)  ( 'V  8 ) . 

— q -+q  x -+q  x -+qK  ’x1  -+qK  'x4  -+ec. 

■+9  >-+-5  xy  ~¥q  ' 'x*y  -+qK  ’x'y  -+q  ’x*y  - 4-ec. 

(*,")  • (vO  1 - . f/v,  A 

- +q  y ■+  gv  ’x y -\-<f  ’x  y -¥q  ’x *y  -+y  '*4jr  -Fec. 


ove  il  primo  indice  di  q è in  ciascun  termine  relativo 
all’esponente  di  x,  l’altro  a quello  di  y . Se  ti  si  cangi 
in  11'  quando  vi  si  pone  x=y=i  o,  sarà  al  solito  (872) 

9 ’ ^ = u' . Inoltre  se  si  differenzi  n volte  per  x,  suppo- 

sta dx  costante , e si  faccia  in  seguito  x = o troveremo 
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e se  si  differenzi  questo  valore  n‘  volte  per  y , supposto  dy 


<£)— 


costante /e  si  ponga  dipoi  y = o,  avremo 


/ ,n-4-n  \ 

(i = 

\4lx-dy"  / 

. (n,n  ) _ (n,n') 

I . 2 • 3».  • • n • l • 2 . 3 . . . . n'q'  Dunque  q = 

! (*  “V  purché  in  . . . 

1 . 2 . 3 • • • . « x I . 2 . 3 . . < i • n'  \ilx  dy  J 

/.«  -4-  «’  \ 

I “ j a differenziazioni  finite  si  ponga  x — y = o. 

\dxmdy9'  ) 

Nei  casi  di  n o n'  nulli,  ove  si  avrebbe  t^°,n  ^=<x, 

3^n’°)=*oo,  noteremo  che  i coefficienti  di  tal  forma  ap- 
partengono solo  alla  prima  colonna  orizzontale,  e alla  pri- 
ma verticale,  nelle  quali  non  vi  è che  lo  sviluppo  di  p (x) 

e i\  p(y).  Saran  perciò  (872)  5/  ” ’°^  = — 

q °,n  ^ = ! . Perchè  dunque  il  trovato 

/ v 

valore  di  q ’ possa  supplire  ancora  a questi  due  casi  , 
bisognerà  sopprimere  nel  denominatore  l’uno  o l’altro  dei 
fattori  I . 2 . 3 . . ■ n , 1.2.3.../»'  quando  n o ri'  son  nulli . 

878.  Proponghiamoci  per  riprova  insieme  e per  esem- 
pio di  tutto  questo  lo  sviluppo  di  u = ( x -+  y )m . Trove- 


remo 


(n-+n  \ 

* “)  = 

dx'dy"  J 


m(m— i)(m  — 2)....(m  — n-i-|)X 


( in  — n)  (m  — n — I ) ( m — n — -2).  ..(ni  — • n 


OX 


g m — t 

durre  qn,n  ^ 


, ove  dovendo  farsi  x=y  — o per  de- 
è manifesto  1*.  che  il  valor  di  (jr>,n  * sarà 


nullo  in  tutti  quei  termini  , ove  non  lo  sia  1’  esponente 
m — n — n',  o nei  quali  la  somma  s + n'  degli  «pici,  e 
per  conseguenza  quella  degli  esponenti  delle  due  variabili 
(877)>  non  eguagli  il  grado  m della  potenza;  il  che  ri- 
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- , . . . , (w,o)  „ (m- m — I 

duce  subito  la  serie  ad  u = 5 x •+  2 a-  y -+■ 

(f  9 Jx  y*  -+  ec.  2 . Che  nel  testante  dei  termini 

J \ ■ ( S j s | 

dovrà  aversi  <j  

mlm  - I )(m  * 2;..(w  • n-M  )(m  - n)(«i  - zi  - 1 )(»i  - n-3)..(wa"n'-n) 

1.2.3 n . I . a . 3 n' 

.»  ..  («,«') 

o piu  semplicemente  q — 

m ( m — ! ) [m — 2) 3-2  t < _ 

1 1 2 per  essere  m — n — n = o , 

1.2.3 «.1.2.3 « 

e perciò  = 1 1’ ultimo  dei  fattori 'nel  numeratore.  E poi- 
ché in  forza  poi  dell’equazione  medesima,  sen'=o,=  t , 
= 2 , ec. , sarà  n — m , — m — 1 , = m — 2 , ic. , si  ha 


(m,  o)  ( {m  _m(m  — 1 ) 

5 —1,9  =m,9  — — > ec* 

2 

_ «1  — 1 m ( m — l)m  — 2 1 

que  « = r+«t  ^ h ’x  y •+  ec. 


dun* 


879.  Che  se  in  u = p (x  ,y  ) si  cangi  * in  x ■+  u,y  in 
n -4-  n' 


^-4-9,  sarà  = (829)P'rt  ¥a  *(«  ■+  w ,y  -f-  6) . 

_ / *>  \ ( ^ ^ /2  ) 

Fatto  adunque  x — y = o avremo  ( 877  ) q = 

' - )(«.6)  = (8-9) 


1.2.3 


« x 1 .2.3, 

t 


(^V^i)Vperciòpo- 

. ..«'  \ du>*Mn'  J 


1 .2.3  ..  . «X  I .2  3 ...n'  \ dusndhn 

nendo  per  più  semplicità  p(w  ,(t  ) = p , e sostituendo  a- 
vremo  ( 87;  ) . 


x( 

dp  \ 

+ JÙJ 

d't>  \ 

1 -4- 

/ d'p  \ 

\ 

. d*  ) 

■ d->x  > 

1 ^ 

2 3\  dui’  / 

r d*p  > 

\ x'y  ( 

■ d'p  > 

i H- 

*'?  A Vp  \ 

v dudb  j 

) + T\ 

. dù^l/8  > 

H 

2.3 Vdw’dei 

2 

: ( 

d‘t>  > 

2 2 

1 . * •»/ 

• d4©  > 

1 — L. 

«Va 

\ 

, ducili1  > 

2 . 2 ' 

. c/ui'dft1^ 

2.3.2  Vdw’dSV 

ec. 
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88o.  Con  metodi  eguali  ai  precedenti  si  detenne* 
rà  lo  sviluppo  di  « = <p  ( x ,y  ,z  ) , = <p  ( * ,y  , z , w) 


..  ..  f-f -+£*-*•  hx*-t-  kx*  H-ec.  )" 

Ma  quello  di 


si  otterrà  m\* 


(/'  -+  g'x  -+  h'x*  yl-  k'x ’ -+-  ec.  ) 

..  , (f-i-!rx-i-hx1-^kxì-¥ec  )m\ 

to  più  prontamente  ponendo-^-- — — — - ; s 

r r U -+g'x-+h * ;-*-**  -+ec  ) 

F Gx  -+  Hx*  ■+  Ki’  -+  L *4  -+.  ec.  : poiché  fatto  secondo  i 

f" 

solito  ( 812)  * = o,  sarà  F = 4^ . Quindi  applicati  i legai 

ritmi  a tutta  l’equazione,  differenziando,  moltiplicando 
in  croce  e riducendo  a zero  si  avrà  : 

//G-+  «fi'  Fi 

-mfgff 

2ff'H  ■+  ( n -+  t ) fy'G  •+  2n/h'F  J 

— (ni  — 1 )f'g  G -+{n  — m )gg  F > = O 

— - 2mf’hFj 

-+i)fh'G-+  3n/*'F 

— (/n  — 2 )fg H -+(« — m -+ 1 ) gg G -+  (2n — m)^h'F 

— (2 ra  — l)/7iG-|-(n  — 2m)g'h$  ^ = 0 
— 3 m/'AF 

ec.  ec. 

con  legge  assai  manifesta.  Che  sen  = o,  avremo  l’evolu* 
zione<det  polinomio  ( f-t-  g*-t-  hx*  -+  Jt.v  * -l-  ec.  , e s’in- 
contreranno per  F ,Cì  ,H  , ec.  i valori  già  dati  altrove  ( 157  ) . 


Soluzione  approssimata  dell ’ equazioni  . 

881.  Sia  * = fy  ■+  <t  ( x ,y)  e si  voglia  dato  pernii  va- 
lor di  Far  funzione  qualunque  di*.  Fatta  s = * — Q <x  ,y) 
— fy  e z = x'  — p ( x',y  ) — fy  ( x'  è un  valore  arbitrario 
di  * 1 , sarà  z = o , z ciò  che  diviene  z se  vi  si  cangi  * 
in  x',  e reciprocamente  sarà  z ciò  che  divien  z se  x'  vi 
si  aumenti  di  * — x' . Pertanto  dal  Teorema  di  Taylor  a- 

vremo  ( 873)  z = 0 = *'  -+  (x  — x')  £ (*  — *')* X 
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-+  ( x — -4- ec.i  onde  invertendo  U 

eie  potremo  itabilire  ( 292  ) * — x'  = P ■+  A*'  -+  Bs'*  •+ 
t'*  -+ec.  e Fx  ai' -+  bt!*  -+  c%‘ * -+.  ec. , ovvero  Fx  = 

.t'-f  o*’  •+  bz'x  -+  c*'1  -+ ec. , giacché  s'=o  = s dà  x = 

' c p = Fx  = Fx'.  Quindi  se  si  ponga  per  comodo  Fx'  = 
' c p(x',y  ) = p',  e «i  differenzi  in  seguito  per  x' avremo  . 


■ = ■ ■ (£0 ■* {£) * *“'■(&)  ■ k 
<£)-  ••(£)-  --(5) 


-f  ec. 


d’onde  i valori  di  a,ò,c,  ec.  (273),  dai  quali,  poiché 
ec. , si  dedurrà  facilmente. 

rd'F'x 


e^/£F 

2 Wx 


•I 

r) 


**■(&)  ©a 


-4-  ec. 


— ec. 


2.3W*'1  ) 

Ora  *'  é arbitraria  come  lo  è x',  da  cui  dipende:  può  dun- 
que eguagliarsi  a — p',  e allora  avremo  manifestamente 

e «v  fdF\  . i/rffrWh  I /'<f*(0'5rfF')\ 

F*  * F » U?)  ^ H“5?-  ) + + ec’ 

882.  Quanto  ad  F'  e p , esse  sono  ciò  che  divengono 
Fx,  p(x,y)  postovi  x in  luogo  di  x;  c siccome  s' = 
— p dà  x'  = fy , si  avran  dunque  F'  c p’  ponendo  fy  in 
luogo  di  x in  Fx  , p(x,y)i  nel  qual  caso  é manifesto, 
che  fatto  nel  secondo  membro  Fx  = F , p ( x , y ) = p , 1’  e- 
quazione  precedente  può  anche  mettersi  nella  seguente  forma 
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condizione  che  a differenziazioni  finite  ai  ponga  nei  se* 
condo  membro  fy  in  ldogo  di  x . 

883.  Se  per  altro  fy  — y e p = px  , si  avrà  senza 

condizione  veruna 

F*  F > h-  . jfe  -f  £L»>  • d*>  U »>.:<”>  > h-  ec. 

dy  2dy*  2.347* 

elegantissima  formula  dell’  insigne  nostro  Italiano  La-Grange  ; 

e se  di  più  Far  = * , nei  qual  caso  = l , ai  avrà  . . „ 

dy 

d(  ©*v  ) d*(  o’>  ) d!(p4v)  . 

* = > -+  <p>  -+  — j -'H-  — ~t-  -+  - , i -+  ec, , cioè , 

2 dy  2.30(7  2.^.^dy‘ 

fatta  $7  = ^,  py~p',  e presi  otto  soli  termini, 

* = $>'*-*.  $>'»  -+  ip'4  -+  p,f  ■+  *+  p'1  ) 

•+  ^ <pa<p"  ( IH-  30-4-  $0  * -+  I Of>'  ’h-  1 5^'4  -f  2 1 p'1)  ^ 

■+-^0,0'"(  »-M0*-4-  ■+359'4) 

•+  à 0 » 00'’  ■+  0"*)(  1 ■+  50'  -4-150* -4-350  ») 

•+  ^ 04  ^ 00¥  -+•  50"o"'  )(  » •+  6*>’  -+ . 2 1 $'*  ) 

+ JJP’  ( ~ *V'  -4-50V*  •+ 1 *o""-+ooV)(i  -4-70') 

^24  ^ ******  *+  — ,00  0 -4-  rgOO  0 ) 

884.  Sciogliesi  da  questa  formula  per  approssimazio- 
ne P equazion  generale  o ==  a ■+  bx  -4-  c**  -+  dx1  -+  ec.  di 
qualunque  grado  m , che  divisa  per  b e fattovi  y = — 

a ^ cjr*  ■+  dx1  -+  ec.  ...  , „ . 

— ,p*=*  — — . , diviene  della  forma  x = y-v 

b b 

par . In  tal  caso  dovrà  farsi  py  = — -+ dy  -+  e^y  ^ e a 

6 

operazione  ultima  porsi  y = — — . Se  per  esempio  m = 2, 

b 

y cJf*  cy% 

sarà  £*  = — ,epy=z  — -i~  . Sostituendo  dunque,  dif- 

b b \ 
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ferenziando  e ponendo  infine  y — — , troveremo  x = — 

b 


a *c  4 aìc3'  5 • 6a4c* 


ec.  Si  vedano  !e  note  IX  , 


b b * 2ÓS  a 3&7 

X,XI  alt’ equazioni  numeriche  del  citato  La»  Grange,  o- 
ve  questa  materia  é diffusamente  trattata  . 


Rotti  i cui  termini  si  riducono  a zero  . 


885.  Si  ttovan  talvolta  deli’  espressioni  algebriche  in 

forma  di  rotti , che  si  riducono  a — , come  - — quan- 

o x — a 

do  * = a . Questi  resultati  apparentemente  indeterminati 
son  suscettibili  di  valori  determinati , ed  ecco  dei  metodi 
per  trovarli  . 

p - 

Sia  — il  rotto  di  cui  si  tratta,  ed  vii  valor  richiesto: 

Q 

P 

sarà  — = y , e di  qui  jQ  — P = o ,^dQ  •+  Qdy  — d?  = o ; 

jp 

ma  per  ipotesi  Q = 0 , dunque  y = — . Che  se  anche  da 

d Q 

questa  nuova  espressione  del  rotto  risulti  — , si  tratterà 

d'P 

come  1’  altra,  e ne  avremo  y = JTq:  c *IU>  ne^  CaS0  mc“ 

. • d» P „ . . . d"P 

desimo  y = . Sara  dunque  in  generale  v=  — -,  es- 

J d’Q  d Q 

sondo  d"P , d"Q  i primi  differenziali,  che  non  svaniran- 
no nei  casi,  che  rendon  nulli  P ,Q.  Ècco  gli  csempj  . 

x1  - 

I.  Cerco  il  valor  di  — ■ quando  x = a . Qui  P = 

x — a 


xl  — a ’ , Q = x — a\  dP  — -ixdx , dQ  = dx  ed  y = 


2 xdx 


2x  = ìa . 

II.  La  somma  della  progressione  : x*  ...  x"  è (259) 

* n —4-  | • 

* — * _ , , (n-Hjx"dJ r — dx 

— — , e quaudo  Jf  = i , sara  y = = n. 

x — l dx 

III.  Sia 
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3 

. •J{1aix — x*  ) — ay/a*x 


ed  * =s  a . Avremo  y a= 


a — y'ax* 

{a1—  2xt):s/{2aix  — *4)— ^4-,  , , 

3 = — a)=  —a. 

— 1^/JL  3 3 9 

4 x 

IV.  Differenziata  1’  equazione  » x* -4- x"  := 

^71  -f-  I ^ ^ 

i -,  si  divida  per  — everrà  x-j-2»* -4-3x,-4-...nx"  =s 

x — I » 


* *4-  A'  («*■—  n — i)  o , „ ,, 

* — . — — , quando  x = I . Dunque  alla* 

(*—  o 

..  1 -4-  x"  ( nx  ( n -+•  2 ) — ( n *4- 1 )*  ) o 

**  y i — — — : ma  passan* 

2 (x—  I ) O 

do  ai  differenziali  secondi  si  avrà  y = 


«(n-4-!)x  *(n(x — ! ) -4- 2x — 1)  n(n4l) 

-, — — • 

386.  Ma  se  P,o  Q o ambedue  insieme  rappresentino 
un  radicale,  a qualunque  numero  si  spingano  le  differen- 
ziazioni  non  potrà  mai  eliminarsi  la  quantità  sotto  il  se* 
gno  (832.3*),  che  si  suppone  andare  a zero  o in  P o in 
Q o in  ambedue,  e che  per  conseguenza  , trovandosi  o in 
qualità  di  fattore  o di  divisore  o dell’  una  e dell’  altro  in 
ciascuno  dei  nuovi  rotti,  gli  renderà  tutti  o nulli  o infi- 
niti o sempre  eguali  a — . Osserveremo  adunque  per  que- 
sti casi,  che  essendo  P=c,p(x),  Q = p'(x),  si  ha  sem- 
pre dP  = p(x  -4-  dx)  — <p(x),  dQ  = p'(x-f-dx)  — p'(x) 

( 824  ) 1 ed  y = jiJ . Ma  p ( x ) , P\  x ) si  sup- 

p ( x-t-rfì  ) — p (x) 

pongon  nulli,  dunque y = A c;0j  basterà  porre 

(p  \X  *4“  dx  ) 

x -4-  dx  in  luogo  di  x , e quindi  o la  semplice  riduzione, 
o lo  sviluppo  del  radicale  in  serie  portato  fino  a quella 
potenza  di  dx , che  non  si  distruggerà  da  se  stessa,  darà 
il  valore  richiesto  di  y , Così  nel  caso  di  y = 

V V 
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l(1a%  — 3ax  -f  x’\ 

/y'  ^ — j con  * = a , avremo  jr  = 

/(Za1  -3a(x-bdx)-+(x-+dxf\_  „ , , 

Vv T=^-^T~‘ V(o-Ja)=V«. 

Cunie . 

1Ó7  ^87.  ,^‘a  corva  qualunque  AM  = * con  I’  ascissa 

AI*  =x , l’ ordinata  PM  =.  y , la  tangente  T M = t e la  nor- 
male MN  = n\  e debban  determinarsi  r , »r  e inoltre  la  sut- 
tangente  PT  e la  sunnormale  PN  Condotta  pm  infìntra- 
mente  vicina  ad  MP,  cd  M r parallela  ad  AP , avremo 
j\1r  = P/>  = dx  , mr  — dy , Mm  = Js  = y/i  dx2  -+  dy2  ) , e 1 
simili  Mmr.TMP  PMN  daranno  Mm  : mr  : Mr  : : TM  : PM  r 
PT:  : MN  :PN  : PM  , emè  dt-.dy.dxi :t  :y  : PT  : : n:PN  :y. 

Dunque  t , n , PT  PN  Con  ciò 

si  avranno  i vajori  di  queste  linee  in  ogni  curva,  che  ab- 
bia le  ordinate  iettangn|e  f e l’origine  delle  ascisse  al  ver- 
tice sol  ihe  dalla  sua  equazione  differenziatasi  deduca  il 
Valore  di  ciascuna  torinuia  d iff\  rcnzia’.e  , Ecco  gli  esempi* 
888 . Nel  circolo  y*  = — x‘.  Dunque  ydy  1=  dx  (a  — 

*),  e perciò  PN  = a _ x PT=^  = -^L_  ; d,  — 

dx  dy  a — .v 

^dx'  + dy')=xdx<h+d/-\=aA = onderà 

V dx  / y a — • x 

yds  ay  yd< 

—  5 , /1  = <—-  = a , come  già  si  sapeva  ( 4-8  ) • 

dy  a—  x dx 

88y.  Nella  parabola  y2  — px , e lyiy  — pdx  , dunque 

ydy  p ydx  > . . ydv  nix 

— ~ = — , . — = 'ìx  (7^1  ) . In  generale  - •= — sesta 

dx  1 dy  0 dy  n 

m n m — n . 

y s x a , equazione  che  suol  denominarsi  alla  fa- 
miglia delle  parabole  se  m , n son  positive  , a quella  dille 
iperbole  se  n sia  .negativa,  e che  diviene  alla  parabola 
Apolloniana  , n ordinaria  se  m = 2,  n = I , alla  parabola 
cubica  prima,  seconda  ec. , se  con  m = 3 gian  = l,=2  cc. 

8j>».  Nella  logaritmica  jr  = hlogy  ( 788) , dx  = , 
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cd~ — — A J cioè  la  suttangente  eguaglia  il  modulo. 

891.  Nella  Quadratrice  preso  per  asse  CD  (793),  • 

c 

fatto  OD  = x , MO  = y , e cangiate  perciò  nell’equazione 
(792)  a-  in  1 — y,y  in  -L  — x avremo  — — X—y  tang  e(l  — 

>)•  Quindi  dx ;a  — dy  tangc(  I — y)  4- 


FIO. 


142 


cydy 


, eia  sut- 


COl*C  (_  1 — y . 

tangente  OT  =^-— = — ytattgc{\ — y ) -+  _ c^* 

*0*  «•**«.  j 1 — j ) 

Per  conseguenza  CT  = CO  -+  OT  *c  - -+■  OT  = 

c * 

—>zZ  ---/)•  0,3  VB  U«C(|  -,)):BCt  l)::OM(;)! 


MC 


: r r-  Dunque  CT  = e.  CM»=  (793)  ~ . 

COic(t y)  1 ' ky°  ' CQ 

8yi.  Nella  Cicloide  ove  y = PM  = ( 790)  u -+  seri  u, 
ed  a.  = P8  = si-n  v.  u oppure.?  = au  -+  a ten  u , ed  x = a sen  v u, 
se  il  circolo  genitore  sia  del  raggio  0(522  609),  avremo 

in  quest’  ultimo  caso  u = are.  seri  v.  * e Saia  dy  = dii  la  -+ 

a 

• cos  u)  = du  (20-  *)(6l  0.4*.*)=  l839  2*)  = dx 

xWax  — x*) 

— . Ma  se  si  prendan  1’  ascisse  sull’  asse  Aa  e si 

x 

faccia  AF  — *,  FM  =y,  si  cangei'a  dx  in  — dy,dy  \n  — dx. 
Za—  x in  y ed  „ein  la  — y , e saia  dy  — dx\/ altra  e- 

. _ * y 

quazione  differenziale  della  cicloide.  Dalla  prima  si  avrà 

= \/ —*■  - — , dalla  seconda  MN  =\/2ay=dÌA.^3»7a] 

dy  v la  — X dx  J 

OD.  Son  dunque  parallele  MN  ed  OD,  e per  conseguen- 
za anche  OB  e la  taneente  MT  , I’ una  normale  ad  OD 
(4192*1,  l’altra  ad  MN(4io.|°)  Inoltre  condotta  pm 
infinitamente  vicina  a PM , ed  Mr  parallela  ad  OT  tangen-  *4* 
•e  in  O all’ arco  OIB,  avremo  ro  = MJ  = u,  ed  inr  =5 
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dii  — Oo  = Mr,  cioè  sarà  isoscele  il  A mrM  • perciò  an- 
che l’altro  MOT,  ed  MO  = OT. 

143  893.  Ma  s'  a^^‘a  una  curva  CKM  tale  , che  descritto 

^ col  cenrro  C e raggio  CN  = a il  citcolo  ADBNA  , la  por- 

zione CM  = y di  CN  sia  una  funzione  qualunque  dell’ arco 
ADBN  = x intercetto  fra  CN  e un  punto  o dato  o arbi- 
trario A della  circonferenza  . Immagino  la  retta  TM  tan- 
gente in  M , il  raggio  C n infinitamente  vicino  a CN  , la 

CT  normale  a CM  prodotta  fino  in  T suo  incontro  con 

MT  e il  circolo  OPQVIO  descritto  col  centro  in  C e raggio 
CM . I Aù.  simili  CMr,CN«  e Mmr  , CTM  daranno  CN 

(a)  : CM  (y):iNn(dx)-.  Mr  i mr(dy): 


145 

146 


M m ( di)  : : MC  (j)  : CT  : MT . Dunque  CT  = y—±,MT=* 
. Sia  per  esempio  f = ~ • cutva  CKM  sarà  la  spi- 
rale di  Archimede  (192),  e si  avrà  ^ , e CT  = 

dy  a 


£^  = ^ = oeqm. 

o a 

894.  Sia  la  spirale  iperbolica  in  cui  *91  = aò  ( Soo ) . Si 

avrà  xdy  -+  ydx  = o , e CT  = — = — — = — b . 

J J ady  a 

895.  Nella  spirale  logaritmica  ove  1’  angolo  CMT  è 
còstante  (801)  fatto  tang  CMT  «=  t,  il  A CMT  in  cui  CM  =y 


dà  immediatamente  CT  = ty  . 


Sarà 


frattanto  ty  — 


* 


dJL  = — e integrando,  ly  — — -+C  = — Ze-+ZC( 308. 854.1*  ) 
y at  or  at 

* _* 

= /Ca«T(30o  1*.3b),  onde  y = Ce*f  equazione  a questa  cur- 
va , da  cui  91  impara  I*.  che  la  spirale  fa  un’  infinita  di 
rivoluzioni  intorno  al  suo  centro  tanto  per  accostarsene 
che  per  allontanarsene;  poiché  se  x divenga  a-  *■ , x 
2t , x 3 ir  , ec.  y è sempre  reale  : 2*.  che  in  A ove  r = Oi 
ci  ha  CD=j  = C:3°.  che  se  t = » sihaj  = C,cioè  la  spi- 
rale diviene  una  circonferenza  , che  , cor**  appunto  si  sa  , 
taglia  tutti  i suoi  raggi  ad  angolo  retto. 
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FIO. 


Evolute  . 


895.  Se  on  filo  ABC  applicato  sopra  una  cdrva  BC  , 
nella  cui  origine  è la  tangente  AB,  si  sviluppi,  tenendolo 
egualmente  teso,  la  sua  estremità  A descriverà  una  curva 
AM  = < > in  cui  l*.  MC  = AB  -+■  are  BC  : 2*.  V arco  infini- 
tesimo Mm  = ds  si  confonderà  con  l’arco  circolare  egualmente 
infinitesimo  descritto  col  centro  C dal  raggio  CM;  onde  30.  chia- 
mato ds'  que^t’  ultimo  arco  , sarà  d»‘  = ds  : 4*.  in  C si  riu- 
niranno le  normali  infinitamente  vicine  MN,mn;e5*.  la 
tangente  MC  della  curva  BC  sarà  sempre  normale  alla 
curva  AM  . Ora  la  curva  BC  dicesi  1’  Evoluta  della  cur- 
va AM,  ed  MC  è il  Raggio  Osculatore  o di  Curvatura  . 

896.  Si  chiami  r,  e condotte  CO  , Mr-  parallele  all’as- 
se AQ  ; MO  , mo  normali  a CO  ; si  faccia  AP  = a:,PM=>» 
• ang.  M mr  = ang.  MCO  = fi . Ssr»  ang.  MCm  = d/3,  e ds'  = 

(521)  rdfi:  ma  il  A Mmr  dà  senfi  = ^ e perciò  fi  = 


eng.  sen  ^ , dunque  (839-**J  ds‘=rd^:  “ *^i)  — 


rds . 


ds 

dJt=  3*-  ) ds  . eJ  rs=dy:dd~ 


dyds* 


dsddx  — dxddt 


dyds * dt* 

ds*ddx  — dx  (dxddx  -1-  dyddy  ) dyddx  — dxdJy 

— , espressioni,  che  nei  tre  casi  di  d«,o  dx  o dy 

— dx'-d  Q 

dx  , , , 

. , * <lsdy  ds ’ _ di 

costano,  daranno  ' = ' ' dyddx  . 

892-  Per  sapere  in  qual  punto  abbia  una  curva  AM  I* 
massima  curvatura  , si  cercherà  col  metodo , che  insegne- 
remo (905),  il  minimo  raggio  dell’evoluta,  giacché  le 
curvature  dei  circoli  sono  in  ragione  inversa  dei  raggi 
(509).  Inoltre  se  l’asse  è normale  alla  tangente  in  A, 
ove  x = o , il  raggio  osculatore  sarà  AB  ( 895-  5 • ) > c^e  8‘ 
avrà  con  fare  »=  o nel  valor  di  r.  Finalmente  per  trovar 
l’equazione  nell’evoluta,  pongo  AB  = ò , l’ascissa  BQ  = 
t e l’ordinata  QC  = »,  e poiché  il  A MCOdàMO  = *-s- 
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y = r»en  MCO  !=~  (896) , c CO  = t — * -+  b = r ten  CMO 

= r senni  Mr=^;  dunque  sostituito  i]  valore  di  r con 
a*  y 

dx  costante , a vremo  * = y , t = , .. 

-ddy  y‘  — dxdily 

b,  valori  che  con  1’ equazion  della  curva  AM  dan  quella 
dell’  evoluta  . 

898.  Se  le  ordinate  partono  da  un  medesimo  punto  , 
il  raziocinio  che  determina  il  valore  di  r ($96  j non  va- 
rierà» se  non  che  avendoli  in  questo  caso  ( tiy.9  > Mr  = 

dovremo  permutare  dx  in  questo  nuovo  valore,  il 
a 

che  dà  r — dy  : d , cioè  supposto  dx  costante  r = 
ads 

adyds * • r 

d^d^—dd,,'  °,v"°  f,,M  *=!•  ci"‘ 
nata  y per  raggio  del  circolo  delle  ascisse,  r = 


ydyds* 


ydì 


Ecco  alcuni  esempi . 


dx(  duty  — ydu  ) dxd*  — ydxddy  ' 

899.  Sia  I’  equazione  generale  alle  Sezioni  Coniche 
y*  = px  iz1—  (745).  Differenziando , presa  cf*  costante, 

si  ha  2ydy  — pdx  ±=  , e Zyddy  -+  2 dy*  = pd*%  . 

a a 

•nde  dy  = ±r  x),  e ddy  = — . Dunque 

r ( = ^dxdTy)  = /è  = (88:)  Y = < ^ 

irt  tutte  le  Sezioni  Coniche  . 

900.  Poiché  in  queste  la  tangente  nel  vertice  è nor- 
male all  asse  , se  in  r si  taccia  x — o ( 897  ),  e perciò  in 

forza  dell’ equazion  generale , y = o,  sarà  AB  = l—Jp‘a* 

_ P 2ay 

S) 

w 

Ne!  circolo  ove  p=  20(74$)  = 2"  (478),  li  ha  r = 
n — ~ ^ a 3 AB  » onde  i raggi  osculatori  son  tutti  egua- 
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li  al  raggio  del  circolo  che  ha  dunque  per  evoluta  il 
tuo  centro  . 

Nell’ellisse  l’evoluta  ha  quattro  rami  BD,  Dò,  bd,il3 
eSu*l11»  con  quattro  punti  d’  inflessione.  be  in  r si  faccia 

x — a,  verrà  tD  = r=  — s/Zap,  metà  del  parametro  dell'as- 
P 

te  minore  (755). 

Nella  parabola,  poiché  MN’=  TN  X PN f423  3*.)  e PN  = 

— (25 0»  sar^  t = MCf  = — = NTx^^ed  MN  :NP:: 
2 v p / PN 

MC  : NT  = CO  = PQ  = 2x  •+  ( 882)»  dunque  QN  = 2*  , 


AQ  = 3x  ■+  — = 3*  -+  AB  , onde  BQ  = 3*  . Preso  dunque 

BQ==3AP,  e condotta  CQ  perpendicolare  ad  A Q,  il  pun- 
to di  concorso.  C delle  due  MC,CQ  sarà  il  centro  del  cir- 
colo osculatore  . 

Per  trovar  l’equazione  dell’evoluta,  tia  BQ(=3a-)  = 


t , CQ  =js  a , si  avrà  NP  (f-'j  : PM  (y)  : : NQ  : QC  = s = 

ii>  = iI^,onde^  V = -^,  e cioè  Z* evo- 

/>  p ìó  21  16 

luta  della  parabola  ordinaria  g una  seconda  parabola  cubi - 

r • 27 

•a  u cui  parametro  g ~ di  quello  della  data  . Ora  neU’e- 
ló 


volute , AB  BC  = MC  ( 895.  1*.  ) ; dunque  BC  = MC  — il 

2 

= MN  =^(p*  -+  - )(  351  )=*  -£  -+ 

p 2 4 2 P 


I ) ; dunque  facendo  p = ed  x = — , onde  MN  = — 

27  3 a? 

3 

Vi—  -+  1 ) , si  ha  BC  = — j ^ j -4.  — ^ — t^j  , espressione 

d un  arco  qualunque  della  seconda  parabola  cubica  la  cui 
equazione  è t*  ~ m‘. 


901.  Nella  cicloide  (892)  dy  = dx 


, e posta 


FIG. 

170 

»r* 
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ad»* 


T > dz*  •+  dy*  — 


ladx* 


x^(2ax  — x ) 
i 

Dunque  r ss  ^ "JT  =aV'a« (‘Ja  — *)=aOD^aMtf 

(892),  ed  MN  = NC;  quindi  i\  nel  punto  A li  ha  * = 
2 a ed  r—  o,  onde  il  raggio  osculatore  in  A è zero,  • 
perciò  l’evoluca  passa  per  A:  2°.  nel  punto  B si  ha  x = 
o , ed  MC  =3  BE  = 40  = 2BD  = are.  ACE . 

902  Per  determinar  l'evoluta,  preso  per  sue  A a, 

da  dy  — (892;  d*  \f — — 2 viene  ddy  — — — f-  ,dx*  ■+(!»* 

V y y 

2 adx*  , . „ . dx*  -+■  dy* 

*=- S onde  * = (8pz) -~/—~y  — y , e t — x—* 

^ — c/ay 


, dy{dx*-¥dy)  „ , 

— dxddy 

(8 9").  Dunque  dt  — dx~~ dy\/~ ~ ~ dz\j ~~  * 

y y y * « 

equazione  a una  cicloide  dell’  asse  2a  eguale  per  conse- 
guenza alia  dota . 1 

903  Sia  la  spirale  logaritmica  ADM  in  cui  t=2É2L 

ady 

(895)  , ovvero  = — , fattoi  il  raggio  arbitrario  «:  dif- 


ferenziando supposta  dx  costante  si  avrà  ddy  — o,  • il 
raggio  osculatore,  r s:  (898);  onde  condotte  AC  , MC 

dx 

normali  ad  MA  e alla  tangente  in  M , il  loro  punto  d’in- 
contro C tara  all’evoluta:  perchè  Mr  (d*):  M/n  (ds):: 
AM  (y  ) : MC  . 

904.  L’angolo  ACM  = AMT  ( 4^3  ) ; onde  l’evoluta 
A®C  è la  medesima  spirale  logaritmica  ADM(8oi).  Quin- 
di (895  I8)  la  tangente  MC  è eguale  alla  spirale  ABC, 
benché  questa  faccia  un’  infinità  di  rivoluzioni  intorno  al 
punto  A ; dunque  del  pari  condotta  AT  perpendicolare 
ad  AM,  sarà  MT  = all’  arco  ADM;  onde  la  spirai « la- 
ga ritmica  e la  cicloidi  sono  evolute  di  se  medesime . 


Massimi 
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Massimi  e Minimi. 


905.  Sin  y — $>(  x ) , onde  dy  = dx  p'(x)  ( 829  ) . Se  dy, 
essendo  positiva,  scemi  al  crescere  di  x fino  a divenir 
natia  c quindi  negativa  , o se  essendo  negativa  cresca  , 
divenga  nulla  e poi  positiva  , y ciescetà  e poi  diminuirà 
nel  primo  caso  (Sui  ),  scemerà  e poi  crescerà  nel  secon- 
do, e sarà  o massima  o minima  quando  dy  — 0.  Dunque 
1°.  per  avere  il  valor  di  x,  che  rende  massimo  o minimo 
quello  di  y nell’  equazione  y — Qx , si  farà  dy  = dxp\  x ) 

c=o  , o più  veramente  —=?>'(*)  — o,  mentre,  supponcn- 
dx 

dosi  * crescente  e non  massima  o minima,  dx  non  è ze- 
ro: 2°-  poiché  dy  scema  nel  caso  del  massimo,  cresce  in 

dy 

quello  del  minimo  , 1’  equazione  ~ = 0 avrà  dato  un  mas- 


simo se  nuovamente  differenziando  con  dx  costante , si 
troverà negativa,  un  minimo  se  si  troverà  positiva 


(821).  Ecco  gli  esempj . , 

1°.  Dividere  una  retta  la  in  due  parti  x , 2a  — aitali, 
che  il  loro  rettangolo  y — x ( 2a  — x)  sia  un  massimo. 
. dy 

Dovrà  farsi  ~ = 2a  — 2*  = o . Dunque  x = a ed  y = a*  che 

dX 


è un  massimo,  poiché  = — 2,  quantità  negativa. 
dx 

II*  Trovar  due  diametri  conjugati  m,n  dell’ ellisse, 
che  faccian  tra  loro  il  minimo  angolo  p . Si  avrà  (766) 

mnsenp  — ab  ed  m1  ■+  n*  = a1  -+•  b *,  onde  senp  = 

ab  dsenp aùfa'-l-ù1* — 2 n*  ) 

nt>/{al  -+ — n%  ) dn  n*.y/(a* -1- — n*)* 

V*  -4.  3*  # 

- — . — = m ; soluzione 
2 

che  dà  un  minimo,  perchè  ? sen%^-=z  4 n,  quantità  positi* 

dn 

va  . Sicché  i diametri  conjagat»  ed  eguali  dell’  ellisse  for- 
man  con  la  loro  intersezione  il  minimo  angolo  cercato  il 

X x 
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. » 2 ab  _ ..  b _ 

cui  seno  e -j jr  . Perciò  se  — = tangqz=.tang CoB(64<S)t 

d 4. 1)  a ~ ' 

. 2 tane  q 2 tanjf  q . „ . 

saia  sen/> — V = = (610)  2sengcosg  = 

I •+  tang  q sec  q 1 1 

seri  27  , onde  p — ‘2q  — B ab  . 

._o  III°.  Nel  A isoscele  DCB  sul  semicircolo  DMB  con- 
1 durre  AP  parallela  al  lato  DC , e l’ordinata  PM  tali , che 
il  loro  prodotto  sia  un  massimo.  Fatto  BD  = 40 , CD  = 

b , PB  = x , sarà  40  : b : : * : AP  = — , P M = V(4«*  — **) 

4“ 

ed  AP.PM=  — >J($ax  — ■**)=»,  Perciò  — — .... 
4a  dx 

bx  ( 3a  — x ì o . 

^-°  = 3a~**  cd  * = 3a>  che  è un 


massimo 


* Perchè  = - 1 


ito  IV*'  D‘  tutt*  ' AA  de,la  stes,a  ba8e  AB  =a  e dello 
stesso  perimetro  2 q,  qual’ è quello  della  massima  superfi- 
cie y ? Sia  AM  = *,  onde  MB  = 29  — a — x.  Dunque 
( f>*9  )y  = Vi  7 ( 9 — “ ) ( 7 — X ) { a ■+  * — q ) ] , ìly  - Iq 

l{q  — a)-+  l(q  — *)  -W(a  -+  * — q),ZQ  = -j. 

. , y <i  — x 

dx  dy  _ y ( t I > 

■ ~ > j — ~l  — ■ — — — — 1 = 0,  Cu  a 4-  ^ 

a x — 9 2\a-+jr  — 9 9 — or/ 

— 7 — 9 — * » 25  — a — x = x;  e perciò  il  A cercato 
è isoscele  . 

906.  Ma  quantunque  nel  caso  di  y massimo  o mini- 
mo sia  dy  = o,  non  sempre  però  si  ha  per  y un  massimo 
o un  minimo  da  quest’  equazione  : e ciò  può  succedere 
tutte  le  volte,  che  abbiasi  ad  un  tempo  stesso  dy  = ddy  = 
o , oppure  dy  ^3  ddy  = d'y  — d*y  — o , o in  generale  dy  = 
ddy  — d'y  ~ ec  ...  ==  = o.  Infarti  sieno  * — a,*, 

a -4- a tre  valor;  infinitamente  vicini  di  x ; i tre 

corrispondenti  per  y . Avremo  dal  Teorema  di  Taylor  ’y  = 
ady  a'd'y  aìd,y  , adì  a*d‘v 

q ^ fi  ^ y 

-1 r^~.  -4-  ec.  Se  dunque  i differenziali  di  y fino  all’ ot- 

2 3dx>  1 J 

dine  in  son  nulli , mancheranno  nelle  due  serie  i termini 
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2/1-4- 1 2/1-1-  I 

compresi  tra  y ed  — £ >_ , e poiché  per  essere 

2.3...(2/l-t- iM*2""h 

a infinitesima , svaniscono  in  faccia  a quest’  ottimo  tutti 


i seguenti  j si  avrà  'y=:y 


2 « -4-  1 2M-  I 
_o d y 


y — y -4 , cioè  dei  due  valori  y'  . 

2 . 3 ...  ( 2/i  -4-  I j,/*2"  "*■  1 

> l’uno  sarà  maggiore,  l’altro  minore  di  y , e perciò 
y non  sarà  nè  massima  nè  minima. 

907.  Che  se  i differenziali  son  nulli  fino  all’  ordine 


2n  -4-  l ,2/l-t-  i 
a d y 


2 . 3 ...  ( 2n  -4-  I )dx 


2/1-4- 1 


0 2n  2n 

2/i  — I , si  avrà  allora  'y  =sy'z=  y -+_!! .JL . ed  y sarà 

• 2/1  ’ 

2.3.  .2/iax 

o sempre  maggiore  o sempre  minore  di  'y  ed  y',  cioè  sarà 
. d*"v 

massima  o minima  , secondo  che  . — sarà  negativo  o po* 

aiti vo . Potremo  dunque  concludere  in  generale  che  se  i 
differenziali  d y,d*y,  ec. , i quali  si  annullano  con  dy  , 
saranno  in  numero  impari , /’  equazione  dy  = o aon  darà 
per  y ni  un  massimo  ni  un  minimo  > diversamente  avremo 
un  massimo  se  il  primo  che  non  si  annulla  è negativo , un 
mimmo  se  ì positivo.  Ecco  un’esempio  . 

Si  domanda  in  quali  casi  la  funzione  y = x*  — 5.V4 -4- 

ga-’ -4-  I sia  un  massimo  0 un  minimo.  Avremo  = 5**  — ■ 

dx 

20*»  -4-  l5*I,£^=2oar*  — 60** -4- 30* , ^-£  =6oxl — 120# 
ax  dx  ‘ 

d*y  j 

”*•  3°>t— + = I2ox  — 120.  A -^=:o soddisfanno * = o,*  = l, 
ax  dx 

* —3*  *1  primo  dei  quali  valori  soddisfa  ancora  a —,  = 

dx1 

d*y 

o,  ma  non  a-— r=:o,  onde  non  dà  nè  massimo  nè  mini- 
ci*’ 

mo  ; il  secondo  ci  dà  un  massimo  , perchè  da  esso  si  ha 
-pf=*  lo;e  ilterzoun  minimo  .perché  sene  deduce  £-^=90. 
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9oS.  Frattanto  allorché  il  metodo  non  dari  né  massi- 
mo nè  minimo,  o dark  l’uno  e non  1’ altro  , dovrà  mani- 
festamente supporsi , che  y non  abbia  limite  alcuno  finito 
di  diminuzione  o di  accrescimento:  ma  che  in  uno  o più 
punti  si  annulli , se  avremo  avuto  il  massimo  e non  il 
minimo  ; che  tenda  a divenire  infinita  , se  avremo  avuto 
il  minimo  e non  il  massimo  ; c passi  dall’  uno  all’  altro 
estremo , se  mancheranno  insieme  il  massimo  c il  minimo . 
Allora  ponendo  p(x)  = o nel  primo  caso,  g>{  x)~  » nel  secon- 
do , e 1’ una  e l’altra  equazione  nel  terzo,  dovranno  a- 
versi  per  x uno  o più  valori  reali , che  non  solo  rende- 
ranno y nulla  o infinita  , ma  nelle  curve  determineranno 
i punti  dell’asse,  ove  l’ordinata  ha  l’uno  o l’altro  valore,/ 
e completeranno  così  la  soluzione  del  problema. 

Bs.  Si  domanda  il  massimo  e minimo  valor  dell’ ordi- 
nata nel  circolo.  Avremo  = ^/(2ax — x%  ),&=£■  . . . • 

dx 

— 1-  — o =z  a — x,  e per  il  massimo  x = a . In 

jyM  20*  — x ) 

luogo  del  minimo  faremo  yxzo,  il  che  dà  jr  = o,  xz=2a, 
che  sono  in  fatti  i due  punti,  ove  la  curva  tocca  l’asse, 
e 1’  ordinata  è perciò  nulla  . 

Talvolta  anche  da  dy  = o si  hanno  i valori  di  £ cor- 
rispondenti ad  y nullo  , come  allorché  y e dy  scemando 
insieme  giungono  in  un  tempo  stesso  allo  zero.  Così  nel- 
la Cissoide  (?8')  abbiamo^  = \f  — - — , e — — —w 

” a — x dx  2 (a — •#) 

— * — , che  eguagliato  a zero  darebbe  3 a — 3*=o, 

a — .r 

a:  = o;  la  seconda  delle  quali  equazioni  rendei  nullo. 

Quanto  alla  prima  si  ha  x = — ed  y = — V — 3immagi- 

3 2 

nario.  Dunque  in  luogo  del  massimo  porremo  y—  00,  al 
che  corrisponde  a-  — a . 

909.  Per  trovare  ora  in  quali  casi  una  funzione  Y dì 
due  variabili  x,y  indipendenti  tra  loro,  divenga  un  mas- 
simo o un  minimo  , supponghiamo  che  y abbia  già  il  va- 
lor proprio  a render  la  funzione  Y un  massimo  o un  mini- 
mo ; si  tratterà  dunque  di  trovare  il  valore  conveniente 
.dia:,  cioè  bisognerà  differenziare  la  funzione  Y,  facendo 
variare  x sola,  ed  eguagliare  a zero  il  coefficiente  df  dx. 
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Così  per  aver  y si  differenzierà  la  funzione  Y , facendo 
variare  sola,  ed  eguagliando  il  coefficiente  di  cly  a zero  . 
Onde  se  dY — Pdx Qdy , si  deve  avere  P = o,Q=o, 
equazioni  che  daranno  i valori  di  *•  e di  y proprj  a ren- 
der la  funzione  Y un  massimo  o un  minimo  . Per  distin- 
guere 1’  uno  dall’  altro  , raffiguriamoci  la  funzione  Y — 
<p(x  ,y)  come  un’  ordinata  , e sicno  'Y  = <p>( or  — w ,y  — 0 ), 

dY 

Y'  = x •+  w , y -+  0 ) le  sue  adiacenti . Poiché  ^ = 
r =0,(^1)  = Q = o,  e attesa  la  contiguità  delle  coor- 
dinate, u e 6 sono  infinitesime,  fatto  ^ = A,(— \ 

\ dx*  ' V dxdy  / 

= B,(~-)  = C,edw‘A-f2w0B-»-fl,c=F  = A(u-t-^)  -+ 

éJ(C — — ^ , dalla  formula  del  num*.  8;9,  permutatevi 

w , 6 in  x, ^ ed  x,y  in  ±=  u> , fc  j,  avremo  'Y  =s  Y'  = Y -+  F 
ed  Y sa  rà  > o c di  'Y  e d’Y',  e quindi  massima  o mini- 
ma, secondo  che  F sarà  negativa  o positiva,  cioè  secon- 

DI 

do  che  lo  saranno  A .C  e C — — . Dunque  le  condizioni 

per  il  massimo  sono  Aco,Cco,C«~-  — cove  per  il 

A 

. . B1 

minimo  A>o,C:>o,C >o.  Questa  teorìa  facil- 

A 


mente  si  estende  al  caso  di  più  variabili. 

Si  voglia  dividere  il  numero  dato  3 a in  tre  parti  x , 
y ,30  — x — y il  cui  prodotto  * sia  un  massimo.  Avremo 
* = xy  ( 3a  ■ — x — y ) , la  cui  differenziale  è ( 30  — 2jr  — 
y)ydx-i-(3a — -2y  — x)xdy.  Eguagliando  a zero  separa- 
tamente i coefficienti  di  dx  , dy  , si  avrà  3<i  — 2x — y = O 
— 3<s  — 2y  — ■ x , onde  y — x = a ; e poiché  P = ( 3a  — 
2x  — y )y , dP  ~ — 2ydx  H-  ( 30  — 2x  — 2y  ) dy  , A ( = — 
2 y — — 2a)  <0,  B — 3a  — 2x  — 2y  = — a , e Q = 
( 30  — 2y  — x ) * , dQ  = — 2xdy  ( 3a  — 2.v  — 2y  ) dx  , C 

( = — 2x  = — 2a  ) < o , e C — — ( ~ — — ) < o,  pcr- 

A \ 2 / 

ciò  dividendo  il  dato  numero  in  tre  parti  eguali , il  loro 
prodotto  dark  un  massimo . 
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Tra  i AA  isoperimetri  vogliasi  quello  che  ha  maggior 
superficie  Y.  lia  29  il  perimetro,  x,y,  29 — x — y i 1B- 
ti  ; avremo  Y s V [?(?-*)(  ? — y ) ( * -4- y — q ) 1 
( 529.  VI  ) } dunque  *IY  — lq  = l { q — x ) -+  l { q —.y  j 

l(x  y — q),  e clY  = ^f( L 1 \ 

2 V*  — f»  jr  — q q — x) 

~ir(* ^ — 9 ~~  ^Zr  )‘  EBuagliando  a zero  i coeffi- 
cienti di  dy  ,dx , si  ha  x -4.  y — q — q — y — q — * ; on- 
de x=y~-^l  = 2q  — a.- — yt  e il  A è l’equilatero, 
o 

176  _ 91®*  Serve  questo  metodo  a determinare  ancora  i pttn- 

ti  d' inflessione  (736);  poiché  nei  due  triangoli  infinite- 
simi mm'r  , ni' or'  d’  una  stessa  base  dx  , I*  angolo  mm'r  ( = 
mtP } < m'or'  { = m't'P  ) , onde  anche  mr  ■<;  m'r\  cioè  la 
differenza  dy  dell’  ordinata  che  da  A scorre  in  PM  , e da 
PM  o procede  avanti  o torna  indietro  « scema  sempre  nel- 
la concavità  della  curva;  e potrebbe  dimostrarsi  nel  modo 
stesso  che  sempre  cresce  nella  stia  convessità  . Dunque 
nd  punto  M d inflessione  la  differenza  dy  diviene  un  mi- 
nimo o un  massimo;  perciò  applicando  a dy  ciò  che  abbia- 
mo dimostrato  nel  caso  stesso  per  y , concluderemo  che  si 
potrà  aver  l inflessione  ponendo  ddy  =r  o , purché  non  siem 
no  Zero  in  numera  pari  i successivi  differenziali  d*y  , d4y, 
ec.  nel  qual  caso  si  porrà  immediatamente  dy  = O oppure 
dy  = ec . 

Es.  1°.  Sia  la  prima  parabola  cubica  in  cui  y 3 = a*x;  si 

avrà  dy  z=  jL+/?1  — o che  niente  si- 

3 r * de  gx  » x* 

gnifica  ; ma  posto  dy  = ao  , si  ha  x — o. 

II".  Sia  la  concoide  in  cui  y = ^1— ^(a* — (784)  $ 


•i  avrà  dy  1-= 


— dx  f a1b  h-  x 1 ) — ddy  _ 
* *V( — • x~  ) ' dx * 


a*x’  -I-  3«*òx*  — b , 

= ° * °ndC  * ' "*■  *bx  - 2U  b = O , *- 

quazione  che  risoluta  (337)  dà  per  a-  il  valor  convenien- 
te al  punto  d’  inflessione  . 


Digitized  by  Google 


)(  35»  )( 

*. 

III*.  Sia  la  curva  dell’  equazione  a = (x  — a)S  ; ai 

. , zdx  — ddy  6 , 

avrà  dy  = — , — ~ = che  egua» 

5v(*-«)'  25  (*-a)S 

gliato  a zero,  nulla  fa  conoscere;  ma  fatto  f/y=ccsi  ha 
x — a—y , valori  corrispondenti  al  punto  d’inflessione. 


ALTRE  REGOLE  DEL  CALCOLO  INTEGRALE 


Metodo  per  ridurre  V integrazione  di  più  differenziali  bi- 
no mj  di  una  sola  Variabile  a quella  di  altri  differen- 
ziali conosciuti  . 

91 1.  Debbasi  integrare  *”c/x(a  •+ bx™  f , supponen- 
do nota  l’integrale  di  x^dx  [a  -+■  bx  ed  n>p.  Poiché 
x = x a*  , fatto  x = t , ed 

x"1  ldxf  a -+■  bx'n)^  = dq  , onde  ( 857  ) q = 

. , ml4I  . m k m , , m k 

(a  -f  ox  > _ al  a -+•  bx  , bx  [ a •+ bx  ) t F 

b^Ck-t  I ) 77i  ’ Ia  for“ 

«nula  ft  dq  = tq  — fqdt  (860)  d'a  J x ‘dx  ( a 4-  bxm  )*  — . . . . 

n -+  I — m . m k-+  l 

x la- ¥ix  ) 


14»  — I»  r n — m , 
bni(k-+l)JX  ** 


bm  ( A -+■  I J 

ò*7”  (a  -+&*771  )*},  cioè  riducendo,  JxndxX 

a(n  ■ 


(a-fbxm),C  — 


I -+-  n — n»  . , m . A ■ 

* ( a -+  bx  ) 


-«»■+«). 


b ( mk  4n+IJ  b[mk-+ii-^  l ) 

/*  Jfl  fgg  * 

x t/x  ( a -4  bx  ) . Se  in  questa  isressa  espressione 
in  vece  di  n si  scriva  n — m,  n — ini  , ec.  , si  avranno  i 

Valori  di  fxn  ™dx{a  -+  bx™  f , di  fx’X  2™dx(a  -4- 

, m k . . f n — im  , . . rn  k 

ox  ì * ,n  generale  di,/*  tlx(  a -¥  bx  ) , essendo  t 

un  intero  positivo  ; e la  formula  sarà  fx" dx  ( a -+  bx = 
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/n  — ini  , , , . 

.V  dx  (a  ■+  bx  }*,  ove  le  lettere  (A),(B),....(Z) 
indicano  che  il  termine  in  cui  sono,  dee  moltiplicarsi 
per  il  precedente,  ed  il  segno  supcriore  ha  luogo  quando 
i è pari,  l’inferiore  quando  è impari . Ora  se  n — im  — p » 

cioè  se  — = *»  potrh  Jx  dx  (a~b  Bx’")^  ridursi  con  la 

formula  precedente  zjx^dx  (a  ■+  bx”‘f,  presi  tfltoti  termi- 
ni  della  serie  e tanti  fattori  nel  numeratore  , e denomina- 
to*' del  termine  fuor  di  serie,  quante  sono  unita  in  i. 

Esempio.  Sia  x ( I — x*)  1 da  ridursi  a y<àf.*(l — 

x*  ) ~=  Are.  seri  *(839.  I * ) : sark  n = io  , a = I , i = — 1, 


i = 2 ,k=~%,p  = 


• = t ==  5 ; dunque  fx'°dx  (1  — 


**  ) 2=  ( t - x'f(—  1 x’ ?-*7-  -XX  x<- 

V IO  10.8  1 0.8.6 

9 75-3. \ . 9. 7-5-3.  » a. 

• — *1  H Are.  seti  x -4-  C. 

10.8.64.2  J 10.8.6.4.2 


9-7-5 


10.8.6  10.8.0.4 


i„  6'“»''/3fbSrW(,_xXf/r' 

$r-~l  [ (2r  — t)(2r— 3)..  .3,  t 

3r(2r—  2)  # 2r(2r— -2) 4.S 


I 2r  — 1 

— x 


ec.  -ìjlz zi  • j.' 

2r  ( 2r  — 2 ) 4.8  1 


(ir—  I)(2r  — 3). ..3  . I , _ A*'’"*’1* 

Are.  sen  x,  e I—- — = C 

2r(2r  — 2) 4.2  J*/(l  — x) 

11.  ~?  \ ( t 2r  _ Ir  2 r 2 

' \2r  1 (2;  -+ I ) (2r  — I ) 


2 r — 2 


(2i'H-  I ) (2r  — I ) ' 
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ec  . 2r.f 2r  ~ " I—ILA  . Determinando  i due  in« 

‘ (jr-f-ljl-i* l)..-3 

tegrali  in  modo,  che  svaniscano  quando  x = o,  sarà  C = o, 


Ir  ( -ir  — 2 ) . ■ . 4 • 2 
(2 r-b  l)  (2r—  I )..  3 - I 


; onde  nel  caso  di  x = i , 


in  cui  are.  ten  x =—  (612),  ponendo  r = oo  avremo 

4 

r x d»  _ I.35  ec-  x _*  e A ^ _ 2 4 <S.ec. 

Jf1;  246.ee  4’  Jy/il—x1)  1.3.5  ec.' 

Ma  allora  a = * e le  due  formule  si  eguagliano; 

dunque  — = -ÌLl?J  4 4 • 6 -6  ■ ec-  ^ cjjC  £ ja  celebre  for- 
4 1. 3-3-5  5-7-I-ec. 

mula  di  Wallis  per  la  rettificazione  della  circonferenza  . 
912.  Se  i sia  numero  incero  negativo,  in  luogo  di  ri- 

durre  j x 1 dx  ( a -+■  bx“  f nj  x^dx  (a  -+  bx  1 f si  ridurrà  que- 
sta alla  prima  . 

Esempio.  Sia  Jx ~ *dx  ( 1 -+  xl)  ' da  ridursi  a flx{l-b 
xx)~  ' = arci  tang x ( 839.  3* ) ; si  avrebbe  n = — 4 , m = 2 , 
» = o,ed^ -=  — 2,  tiducendo  dunque  la  seconda  alla 


prima  si  avrà  n=o,a  = 1,5  = I , m = 2 , k = — I ,p  = — 4, 

? £ = 2 = « ; onde  fdx  ( I ■+  **  ) * — — x 1 -+  h 

m 3 

fx~*dx(  I -+x*)~  dunque  Jx~*dx  (l4*T  , = x~  ' — 
ÌL—  H-  fdx  ( 1 -+  **  )“  \ 

913.  Sia  proposto  ora  di  ridur  foidx  (a  -+  bx fW)*>a  fx  dxX 
(a-+ir  ).  Fatto  x =z,  ed  (a -b  bx  y = u , la  for- 
mula Jndz  — iit. — Jzdu  (860)  dk  Jx”dx  [a-b  bx  f=..,A 

5 . - ÌH!P.  fxm-+  ndx  ( a -b  bxY  ~ ‘.Se 

ri  -b  I n -b  l J 

in  questa  istessa  espressione  si  scriva  n -4  m , n •+  2/n  ec. 

Yy 
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per  n ;p  — I ,p  - a,  ec.  per  p,  ai  avranno  i valori  di 

/"  n -h  rn  mp  — I f n-+-2m  nip  — 2 

x dx  (o  -+  o*  )r  ,AiJx  dx(a-t-bx  )' 

ec.  e ti  troverà  la  seguente  formula  : fxndx{a-¥bx’n)p= 
n -4- 1 . m » 

(a  -4-  bxmf(* t’IL*  (Ai 

V.  1 ri  (l-t-/l-4-»7j)lrt-+  A*"  ) 

bm  (p — i ) yW(B) bm  ( p — i'-+  2)  a.”'(Z)  \ 

( I -+■  n-+2m  ) (a-4-  bxm)  ” (H-fi-4-ni(i'-l))(a-+6x”)  / 

±=  0 (p  — i'-4-i)  rn  ■+  t'mdxy 

(I  -+n)  (I  -+  n -+  m) ..  (l  -4-  fi’-t-  m(i' — I ))J 

( a-+bxm)l>  1 , ove  tutto  si  prende  come  prima  (911)* 
Ora  se  p — i =q , o se  p — q — i',  intero  positivo  , 1’  in- 
tegrale di  xr‘dx(  a H-  bx”1)**  si  ridurrà  a fx  " dx  ( a •+ 
bxm)‘l,  il  quale  potendo  ridursi  a fx' dx  ( a -+  bx™)^  quan- 


— r 


-i  — i',  vi  si  po- 


do  «4  i'm  — irti  =z  r , cioè  quando  — 
trà  ridurre  anche  il  dato  . 

Esempio.  Sia  da  ridur»i^è4r/#(l — x*)-  &fdx(l — jr’)^  » 
si  avrà  11  = 4,0=1, 6 = — i>m  = 2,p=|,r  = o,g  = 5,p  — 

q — i'  = 2.  Dunque  fx*dx  ( 1 — **  )“=  * ^ 1 ^ -+  . . . 

-4.  LJ.  fx*dx  ( I — *l  )\  ma  (91 1)  fxsdx(l— 
5 • 2 5-2  I 

x*\°(  -*T  - 7x'  — 7-5x>  — 7-$-3x\-, 
V 10  10.8  10.8.6  10.8.6.4/ 


J-JLJLJ.  (dx  ( I — x*)J  ; dunque  fx^dx  ( 1 — x*  )a  = .. . . 

10.8.6.4 J 

, , % À/xl  _ 3fl  _ — 3-5-3*  ^ 

" 5 \io  10.8  ie.8.6  10.8.6.4/ 

•+  3'5V3"  fdx{l-x'fi-+C. 

10.8.6.4 ./ 
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Cosi  Jx  * dx  ( a -+■  bxS  )”  e y*r  4 

s £ =fl  /"r  — i I 

fc*  )“  si  riducono  a Jx  dx{  a .+  &**  )“  . • 

914.  Se  i sia  numero  intero  negativo  sr  operi  come 
sopra  (912). 


Integrazione  dei  Rotti  differenziali  razionali. 


c Prfr 

915.  Suppongo  un  rotto  razionale,  ed  il  mag- 
giore esponente  di  x in  P almeno  d’  un*  unità  minore  che 
in  Q,  condizione  che  può  sempre  ottenersi  con  la  divisio- 


, x*dx  xdx 
ne:  cosi  — — 
a -+  bx*  b 


axdx 


b [a  -+•  bx*) 


— , la  cui  seconda  par- 


P » 

te  è quale  1*  abbiamo  supposta  per  - . . Ora  1®.  sia  Q = 

{x~f){x—g)lx—  k)  e c. , prodotto  di  più  fattori  di  pti- 


Pdx  A dx 


mo  grado  reali  ed  ineguali . Faccio  . 


B d» 


Q x-f  x- 


~~~ j . ■+  ec*  » e Per  determinate  i coefficienti  pongo  ( x — 
B D R . P 


g){*  — k)e  c.  = S, \r 

x—g  x—k 

P A R 


ec.  = ~ , onde  — = 
S Q 


T^ni-—f+s-  Do,“!UC  »<*-/)=  r-*s, . 

se  si  faccia  x=f,  e sieno  M.T  ciò  che  allora  divengono 
M 

P,S:  avremo  A=  — . Nel  modo  stesso  fatte  S'  = (*_  f) 

( * k)  ec.,  S"  = (x — f)(x — g)  ec. , e supposto  che 
M',  T',  M",  T",  ec.  sieno  ciò  che  divengono  P,S',  P,S", 
ec.  allorché  vi  si  cangi  * in  g , in  k , ec.  ; avremo  B = 

M'  n_M" 

— ^t;»  ec.  Intanto  poiché  A,B,ec.  non  contengo- 


no x , sara 


/^L=AI(,-/)(856.2*),  = B* 

Jx—J  Jx  — g 
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l(x  — jf  ) , cc  ; c C-^Lzm  Al  {x — /)-h  BZ  (*  — g) -+ ec. ZC 
Esempio.  Si  voglia  integrare  dy  = 


<te 


tter 


Ad*  Bete 


D dx 


(a*—  xl  )x 


. Faccio 


L.  Ho  dunque  P = I 


(a1  — x'  )x  x a — X a 
S = a*  — S'  = * ( a -4-  a;  ) , S''  = * ( a — * ) , e dovrò 
porre  * = 0 in  P S , #■  = a in  P , S'  , * = — a io  P,S'. 
Dunque  M = M'  = M''  = I,  T-o1,  T — 2a  ,T  = 

MV^  = “=l.B=^3-ii,o  = ^=--i!.rK. 


...  dx 
CIÒ  dy  =*  — K 


dx  dx  j lx 

; onde  ^ = — — 

a:*  2a’(a  — *)  ‘2a%(a-i-  x)  a 


* ) / ( a "*-*)  + _ i.  / . Si  troverà 

2 a*  2a*  a’  a1  V(fll — 

yr  ete  I , C ( a ■+  * ) 

2*.  Oltre  i fattori  ineguali  * — f ,x  — g , cc.  abbia  Q 
un  numero  m di  fattori  reali  eguali  espressi  da  (x  — a)m. 

_ P dx  A dx  B dx  . A'dx 

Pongo  — = 

, e determinati  some  so- 


A "dx 


Q x—f  x—g 

A1”1 

-+  ec.  ...  ■+ 


.m-  . - 

( a-  — a ) 

pra  A s B , ec.  faccio  (*—/)(  x —g)  ec  = S 

P 

- f>  nf»rr  irS  — * 

s 


B B x P 

h cc.  = — , e perciò  — = - „ 

x — g S r Q (*  — a;  S 

A"  R - R 


A_ 

x-f 

A' 


m 


(X-U)m 

K _ a , - P . r 

I-  ec.  -r  g- . Dunque  —(x  — a)  =—  A 

( * — « r 1 

— A"  ( * — a ) — A'"  (x  — a )*  — ec. , e se  in  quest  equa- 
zione e nei  differenziali  di  essa  fino  all  ordine  m si  fac- 

M > «jf  / ! a<  1 * I 

eia  x — a , e si  suppongano  ec,  ciò  che  diven- 
gono allora  L , d { ?-)*:  dx , d 1 : 2 dn\  ec. , avremo  A' 
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= , A"  = , A'"  = ~ oc. , son  dunque  tonanti  A', 

A",  ec. } perciò  = A*  fdx  ( * — a ) — ( 857  ) 

A'  C A"dx 

—7: 


{m—  !)(*  — «) 
A" 


m - 2 


(*  — “) 

rA{m)dx  >)„ 

~.iy-J—r=A  ((*-»),. 


in* 


(m  — a)(*  — a) 

{cerali  che  uniti  a quelli  di , , ec. , daranno  il 

x —f  x — g 

valore  cercato  di  y . 

Ea.  Sia  dy  = . ' X — — ~ . Decompongo  que- 

x (*  — i/(jt -h  i)* 

Adx  A'dx 
sta  frazione  in  -+ 


A "dx  B dx 


X (x—  i)1  X — i (x-fi)* 

|j#/  I 

" u ; sarà  intanto  P = x’  -t-x’H-2,e  per  determinare 

x -+■  I 

A,  fatto  (915.  I*)  S = (x  — l)*(x-t- 1)1  ed  x = o in  P ed 
S,  troveremo  M = 2,T=  l ed  A — 2.  Per  determinare 

A'  ed  A",  avremo  S = x (x  -+  1 )*,  , 

d (Jj-)  : dx  = r.a|~4~r»  c PO^hè  a = I , fat- 


to x 


X*(x-+-  I )* 

= I , si  otterrà  ~ = l = A',  ~ — A = A".  Fi- 


P 

nalmente  per  B',  B"  avremo  S = x(x — 1 )*,_  = , 


■+**•+?  j 4 (3*-fi)(**-+g)  — , 


, v M'  __  1 M"  5 

onde  posto  x = — I , sarà  -—=—§=  ® = — — = B . 


2dx 


T 

dx 


3 dx 


4 

dx 


Dunque  d,  aTr^. 

= alt  — — + — ! 
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3*.  Sieno  in  Q dei  fattori  immaginarj . Esprimendosi 
uno  di  essi  con  * -+  a ■+  b^/  — i , ve  ne  sar'a  un  altro 
della  forma  x •+ a — b^/  t . Dunque  il  loro  prodotto 
**  ■+  2ax  -+  b*  -+■  a* , o per  brevità  i‘  + nx+/i,  sarà  un 


: allora  x*  -+•  mx  -+■  n 


fattor  reale  di  Q.  Si  faccia  x — “ — 

f 

diverrà  — (a1  — m'^n)  o più  brevemente  -L  ( a* -+  6* ) ; 

4 4 

« supposto  q il  numero  dei  fattori  di  Q,p  la  massima  dì- 

Pli  X 

mensione  di  x in  P , il  dato  si  cangerà  in 


a?—  P—  » 


P'dc 


• V'dt 

-q, , e dovrà  integrarsi  Percià  operere- 


mo come  sopra  rapporto  ai  valori  reali  di  Q',  e quanto  a 
z -+  b , supponendo  che  . j ne  sia  il  corrispondente 


-,  che  sottrae- 


z -+•  b 

rotto  parziale , porremo  Q'  = ( s»  b*  ) S , — = - P' 

' Q'  (z‘h-61)  S 

Ae-f  B R , , , R . . p' 

“ l'ZTp  ’+  1 ’ daI  che  81  ta  U -f-  ) = -£-— Aa  — 

B , e se  fatto  a = db  bj  — i sieno  M t — i , T ±= 
— 1 • valori,  che  prendono  P'  ed  S,  avremo  le  duo 

equazioni  ±=  Afu/ — i -+  8 = ^ 

T ±=  UV—  » 

te  e sommate  danno  A = NT  ~ |MU  g _ : 

ÒCT-t-U1)  T*  -+  U1 

ove  N,U  dovranno  considerarsi  come  positivi  se  il  termi- 
ne immaginario  in  P',S  sarà  preceduto  dal  segno  ±:  , co- 
me negativi  se  sarà  preceduto  dal  ^ . Determinati  A , B 

sarà  f ( Az  ±-B-)d*.  = Af  -4.  1 fÉL  : (*L  + A = 

7 Jzx^b*  bj  b \b%  ') 

( 856.  2°.  839.  3*.  ) 2 AJ  ( a*  -+  &*  ) -4-  -5.  Wrc.  t ang  . 

n h 


Esempio  . Sia  dy  — 


dx 

*U  -+  xf(  1 -+x-+x*) 


, ove  il 
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fattore  i •+  x ■+  x1  è il  prodotto  dei  due  immaginar]  * -+■ 
£ ±=  I y/  — 3'  Poiché  dunque  m — \,  porremo  * — — - — - , 


il  che  deci  ^3, 

ciò  integrarli  ( , _ , j , , F 

= I , e relativamente  al  fattore  * — i avremo  S = ( z -+  l)*X 
. ( z‘H-  3 ),n»*e  L = .)f.  frttt, 

•ara  ( 1°.  ) M = I , T = |6,  A = ~ , t d% — - il  rot- 

to  corrispondente . Per  il  fattore  ( z -f  l )*  avremo  S = 

(e-,  3),  onde  |!  = __J__ , . . . ; 

ti  ( — ] : i in  = — ? t fatto  z = — 1 , avce- 

(a-  in** -*-3) 

mo  ( 2°.  ) A'  = — -L-  = A"  , d’  onde  i due  rotti  — ... 

O •* 

— ; , — — — — — . Il  fattore  a*  -+  3 darà  S = ( z — 

I Ht  + l)1.  che  fatto  a = ±=  V3  V — * I » diverrà  — 4 
4=  4 V3  V “ ‘ • Dunque  (30.)  M = I , N = o,  T = — 4, 

U = — 4V^3  > e<*  ^ = — ® onde  '1  rotto  .... 

(‘-ll'f..  Perciò  dy  = _ 1ÈL.  _ 

16 (**-+•  3)  z— l lz-+i)1  z -4-  1 

— 1-)~ , ed  integrando  , y = l — Li.  ^Lz  2 + 

**  ■+  3 ( z -4-  l ]l 

■ — Are.  tane j-  C = l —L— : -+ 

*-t-«  v3  V3  l*-+i) 

1 \ A -ix  -4- 1 „ 

— ■ ■ — Are.  tana 1-  C . 

* -+  I V3  V3 

• 4®.  Infine  abbia  Q un  numero  m di  fattori  della  for- 
ma x * -+  nix  •+  n eguali  tra  loto  ; (*•*-+  mx  -+  n )*  ne  sa- 
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, da- 


)(  360  X 

ra  il  prodotto , che , cangiato  come  90prn  x in 

A 

rà  luogo  al  fattore  (sl  •+  b*)m  in  Q'.  Operando  dunque  nel 
modo  già  stabilito  quanto  ai  rimanenti  , dovrà  per  rap* 

pi 

porto  a quest*  ultimo  pofsi  Q'  = ( z%  •+  b*)m  S , e = 
P 'dz  (Asn-BJdz  ( A * •+ B ' ) Jss 


■*v 


i*1 

( A"s  -4-  B"  ) dz  R dt  . R,  , ,Mw 

1 -+  «.  ■+  ed  avremo  — (*  ■+  b . )*  = 


(*‘-t •?)* 


Sm' 


P 


L-  — A*  — B — ( A/*-+-B')(*l-+h1)  — (A'  *-+B")(s‘  ■+ 

0 

b 1 j*  — ec.  Ora  se  in  quest’  equazione  e nei  suoi  differen* 
ziali  fino  all’ordine  m,,m* , si  faccia  z — ±zb^ — • 1 , e si 

MtN*/-i  M'fcNV—l  M"±=N'V— l 

suppongano  y^j-—  » ■ r±:U-^;  » 

ec  i valori  che  prenderanno  allora  y : : 

2 cfs1,  ec.  avremo  : 

m±^nv_,=Bj= 

T±=  U v — 1 

^±=N'a/  I~  1 = A ±=  *bs/ — l ( B'  ±=  A'V  — I ) 

T'  tUV  — 1 

” B/  =*=  3 A' V-  I " 2V  ( B"  ±=  A"V— 

1 ) ; ec.  r e di  qui 


K NT— MU 

B = 

’^MT  -+  NU 

fc(T*  H-U*) 

T*  -4-  U* 

A.  M'T'h-N'U' 

fi*  = — — - . ■ .J 

2A 

L 

B'  = 

N'r  — M'U' 

2*6* 

a£>(T'*-+U'1) 

N"T"  — M"U" 

f 3 ^ 

B"= 

M"T"-+N"U" 

~ 21Ò,(T"*-+-U"1)' 

Va* 

ec-s  ed  in  generale 


.(2/n) 
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A(=„)  = 

Alm  — i)  f 2m -t-  I ) ( 2m  — a)  .(3m  — 2) 

A — . — — .A  *+  • • • 

2.246+  ' 

. ( 2m  -f  I ) ( 2m  — 3)  ( 2ot  — 4 ) .(  2m  — 3 ) 

—————— ■ ■ 1 ■ • A • • • • • 

2.3. 2*b* 

(2/tih- l)(2m— 4)(2m  — S)(2m  — 6)  4(2m  — 4) 



^ a2"1-  y ® ( Tlam  -+ 1 V h.  (U(2m" 1 Vi 

m -f  1 ( 2m ) ( m -+  l ) (‘2m  — 1 ) A(  2m  — 1 ) _j_  _ 

2 bl  2.2J&4 

( ;/i  -f  f ) f 2m  — 2 ) ( 2/n — g ) .(2  m — 2) 

— <■-  ■ — -■■  , ■ .A  •••••• 

2 . 3. 2*Z>S 

(t/7  -fl)(jm- 3)  (2/71  — 4)(,3”»  — 5)  A(J"'  — 3)^  9<t 

.(»)  , m'2”>T<2”>+N(2'”>U<M,)i2»-,„ 

- a‘4‘  "" 

n(2m-l)  (2m  — 2)(2m  — 3)  R( 2tfi  — 2 ) 

iTa • D •»*•••• 

2 . 2*  t>4 

( 2/7J  — 3)(2m  — 4)( 3/7»  — • 5 ) R(2m — 3 )__ 

3 3 . a^4 

(2/71  — 4)(  277ì  — 5)(am  — 6)(  277t  — 2)  b(2/ti  - 4) 

2.3.4. 

‘ini  (2/71 — l) (am  — 2)  B(am—  l)_^ 

2lb*  ‘ 2 . 24Ò4  ’ ‘ ‘ ’ 

(2771  — 2 ) ( 2/71  — 3 ) ( 2771  — 4 ) fl(  2771  — 3) . 


2.3. 24b4 


(3771  — 3 )(  2w  —4X2771  — .0(2771  — 6)  b(2771  — 3)^  ec 

2.3  4 . 2*6* 

Z 2 
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come  sarà  facile  verificare  continuando,  quanto  occorre, 
lo  stabilimento  dei  valori  particolari  di  A'",  A'v,  ec. , B", 
ec. , e riflettendo  alle  diverse  serie  algebriche  dei  fat- 
tori numerici  d’  ogni  colonna  . Si  avverta  che  il  segno  di 
«opra  ha  luogo  per  m pati  , l’altro  nel  caso  opposto.  Frat- 
tanto determinati  così  i coeffic  enti  e venendo  all’ integra- 


zione osserveremo,  che  i rotti  parziali,  in  cui 


P dz 

Q' 

(r) 


si  è 


decomposto,  son  generalmente  delle  due  forme  A ' zdzx 

( a*  -+  b1  ) . B^dz  ( zx  -+•  b1  ) ",  e che  perciò  i primi 

•ono  integrabili  in  pane  algebricamente  (857),  e in  parte 

per  logaritmi  ( 856.2");  i secondi  posson  ridursi  a -v~— : 

s -4 ■ b 

(pN  913);  cioè  posson  integrarsi  in  parte  algebricamen- 
te , e in  parte  per  archi  di  circolo:  dunque  con  questi 
mezzi  ai  avrà  l’integrale  del  dato  rotto. 


Es.  Sia  dy  — 
•vremo  dy  — 
si  il  rotto 


(a.  -+  2 ) dx 


(* 


a-1  ( x — 1 ) ( -+  x -+  I )4 

512  (g  -4-3)  dg 

- 3)(3  — « )*(»*  H-  37 

__(5  H-  3)r/i 

i ;*  (*• 


_ e— I 

, Posto  X ., 


- ,e  dovrà  integrar- 

, m 1-/  > -e-  • Applicati  i metodi 

(*  — 3)(5~  i/(s’-+3)4 

dell'articolo  l*.  c 2°.  di  questo  num°.  per  i fattori  z — 3, 

. . . A . . dz 

( g — l ) , si  avranno  1 tre  rotti 


4 d* 


f*dz 


512  (*—!)"  5'2  (*  — I ) 


27.5>2(*~ 3) 

. Per  il  fattore  (*l-4-3)4,  verrà 

6=  -+24 

( a 


*■-+3  z — ~"as 


S (*-3)(*-d)‘  \S)  (*-3)‘(*-  i)j  ’ 

d*(?-\  : 2 dz'  = &L+  <23  d>(P\  : 2.3Je>= 

Aw  ( s» — s)* (* — , J 

— 4*4  ~ 12* J -+  2C4»’ — 5SXs  -+•  528  . 

•*  ; e quindi , posto  * = 

(*  — 3J*'*—  U1 

±=v'3v/—  ! ,M  = 3,M'=5.M"  = i,Mw'  = 5;N=vr3, 
N'=  -V3  • N'  ss  - V3  , N"’  = 23 v/3  ; T = 13,  T = 8 , 
T"—  — 6 , T = 96  ; U = 4^3 . U = — 8V3 1 U"=r  — 2V3 . 

U " — — £>6 V3  » d’  onde  , per  esser  L — ^3  , A = o , A'  = 
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— !_,  A"= , a'"= LL_.b  = I,b'=-L, 

3 » 3 -96  3-516  4 3.8 

Ì-.  Dunque  rf,  = 512 

296  4 576 

{dz 4 dz  5<Js 

n 5*2  1*  — 3)  5 «•■»('•—  ‘ )‘  "*  5Ì3l'a  — l ) “*■  * * ” 

dz ( 2g  — 3 ) dz  _ ( 1 4i8  — 3)dz 

4 (**-+-  3 )4  48  ( z:  -t-3  )*  SJOU^S)’ 

(68z-+  \§)dz\  , 58  . z I 

69*2 (x  -+  3)/  22v3  V3  27 

3 ) -+-  5^  ( * — « ) — — / ( »’  -4-  3 ) -+-  — - e 

22  * — I 

8»  (frs4  ■+  4Cg*  -+  ?9)  4 ( x*  -4-  5e  -t-  4 ) 4 <jk  H-  14) 

22fs*-4-3)r  3'*a-+3)*  _ 9 (**-+•  3) 

*8  ’2x  1 I 68 

- Ari;-  tang  H iZ(x—  1 ) -+  S?2* X 

2JV3  V3  22  22 

* • O 

^4  ( x -+  * -4-  1 ) h-  — «... 


( 2*  ■+  1 ) [ 5 ( 2*  -+  | )♦  -+  40  ( 2*  1 )*  -4-  99  ] 

» ; ' — ;v  *•  •••*•» 

. 2 1 o ( x «+■  4r  -4-  1 ) * 

( 2.V  -+  I ) 1 -t-  5 ( ‘ìx  ■+  | ) -4-  4 2x  -+-  1 5 

3 . 4 ( -V1  -f  X -+■  1 )2  y ( *’  •+  X -+  I ) ' 

Dunque  ogni  differenziale  frazionario  e razionale  ai  in- 
tegra o algebricamente  o per  logaritmi  o per  archi  di  cir- 
colo . La  difficoltà  consiste  nel  trovare  i fattoti  di  Q,  di- 
fetto piuttosto  dell’Algebra  che  del  metodo  d*  integrazio- 
ne. Notiamo  alcuni  casi  in  cui  un  rotto  radicale  può  ren- 
dersi razionale  . 

S 

9*6.  Sia  Jy  = — X—  A-~+  *'  \'lfL  : ridotti  i radicali 

x-+y/x 

allo  stesso  grado  ( 146)  , e fatto  y/x  = z , onde  x — z', 
dx  — 1 2z’dp , i radicali  spariscono. 

9*2-'  Sia  anche  dy  = -1 . Posto  I _t-x4  = 

/>**’»  e di  qui  I*.  xl  = ’—.TtSS-L — Zìi , ed  *V(P4  — 4) 
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_J>V(p4r4)_-V4-4;a..  »— .«4_a  — fV  ... 

2 

4~p4-pV(P4,-4j  _ _ VV(p4  _ 4)  : 3.. 

2 3a»  ' P 


' ' V'  (p4  ' 4) 


; «ara  . 

4 


Sia  parimente  </y  = dxy/(±=  o*  r1)  ai  faccia  (368.8*.) 

*=«•=*»•  = Q = = c*,  on- 

(±za=f.x)'  ±za=*x 


de  x ex 

Ini 


ai 


%>*=l~’JX- (T^TÌ?  • ±=  “ 

t O-*-  I J 

-5  dunque  ify  — . — . La  formula  co!  segno 

*'  i=  t ( z ±z  I )J 

-4-  s’integra  come  ai  è detto  (911.913),  e sostituito  il 
vator  di  *,  ai  trova  J'dx^i,  a*  — »*)  — — **  ) -t* 

a*  Are  tang  + C.  La  formula  col  segno  — ai  in» 

v 0 — a- 

tegra  al  solito  (915.2*.) , e sostituito  il  valor  di  z ( osservando 

di'  5 -±l = L* + iT  = , .i  b. 

l — I 1 — I n « 

a*  ) = *V(  — a>)  j * -4  V ( **  — a2)  c 


Se  ily  zx 


2 

dx 


troverà  Jy  = — 
a>b,  divisi  i 

(915  3*  ) ? = 


(a  H- &*)*/(  I — Af*  ) 

2 dt, 


— ; fatto  **  = - , si 

' 1 -+-  ar 

— . Dunque  nel  caso  di 


a -4-  b -+•  ( a — b )s* 

a>bt  divisi  i due  termini  del  rotto  per  a — b,  sarà 

2 ..  /a  — b 


\/(  o1 — bx  ) 


— Are.  tang  1 


b 


r__ Are.  tang  \/  — — — - , o ancora  y = 

'(  a*  — b*  ) °V(1  -4i)(s-4.i) 


V ( « 


j-  Are.  tang 


(l  — n)  ( « + i ) 
2i  V(a*  — ) 


V(a*  — * s + ò-  s*(a  — fc) 

I , _ 2V(  I — **  )(<*•  — b*) 

7C^~-=^~)  ’ <fl,^(a-4-i)(l-4-x)-(a  — é)U-*)' 
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giacché,  posto  lArc.tang  % ^ = 2u,  fi  ha  tangiv  — 

V a -+  b 

. 2tangv  2*  ‘J  { n* — b *)  . 

(620.28*.) 2-i—= ~r — r, 'in  » aw  = 

t — tang  m a -+•  o — * (a — 6) 

2*  V ( a*  — A*)  c * t r , ,.  . . 

tang — — . Se  poi  m.  <.  b , ratta  la  divisto* 

" a -+  b — % (a  — 6) 


-rrX 


ne  per  b — a , avremo  y — — 

V ( i*  — a’ )-+*(£  — a) 

V(6*— «*)  — *l&  — o)  VC**1  — 7*)‘ 

V(&*  — a*)(l  -+  *)  -4-(6  — a )V(  1 —jt) 

S{.b'  — «*  ) ( I -+  x ) — (6  — a)/y/(i  — * ) ' 

918.  Se  i fattosi  del  radicale  sono  immaginar),  come 

dy  = d»  -J  ( **  -+  c*  1 , pongo  a.-*  -4-  c*  = Q , e fatto  nel* 
la  nota  formula  ( 368.  4*.  ) a = I , A s=  « , sara  x =■= 

**  * -,  u=  x~b  •+  c*),  Vi**  -+  c*)  ^ ° 


2u 


2u 


= — j ( u*  -4-  c*  ) ; onde  dy  = u lt?u  ( u*  -+■  c*  )*  r>< 

2^  a 

( 2u  ) 1 , cioè  col  segno  di  sopra , dy  — -4-  c ) 

4«* 

udu  c*dtt  c*du  . „ u4  — c4  c*  . 

= H 1- 5- , ed  v = C -4-  — v-  —lu  : ma 

4 Qu  4uJ  * J 8u  2 

“4  — c*  — tu% — C*\/U*-+C%\  x ,,  , ... 

“8? V_V“)(“^_)==  7V(*  •+C)J  dun^uc 

^ = C -4-  — ( a*  •+  c1  ) -4-  — I [ \/(  **  ■+  •*  ) -4-*  ] . Col  sm- 

gno  di  sotto,  dy=  — , ed  y = ZC  [ VU*  -b  e*  )-4-  * ] . 


Metodi  di  integrar  per  Serie  . 


919.  Quando  un  differenziale  non  ammette  integrazio- 
ne esatta  , si  rioorre  alle  approssimazioni  , e le  serie  sono 
allora  1 ultimo  compenso . Infatti  riducendo  in  serie  una 
funzione  X della  variabile  a-  , si  ha  una  serie  di  termini 
monomj  , i cui  integrali  riuniti  danno  un  valore  appros- 
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/•  „ . dx  _ dx__xdx  x'J* 

eimato  di  fiCdx.  Per  esempio,  - — = - ~ ■+  a. 

r dx  X *'  . *’  __  «c  C 
— ec.  (213)1  dunqoey— fl  2o>-fga» 

= (3oi)Z(l  H--)-4-^C  = Z-(«  -t-  *)  = /C(o  + *)  • 
w a fl 

Così  si  ha  dv  = — — » <»*  — **«**  -*  - *Mif 

^ I -+  x 

h-  ec.  (itti  • J — - 7 + f “ 7 -*•  “•  = Ae'  ' 

(630. 611.). 

Così  dy^—^—r  = dx  (l-x*  J 3=  a»  ( I -4-  — 

. 1 • 3**  1 3 5 - -4-  ec  ) ( 161  ) ; ed  jr  = x -+  ^-*7  H-  - 

24  * 4 • 6 ‘ ^ 

* • 3*?  . 1 • 3 • 5 * tc.  — Are.  sen  » ( 629.  60*.  ) . 

920  Bastino  questi  esempj:  ma  1!  seguente  Metodo  di 
interrar  per  pani  da  delle  sere  P ù convergenti  . 

*La  formula  Xx  = fXdx+J*dX£JXdx  =Xx-JxjX. 
Sia  dX  = X'dx;  dunque  fxiX—JXxdx,  e fatto  xdx 

d„,  onde  ^ — , »,i/X'd.  = X’.-/.«-=S<X’**- 

Jx*dX').  Sia  d\'=X"dx  t dunque  fx*dX!  -fX"x\h r,  e 

fatto  »'dx=*ds,  onde  £-*  = ■,  «r \jX"d%~X"t,-f*.dX" 

o 

— JJL  (X''x‘  — Jx'dX"),  ec.  Sostituendo  questi  valori  nel- 

3 f x * 

la  prima  espressione  , si  troverà  yXdx  = X*  — —X'  -+  — * 

X" — X'"  -+ 

a • 3 • 4 

rix  «ostante  , onde 


. X'"' ec.  ovvero,  supposta 

2 3 4-5 
dX  v<  rft/X 


ddX 


dx 


V,  JY'  = X'  = . 

= X._-dX,_-X 


. ry . „ ,'JX  i.v«-.wx+„ 

ec. , si  avra  J Xdx  = Ax 


2 . dx  a^dx1  2.3. 4dx 
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pai.  Si*  X = m (a  •+  x)m  1 1 onde  = m (m  — l)*J 

a» t 


dX 


(«  H-  X) 


m — 2 ddX 


* dx‘ 


{m  — l)(w  — 2)(a-j-*) 


m — 3 


ec. 


Dunque  JXdx  = ( 85;  ) {a  •+  x /"=  C •+  mx  (a  -+  *)  — 

2 m ( m — I ) x*  ( a -+  x ™ ~ -+  ec.  Fatto  x = o , verrà  C 

iti  , - .W  T71  . .171  — “ I , g 

= a 9 eu  (o  4 a ) = a -f  773  jc  (aH-ar)  — (rn  — 

— •> 

1 j x*  ( a -+  a-  ) -f  ec. 

022.  Sia  X = a*la  , — = a*l'a  , ~=  «'Z»o  ee.  , il 

dx  * ax 

che  dà  fXdx  — ( S34-  3*-)  = C •+  a*xla  (i — ^xZa-+--^— X 

2-  3 

— cc.  ) . Sia  x ~ o , si  avrà  G = I , ed  a*  = I -4- 
a’xla  (l  -%xla  -+  ec.  ) ; dividendo  per  a* , verri  I *=» 

a * -+-  x la  ( I — \tìa  -+■  ec.) . Dunque  a * — I — xla  (l  — 
n.xla  •+  ec.  ) , e supposta  x positiva  , le  sue  potenze  impa- 

x%l*a 

ri  cangino  segno  , ed  a*  = 1-4-  xla  h ec.  ( 307  ) . 


Integrazione  delle  funzioni  Differenziali  Logaritmiche 
ed  Esponenziali . 


Diente 


933.  Vogliasi  JXdxlHx  . Posto  lx  = y , e successiva- 
te  Xdx  — dz  , zjy  — du  , udy  = dr , f dy  — d* , ec. , P i-n- 


tegiazion  per  parti  (920)  dà  JXdxTx  —y"z  — ny n lu~^ 

, . n — 2 . , , .ri  — 3 

n [n  — 1 ) y t — n (n  — 1 ) (n  — 2 )y  $ - 1-  ec.  = 

Z*x  fXdx  — ni  *x | /Xdx  -+/»(/i  — l)z”  "x 

/r/r  /«• 3 '/£/'?* 

y Xdx  ec.  Cosi  se  n = 3 , X = x*  , verrà  j Xdx  =z 

Tv  ~JXdx  = T*  e/* 'dxlxxz-  (Z! 'x —-+ 

r>  ' ■*  i>  3 o 

— - 6 IH-C 
5*  P)H^' 
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>34-  $e  n 8'°  negativa  , fatto  lx  =»  y , e successiva- 
mente d{Xx)  = X'dx,  d[X'x)  = X"dx  , ec. , verrà  dx  = 

, , . rXdx  rXxdy  _ 

tcdy , e con  ia  stesso  metodo  « avra  J J~y* 

* ( X -i-  — — -+• — ' f— -4-  ec.  ) -4- 

(n—  i)lm~ *#  n — a (/»—  ajl«  — 3) 

J fl^n±.  Cosi  «e  n = 3 ed  X ««= 

(fi—  i )(«  — /■» 

2x(lx—i)t  si  ha  X'  = 2x{‘xlx—  i ),  X"  = 8*/*,  e 

/ lxAx('l^Zl}  — [ a*,’*  — 2x  -4-  2xlx  ( »/«  — I ) ] -t- 

J l!x  *1  X 


»/ 


Sxdxlx  **  . r 


925.  Debba  ora  integrarli  a”*Xdx . Posto  a"'d*  = 

M* 

di,  onde  — — % (834.  3*.)»  e fatt0  «recessivamente  dX 
mia 

se  X'dx , dX'  = X"dx , ec.  « verri  col  metodo  stasso, 

r-  _■*  X'  X"  X^ 

Jam’Xdx=~  (X-_  -+i- - ^r),  ove 
m/a  mia  mia  mia 

il  segno  di  sopra  è per  n pari , ed  n è determinata  da  X" 
= Costante  . Cosi  se  m = 3 » ed  X = 3 * 1 ( x^a  •+!)»**  ba 
X'  — 3*  ( 3 xla  -+  3 ) , X"  = 6 ( -+■  l ) » X'  = I 8/a  = 

C,  onde  n=3,  e f $a'*,  x'dx  li  xla  ■+  1 ) = ^-[3**(.r/a-4- 

. \ 3*(  3*la  ■+  2 ) , 6 ( Z*la  *+  1 ) — l8/a  1 _i.  C 

1 ' s£  9/*  a 22/’aJ 

.»*  X'  Xc"/ 

926.  Dunque  , y emxXdx  = — — ( X — — ■+•■•  *=  -^p)  * 

Così  con  m = 2 , ed  X = 2 (a  — * ) (a  — * — » ) > v«r/^ 
X'  = 2 ( 2x  — 2a  -4-  1 ) , X"  = 4 = C , onde  n = 3 , • J ìe  K 

( a — jc  ) (n  — * — I ) dx  = — [ 3 (a  — * ) (a  — * — 0 — 

2 

2#  •+  2a  ] = e’*  (a  — *)*  -4-  C . 

, , . /'axdx  f dx 

927.  Troveremo  egualmente  (922) J — — J ^ •+ 

la 
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la 'fir  * i l'a f~ìr  cc-  °nde [ ~x~  ~ c ~f !*  ■* K 

*+  * — (•  ec,  } e se  t'-t,  sì  avrà  / = C -+-//*  ■+  lz-w 

4 J 1 1 

i3*  /J* 


7T  "*■  "** cc,;  e poichè  f~T~  ~ l!%  ( 833  ) =■  > « sark  / ^ 

2 2 3-2-3  J ili  ' J li 

• =f~dy  — *y  —Jyd*  = %lli  — f lindi , e Jll%di 

-fx-*—  C- 


-/ 


zllz 


Ut  — /*  — ec. 


Integrazione  delle  funiioni  differenziali, 
ove  entrano  Seni  , Cottili  , ec. 

928.  Poichè  ( 835  ) Jd  x cos  x = je/i  * , c j*dx  se n x =* 


cos  x , sara 


a 


COS  ujr  : 


se/i  //y  cos  ny 

->  ejtlysennyzz  — - 


Jìlx  cos  z ) eri”*  = 
n -4-  I 


n — H 1 
n *4-  1 


3 JCrl  £ COS  Z = — 


n -4-  I 


. Similmente  Jìly  senycosay  = (61 9)hfd 


ty  seti 


( a -4-  I ) y — hjdy  seni  a — l ) y — — cot  ( « -+  . . . 

U a (a  -+  lì 

-°V  ^ a ^ . Sarebbe  lo  stesso  per  dx  stri  x seri  ax  , dx  X 

2 (a  — I) 

cosxcosax,  ec. , e si  tratterebbe  colla  stessa  facilità  dxX 
seti  x sm  ax  cos  bx  , ec.  , riducendo  questi  prodotti  a seni 
o coseni  semplici  . . 

92V.  Vogliasi  Jdx  sen"x  . Fatto  senx=y,  onde  dx  = 
dy  (,  t — y *)  5,  riduco  (91  l)Jdx  sen"x  =./>*<0'(t — >*)  ^ 

o a ( 1 — y*  ) “=  ^4rc.  se/i^  = x se  n è pari , o ajTydy'X 

(l- — >’)  — cos  x se  n è impari,  e restituiti  quindi  i 

, . . f , n -,  cos  x . n — 1 n — t 

valori , ho  J dx  seti  x — C — - ( seti  x -4- . . . 

ri  n — -J 

rt — 3 (ri  — ■ | ) (n  — 3)  n — 5 . 

seti  -4- v — ■ • . — sen  ^x  -1-  CC.  ) 

( ri  — a ) ( « — 4 ) 

A a a 
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fm  — I 1 ( n — 3 ) . . ! , ■ n .. 

: ' ' x ( presi  — termini  ) se  n e pari , e 

n { n — ‘ì  ) ...  t 2 

( n — I ) ( n — 3 ) . . .2  , . n — I . . . , . 

I SJ. cos  x ( presi termini  ) se  n è 

n(n  — a ) . . . I 2 

impari  . Cosi  J dx sen*x  = C — — — [stn-x  -+  — sen3  x -+ 

64 

sen  x ) -+■  — — ? — x : e j~dx  set?  x — C — ( sen*x  -4» 

42  6.4.2  5 

4*en  \ . Facendo  jr  = 00  ■ — y , e per  conseguenza 

3 3- 1 

dx  = — dy  , seri  x — cos y , coi  x — sen y , avremo  il  vaiot 
di — jdycos*y\  e si  troverà  per  esempio  ! dy  cos6y  — C -4- 

■i-  seny  ( cossy  -+  — cos,y  -4-  co«  y ) -4-  '-‘-ft’*  y ; e J dy  co  s*y 
6 4 4. 2 6 4 2 


= C -+ 


seny 


( cos*y  -4-  — cot1y  -4-  — — ) . 


5 3 . 

930.  Vogliasi  anche  Jdy  senmy  cos*y  . Fatto  cosy~x, 
onde  dy  = — dx  (l  — xl ) J,  riduco  {yil)/dy  tenmycos*j 

r CT~  1 r m ~~  1 r 

=■= — Jxndx{\ — x*)  * oa — Jdx{  l — x *)  • = J dy  X 


ieri 


i 

my  se  n è pari , o a - fxdx  ( I — 


m — I m -4-  I 
- _*en y 

m -t- 1 


se 


n è impari:  e restituiti  i valori,  ho  J dy  sen" y cos* y = C -4* 
ni  -4-  I 


sm  y t _ n — (n — I ) cor"  3y 


( coi 


y-h 


«1-4-  n m -4-  ri  — 2 

(ri  — I)  ( 0—3)005"-*?  ecj  

(rrr  -+  ri  — 2 )(  rn  -4-  ri  — 4 ) 

In  — l)(n  — 3)...I  ~ fdy  sen"y  se  n è pari , e 


{ r»  -4-  n J ( m -4-  ri  — 2 ) ...  m 

, . m -4-  1 

. . . ( n — ■ I ) ( n — 3).. .2  reo  y 

*e  è impari  -4-  


, presi  1 te** 


mini  come 


l rri  -4-  n j ( ra  -4-  n — 2 ) . . . m -4-  I 
sopra  (92P)  . Cos ìjdy  cos3y  sendy  = C -4-  — sen‘yX 


( cos*y  ■+  — C -f-  — * en*y  ( sen  y ) . 
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931-  Consideriamo  ora  i rotti,  nei  quali  entrano  se- 

: (JL  = [L-Jl (62i  ) = /*■■,  

/ i*«  v J 2tenky  coshy  co<* \y  tnig^ 


ni , ec.  : \ . 


* / rnngXy  ( 833.  838  ) . Fatto  , = 90°  — « , avremo  2*. 

( 45*  ~ - ) = ~ Z CO*  (4Se  -+■)«!  3. 3 •) 

J cus  z 2 2 

a ./  seri,  7 sen  y 

l serty  = Jjy  co t,  : 4°-  f ^LL  = = - / co*, 

J coty  J cosy 

— Isecy  = Jdytangy  : 5*.  / — — = f — , =* 

7 te  ny  cosy  J coty  tangy 

l tangy . 

932.  Posto  ciò,  cerco  . Fatto  se/i,  =x  ' , on- 

7 ««", 

de  d 1 = — i-  ’ dx  (x1  — 1 ) ",  riduco  (oli)  f- -- — = 

\ senmy 

— (xm  1 dx  (a.* — I ) 3 o a — fxdx  (sr*  — 1 ) ^ . 

/-^y—  = — cot  v ( 838.  2°.  ) se  pi  è pari  , o a — Jdx  ( *’  — 

l)  - = = / tanvhy  ( 931  ) se  m c impari,  e restitui- 

Jstny 

*i  quindi  i valori,  ho  — £21^.  f i— y -+  . . . 

J senmy  m — I \ten*  , 

U£LI1±J  _ h-  ec.  ) - - 

— .S  lieti  y t 


( ni  — 2 ) ( m — 4) 
( m — 2 ) ( w — 4)...2cot,  . m — 2 


1 - — — - «|*  ■ 

( ni  — 3)  senm~  (m  — 3)1  m — 5) 


— . presi termini  , se  m è 

( m — I ) ( m — 3 ) . . . | a 

• , . • ( ni  — 2 ) ( or  — 4)...|  , , 

pari  ; e se  e impari , -i / tanghy,  pre- 

(m—  !)(«  — 3).. .2 

si  — - — .termini . E fatto  come  sopra  , = 90  — z si  avra 

il  valore  di  — C—-*-  . 

J co»"i 

93 3.  E' dunque  facile  integrar  la  formula  ? 
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poiché  , »e  m — >ik  -+  I , si  ha  ^1^21 ( t 

teu  "y  se’i  y 

— seri1  y che  , fatto  seny  = z,  diventa  5 n<l%  fi — e1)  in» 

tentabile  ( 858.  1 0 ) , giacché  qui  k è numero  intero  c posi- 
tivo. Se  ni  — 'ik  > allora  -H-L21 — j*  — — wn  • 1 e- 

senny  seri" y 

«pressione  che  sviluppata  l’ integrerà  per  mezzo  della  for- 
mula /1^_(932).  Lo  stesso  sarebbe  per  , e 

./  sen  y J cos"y 

r ‘ly 

J tenmy  cos*y 

934.  Si  cerchi  f- — — - . Fatto  cos  y = x , onde  dy 
J a •+  bcasy 

— rLe  r (ìy 

— — — , avremo  / / — — = — 

Vt  l — a ) J a bcosy 

/’■'  dx 

- • — — ; quindi  nel  caso  di  a>b  sarà  fon) 

(a-t-A.x)y(l  — x1) 

J^hrr  Arctans 

3-y/f  I — x1  j(a»  — ft») _I_ 

(n  ■+•  b)  (1  *+  x) — (a  — b)(  I — x)  v('jl — b 3)  c- tanS  • ••• 

•enjfr/(a* — è1)  r ,,  sen y*J(  a* — bx) 

" - i-  - 1 ■ ■ 1 . /Ir  C,  SCfl  — • k 

o cosy  b — b*)  a ~i-  U cosy 

t . a cos  y -+•  b , , . . . 

~/V  * vt:  /1rc  coi  ? •*  c nel  caso  di  a <b,  sara 

V va  — b ) a -+  b cosy 

(9,7)  f— — — — = L x 

/o-t-  bcos  y y/{  bx  — «*  ) * * 

^\/(bx  a*  ) ( 1 -4-  x ) -+  ( b — — x) I 

y/(bx  a*  )(  ! -+  x)  — (• b — a ) v'(  I — * 1 y/{b* — • a*j^ 

j V(  b -4-  a ) ( | -+  cnsy)  -4-  — a)(r  — cosy) I 

\/{b  -+  a)  (l  -+  cos  y)  — y/(b—  o)(  t — cosy  ) b 1 — az)  * 

^b  •+  a cosy  -+  ^/(  b * — a")  se.ny 
a -+  b cosy 
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Condizioni  d’  integrabilità  per  le  funzioni  differenziali  di 
qualunque  ordine,  e con  qualunque  numero  di  variabili: 
ed  integrazione  di  quelle  che  vi  soddisfanno . 

935.  Il  differenziale  Xdx  di  primo  ordine  , e in  cui 
X sia  funzione  della  sola  x , potendosi  o esattamente  , o 
per  approssimazione  decomporre  in  termini  > ella  forma 
px"dx  , è nell’  uno  o nell’  altro  modo  sempre  integrabile  . 
Anzi , se  dx  sia  costante  , con  gli  stessi  due  metodi  inte- 
greremo ancora  Xdx".  Infatti  posto  Jxdx  — y -¥  C,  sarà. 
dx  [Xdx  = (856.2 °.)  [Xdx*  — ydx  4 - Cdx , e nuovamen- 
te integrando  , Jjfxdx * = Jydx  4-  Cx  -4-  C' . Del  pari 
dxJ/Xdx * =X  j] Xdx*  = dxjydx  4-  C xilx  -+  C'dx,  e 
JJJXdx 5 —J'dx Jydx  4-  — — h C x -+  C" , ec  Cosi , 


se  X 


m 4-  I 


= x , ivremo  y 


f dxjydx  — 


( in  — I 

m-+-3 


= Ì , f ydx  = , 

m4  I ,/  (m  -t- 1 ) (m-+2) 

m — L.  -> 

» tfjj'xmdx'=... 


) l m -4-  2 ) ( 


■3) 


C-1 

— — -4-  C'.r  4-  C"  . 
•J 


( m 4-  I ) ( m -+•  2 ) ( m 4-  3 ) 

930.  Ma  se  dx  non  sia  costante  , o X sia  funzione  di 
più  variabili,  poiché  allora  i differenziali  superiori  al  pri- 
mo ordine  nel  primo  caso  , e quelli  di  qualunque  ordine 
nel  secondo  risultano  da  più  termini  legati  fra  di  loro  con 
dei  rapporti  dipendenti  dalle  leggi  della  differenziazione  : 
non  ogni  espressione  di  tal  genere,  che  sia  composta  a 
capriccio,  rappresenterà  dei  differenziali  esatti  ed  integra- 
bili > ma  quelle  sole  le  quali  risponderanno  a delle  deter- 
minate condizioni  , che  preme  di  stabilire  . 

E prima  di  tutto  le  dimensioni  relativamente  ai  diffe- 
renziali delle  variabili  dovranno  per  la  nota  lecce  degl’ in- 
finitesimi (l9?-8°.)  essere  in  ciascun  termine  al  medesimo 
grado  . Perciò  un  differenziale  del  primo  ordine  non  con- 
terrà tcimim  con  differenziali  elevar!  a!  disopra  della  pri- 
ma potenza  ; e sapendosi  che  d”p  e dp”  sono  d’  un  gra- 
do stesso  (84.4),  in  quelli  di  sccond’ ordine  si  troveranno 
soltanto  i differenziali  secondi  di  ciascuna  variabile,  le  se* 


1 
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•onde  poterne  e i prodotti  a due  a due  dei  differenziai! 
primi*,  in  quelli  del  terzo  n avranno  i differenziali  terzi, 
i prodotti  dei  secondi  nei  primi , le  potenze  terze  di  que- 
sti , i prodotti  delle  seconde  nelle  prima  e di  queste  a tre 
a tre  tra  di  loro  ; ec. 

937.  Posto  ciò  sia  dn<p  una  funzione  delle  variabili 
x,y,e  dei  loro  differenziali  fino  all'ordine  n con  dx  co- 
stante . Facendo  d-  = p,  — q,  — = r , ec. , cioè  dy 

dx  dx  dx 


= pdx  , d'y  — dpdx  = qdx*  , dfy  — dqdx'  — rd*  * , ec. , 
d*p  diverrà  funzione  di  x,y,p.q  r , ec  e del  solo  diffe- 
renziale dx,  che  dovrà  in  tutti  i termini  trovarsi  al  me- 
desimo grado  ri . Potrà  dunque  d*p  rappresentarsi  gene- 
ralmente con  (ìdx*  , supposto  fi  funzione  delle  sole  quan- 
tità finite  x,y,p,q,r,  ec.  , il  cut  numero  dovrà  esser 
manifestamente  n -+  •!  . 

938.  Si  supponga  intanto  che  (3dxK  provenga  da  una, 
due  o più  differenziazioni  o di  una  funzione  finita  o di 
una  funzione  differenziale  di  un  ordine  comunque  mino- 
re di  n ; e sieno  udx"~‘ , u'dx"~',  u''dxa~i  , *c  i suoi 
integrali  primo,  secondo,  terzo,  ec.  Dunque  per  la  pos- 
sibilità di  una  , due  o più  integrazioni  di  >3 l/jc"  , dovran- 


no verificarsi 


1'  equazioni  ffidx*  — udxn  ' 


u'dxH~ * , Ju'dxM~ 1 = u"dx*~ 1 , ec.  o più  semplicemen- 
te (ìdx  — dii , udx  = du' , u' dx  —du",  ec. 

Ora  quanto  alla  prima,  differenziando  (850)  si  ha 


0dx-. 

= *=(. 

du  > 
dx  i 

Yx  ■+ 1 

f du 

Vly 

f du 
\~d[, 

e P> 

/ dii  > 

t du  N 

( du  \ 

/ 

du  \ 

-+  ( 

\P  *+  1 

“7— 

\r  •+  ec. 

= v > 

Cdi> 

1 \ 

. dq  ) 

(à&\ 

_ ( LÌ'"  ' 

\ -4- 1 

< d'u  > 

In  — 4- 

1 d'u  > 

Id  -4-  1 

' d'u  ' 

Ve Ixdy 

dyx  > 

lr  ^ 

\dpdy I 

)/  ^ \ 

<dqdy  • 

(d0\ 

1 - ( dt,‘ 

\ 

/ d'u  ' 

/ du  ' 

\ -4-1 

f d'u  ' 

v / d'u  \ 

\dp) 

\dxdp 

) + 

\dydp 

jp-t- 

wy 

< dp  ' 

P^Kdjdp) 

(d0\ 

_ / d'u' 

\ , 

/ d'u  ' 

/ d'u  ' 

Vi  - » | j 

r du  ' 

\ 1 ( d'u  Vco 

\dq) 

v dydq- 

)P  ■+ 

' dpdq‘ 

l dp 

ec.  ec. 
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(?  >"  - & - c$>  - - 

d(2\  , /■  d'u  \ , / d*u  \ , / du  \ , / d'u  \ , . / /u 


ec 


Kdxdq)  \djdi)  J KdpdqJ  1 \ dp 

ec.  ec. 

Ma  essendo  i coefficienti  * ec-  ^un“ 


zioni  essi  pure  delie  variabili  contenute  in  u , si  ha  ...  . 

«£) = (£>-(  £>  ^ (£>-(£>  - “• 


<£)  - 


dxu 


d'u 


d'u 


ifd >* 

«|)= - 

■ j • j 

dunque,  poiché  (851.  2*.)  ( — \ = ( — J,  fatto  per  co* 

\dmdii ) \dndmt 

n,odo dr)=N- (it) = p • © = Q • "•  • •”cmo  *- 


1 


<dpdy 


dpd  1 > 


' dp 
fdu 


dqJ 

dui 


“"=7,  Op=©-^  o«-© 


i . « 


*0" 


j-  4- 

</r  Vti 


</*  Kdq/* 

939.  Ora  se , come  abbiamo  osservato , in  /3dxn  ossia 
in  y3  le  variabili  x , y , p , q , r , ec.  si  trovano  in  numero 

di  n •+  2 , saranno  n -+  I in  udx"  1 oi9Ìn  in  u : onde  , po- 
nendo successivamente  n = 1,  =2,  =3,  ec- , u sarà 
funzione  soltanto  di  x ,y  nel  primo  caso,  di  j t,y,p  nel 
secondo  , di  x,y,p,q  nel  terzo,  ee. , ed  avremo  quindi 

per  n = 1 , P =,  (*‘)  , N = — d?  , ed  N — L dV  = o ; pec 
\dy/  dx  dx 

"“‘•Mt)-p  = (£W,J«-N  = ©p-©* 
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il  Q , ed  N pM  „ = 3i  R 


du ^ 

e“C)-‘-i,'R'p=  = 

' d N-  i^P+JL  rf.Q-, 
-pd’R^Oi  e in  generale,  qualunque  siasi  il  valor  di 


i-,J'S-ee.=o, 


dx 

n ’ N ~ X ■+  A d Q ~ — d» R 

«*  rfrr1  dx’ 

formula  esprimente  la  Condizione  necessaria  perchè  possa 
aver  luogo  I’ equazione  fidx  =»  da  , ossia  petcnè  possa  in- 
tegrarsi una  prima  voka  la  funzione  fax",  o la  data  <T® 
differenziale  dell’  ordine  n . 

940.  Ma  perche  possa  integrarsi  una  seconda  volta  e 
sussistere  ancora  I’  altra  equazione  udx  = d„‘,  osserveremo 
clic  la  forma  di  quest’  equazione  ricade  in  quella  della 
piecedente  , cangiatovi  solo  fi  in  u,  ed  u in  u’ -,  dunque 
potrà  concludersi  la  condizione  per  la  sussistenza  di  que- 
sra  , introducendo  gli  «tessi  cangiamenti  nella  formula  gtk 
trovata  per  la  sussistenza  dell'  altra  : il  che  darà  per  nuo- 
va condizione  ( — ì !-  d(~\  -+  _L  1 Aì(^u\ 

V dx*  W*dì'd\Tq)  te>d\Tr) 

cc  — Ma  dai  valori  già  trovati  per  P,Q,ee.  è fa- 
Cile  deduire  che 

(d u\  * 1 

d^) — R — dS  -4-  ec. , sostituendo  adunque  si  tro- 

P “ }x  H-  ~ SR  - H.  ec.=  o,  condizio- 

ne necessaria  perchè  possa  integrarsi  una  seconda  volta  il 
proposto  differenziale  . 

Con  simile  raziocinio  si  troveranno  per  condizioni  di 


integrazioni  ulteriori 


J dR 
dx 


dx1 


dlS 


ec. 
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R dS  •+  - ” d' T — cc.  = o , con  leggo  assai 

d x dx 

manifesta  . 

941.  Frattanto  si  concepirà  facilmente  I*.  Che  que- 
st’equazioni  eguaglieranno  in  numero  l’ordine  della  pro- 
posta. a*.  Che  se  oltre  x,y  si  abbiano  in  d"p  le  variabi- 

n.  dz  , dp'  , du>  ,,  di’ 

* , w , ec. , ponendo  — x=  p , ~£_  =s  q , ec. , — = p , 

*x  dx  dx  dx 

=»y",  ec. , sarà  fi  funzione  di  x ,y  , p , q , ec.  z g',  ec. 


c » . 


?P  , 9 , 


cc 


, (lÉ.'l  = N",  ^4)  =*  p".  cc- , oltre  le  stabilite  equa- 
zioni tra  N,P,Q,  ec  , dovranno  sussisterne  delle  simili 
f' a N',  P',Q',  ec  , N",  P",  Q ",  ec  Infatti  poiché  s,te,ec- 
sono  indipendenti  da  y , e come  costanti  rapporto  a questa 
variabile,  la  loro  presenza  nella  funzione  non  distrugge, 
nè  altera  le  condizioni , che  unicamente  si  riferisci  no  ad 
y ; e dall’  altro  canto  se  queste  ai  verificano  riguaido  ndjr, 
che  in  somma  non  è che  una  variabile  qualunque,  debbon 
dunque  verificarsi  anche  per  s , w , ec  3°.  Perciò  1’ equa- 
zioni di  condizione  per  ciasrun  ordine  diffetenzials  son 
tante  quante  le  variabili  meno  la  x,  il  cui  differenziale  è 
costante  . 40.  E questo  numero,  e le  stesse  equazioni  con- 
dizionali avran  luogo  ancor  clic  manchi  dx , e per  conse- 
guenza** nel  diffeienziale  proposto;  mentre  ciò  non  im- 
pedisce , che  possa  farsi  d)  — / dx  , df>  qdx  , ec.  , ed  aversi 
d"p  = (ìdxn  con  tutto  il  restante . 50.  Potremo  perciò  usar- 
le anche  nel  caso  di  dx  variabile  o di  d*P  funzione  del- 
la sola  x,  ponendo  x — v , e trattando  v al  pari  delle  va- 
riabili y , * , ec.  6°.  Se  n — I , e dp  = A dx  -+•  B dy  -+-  C dz 

•+  ec. , sarà  fi  = A -t-  B/j  ■+  C//  -+  ec. , N = 

, /dC\  ,d A\  • /t/B\  , , (dC\ 

valori  che  sostituiti  con  quelli  di  p,p’>  ec.  (93?)»  di  </P 
= dQ  = (™)dx  + 0dy  -+  (fjdz  H-  ec  , e di  dP'  = dC 

=*  'jdx  -+  (~P^  /y  -+  ^yiz  -4-  ec.  nell’  equazioni  N — 
dj  B b b 


(drt\ 

P\7y) 
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«*P  M.  rfP 

— = o , N _ _0  cc 

c/*  rfjr 


[(?)-(£)]** 

tClTi)  -+ cc  se  o , ec.  ; e , per  I' indipendenze 


delle 

fdC 


”***•'0 -&)'<£)  -£)■£)- 

(<n.\  . 

*c. , condizioni  semplicissime  e che  trovammo  «n* 
che  altrove  (85 1.2*  ). 

942.  Ma  ai  venga  agli  earmpj , e sia  I.  dp  = ( iyl  -+- 


m/B 


dA» 


rdC  • 


4lz*xl  ) xJx  ■+  ( 


V(/ 


r | -+  3j  -+  ai*  j jf/jr  -+  ( 4**  -+•  2 A*4 


- viT^V  ,J‘'  Av"",,>  C£) = **'  - ("  ) • (£)- 

espressione  è integrabile  (941). 

Il  Sia  t/1©  ss  — ridt-fdji)'  aeri  ( * y ) «4.  ( jds 1 -+. 
%dxdy  -+  x dly  ) coj  ( x -{•  y) . Avremo  (938  ; fi  = — *•  (1  -+. 
p ) S'  11  ( a -+■  y ) -1-  ( 2 •+  -ifi  q\  ) cot  ( x •+  y ) ; onde  N = — 
* l « -+p)'cos  (x  y ) — l 2 -+  Jp  ■+  qX  ) »e/i  ( x - + y ) J P = 

*—  2*  ( | -+p)  sen  ( x -+y  ) -+  a co»  (x-i-y)  , — = .*-2a(I  -j. 

dx 

P ),coi(*4;)-  a (a  -+  2/>-+  «Af)*e«  (x  ’+y);Q=xcnt 
(x  -*  y) , -jQ  = — 2JT  ( 1 -+•  p)  sen  (*-*-,})  -+  2 co»  (a  -t-^)  , 
d’Q  t 

~^xì  — x ( 1 "+  P ) °os  ( ~+->  ) — ( 2 -+  2p  •+  qx  ) seri  (ar  -+ 

y ) < ove  è evidente  che  N — ^-~~i ^ = o , come  pure  P 

dx  d 4»  r 

2</Q 

— o;  e perciò  I’  espressione  data  è due  volte  inte- 
grabile ( 940)  . 

III.  Sia  tf*9  =•  ydxdtz  -4-  xdydiz  •+  xyd**  . Dunque  fi 

“ V J PS'*  -+■  ' AX  ; N = 2'  -+■  r'*  i P ss  /*•  , ~ ss:  y'-t-  r' Mi 

dx 
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C 

2d0 

0 = — x-  = 

d*Q 

;R=o  = 3jLR« 

3d*R  . 

dx 

dx1' 

dx 

dx*  ' 

dx1 

, _ d?' 

2dQ' 

d*Q' 

° dx 

5 Q'  = 

= ^',A  ’ dx 

4P  *+ 

23X,-^  = 

dx 1 dx J 

le  rimanenti  P 


».  3dR'  ad*H'  „ 

&1  -4-  rx  v R —X y ,2-—.  = 3y  •+  3px , -^-r-  = 6p  ■+  3gx , 

^ = 37H-e*.  Han  dunque  luogo  1*  equazioni  N - •+ 

dx‘  dx 

d'Q  d>  R rfP'  d:Q'  d’R'  .. 

''•*  dx  dx*  dx‘  . b 

.r/Q  , 3^«^q  p,  _ 2dQ-  3£*U' 
dx  dx1  * dx  dx* 

= o,  ec. } onde  il  proposto  differenziale  è una  «ola  volta 
integrabile  ( 940  ) . 

1 V.  Sia  d‘p  — óydx*  —h  1 2 xdxdy  -+•  3 x*d*y  -f  bxydix  , 
cangiato  x in  v ( 941.  j“.  ) , avremo  = oydv1  -+  12  td.  dy 
-t-  31 i*d'y’-+  6vyd~v  , e «ara  /3  = ty'*y  -+  liZpp'w  -+  3</v‘  -+ 

r/P 

óq'vy  ; onde  N — 6 p'*  -4-  6g'o;  P = I2»'v,.- — . = I2g't>  H* 

dx  < 

I2p,x ; Q = 3^’  » — — = 1 2f 'v  . — ~t  — ó<ì'v  *+■  6p'*»  38 

UX  dX 

cip' 

J 2pp'  -+•  ógw  -I-  Óq>  ; P'  = I 2p'y  -+  1 2pv  , ——  = 24 pp’-+-  1 2g'y 

dx 

-+  1 2qv  ; Q'  3=  6vy  , =s  I2pv  -+•  1 2//>  . ~ %-  — 6qv  -+ 
dx  dx 

(ìP 

12 pp'  -+  6q'y  : peroir  veiificandogi  1’  equazioni  N — — -+• 

dx  dx  dx  dx  dx 

= 0,  1‘  e*pre«aione  à due  volte  integrabile. 

V.  Sia  d'pzx.  i2dxdJx  -+  4 xd!x  = i’idvd*v  -+•  4 rd'w. 

dP 

Dunque  fi  = 1 2pg  -+  4.  » ; N = 4r  ; P = 1 2q  . — = 1 2>  ; Q = 

dx 

Odo  d*Q  n 3dR  3daR 

I2p,^  = ,4,,-V=l2rl  » = 4.,3_.=  ,Vi  - 

d'B  , . 

l2j  , — V,  valori  che  lointum  nehe  ire  prime  equa- 
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zioni  di  condizione , mostrano  che  la  funzione  data  può 
tre  volte  integrarsi  . 

943.  .Stabilite  in  tal  guisa  le  condizioni  d’ integrabi- 
lità, ecco  dei  facili  metodi  per  integrale  la  funzione 
quando  vi  soddisfaccia  . Sia  in  piimo  luogo  « c-i  l , et/p  = 
A dx  -+  B dy  -4-  C dz  -+  ec  : poiché  A dx  è il  differenziale 
parziale  di  p per  x , integrandolo  per  .v  avremo  tutti  i 
termini  di  p , ove  trovasi  questa  variabile.  Del  pari  inte- 
grando B dy  , Cdz , ec.  per  y , * , ec.  » avremo  tutti  quelli 
con_ysz,  ec.  Dunque  nella  somma  totale  S di  quest’ inte- 
grali parziali  saia  contenuto  interamente  p,  solo  che  i 
piodotti  di  due  o più  vai iabili  , dovendo  necessariamente 
far  parte  di'  più  integrali  parziali  , vi  si  vedranno  tante 
volte  ripetuti,  quante  in  ciascun  dei  tei  mini  son  le  varia- 
bili : onde  converrà  dividetgli  per  questo  numero  affinchè 
S rappresenti  esattamente  p . Dunque  per  integrate  una 
funzione  differenziale  di  primo  01  dine  a più  variabili  , 
quando  soddisfaccia  ai  critvrj  d'  integrabilità  , 'dovran- 
no prendersi  e quindi  sommarsi  gl’  integrali  parziali  per 
ognuna  delle  variabili  , e dividere  i termini  della  som- 
ma ridotta  per  il  numero  delle  variabili , che  in  ciascuno 
son  contenute  , aggiungendo  infine  la  consueta  costante  . 
Cosi  nell'  esempio  1°.  integrando  parzialmente  prima  per 
x , poi  per  y,  infine  per  s,  e quindi  sommando,  avremo 
S — 'lyxx*  -t-  2bz1x*  2v'(>*  -+  zx  ) -t*y  -+  *4;  onde  p — 
yX *x  -+  bz'x*  -4-  x/(y  -+  »*  f-hy1  -+  Z+  H-C. 

944.  Sia  n — -1 , c dx  costante,  cioè  dxp  =(936) 
Ed**  -+■  F dxdy  -4-  Gdxdz  ■+  ec.  -t-  H d‘y  •+  Ld’s  -4-  ec. , e 
se  ne  voglia  l’integrale  primo  dp . Fatto  dp  = Adx  -+  B iy 

•+  C dz  ~t-  ec.  , avremo  d3p  = ^~^dxx  -f  -4- 

di  )]■'"'>  -*■  [(s)  ■*  di)]'''*  -*  "■  ^ * CJ"* 

-4-  ec.  Dunque  1*.  B = H , C L , ec. , cioè  i coefficienti 
dei  differenziali  variabili  dy  , dz  ■ ec.  in  dp  son  gli  stessi 
che  quelli  di  dxy,dxz,  ec.  in  d‘p  j onde  p,er  aver  dp  non 
resta  che  trovare  A,  se  pur  dx  non  fosse  variabile,  poiché 
in  tal  caso  è manifesto,  che  avremo  A dal  coefficiente  di 
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“ ) = 1 “*  ■ + [F  - (lì)]*  + h (5)]* 

-+  ec. , valore  clic  integrato  (943)  determina  A.  Nell*  ce. 
11°  abbiamo  E — — x .e"  ( a:  -+■  y ) *+■  'i  coi  ( x -+  y ) , F = 
■ — ix  sen  ( Jf  •+ jf  ) -4*  2t  os  ( jr  -t-ji  ) e H — B — j.  cos  ( x -+ 
y ) . Dunque  d A = — x(dx  ■+  dy)  seti  ( x -+  y ) -+  dx  co» 
( x -+y  ) -+•  ( dx  -+  dy  ) cos  ( x -+  y ) , A = ( 860.  943  ) a;  co* 
( » H-  y ) -+  sen  ( x ■+■_>')  , e dp  — xdx  cos  (14^)  ~\r  dxX 
sen  ( x -by  ) •+  xdy  eoa  ( x -+  y ) = d(x  seri  ( x •+  y ) ) . Ma 
nel  IV*.,  ove  dx  è variabile,  dai  coefficienti  di  dx1  e d1y 
avicmo  immediatamente  dp  — óxyd.x  -b  ^x’dy  — d ( £x*y  ) . 

945  Sia  n — 3 e come  sopra  dx  costante,  ctè,  limi- 
tandoci per  semplicità  a due  sole  variabili,  d‘p  — (936) 
lirf’y  -+  l'dxd\y  ■+  ( >dyd~y  -b  Hdx ! -+  l.dx'dy  -b  Kdxdy*  -4 
I dy  - Supponendo  che  d2p  — Ad‘y  H-  iìcf,*1  H-  Ct/y1  -+  \jdxdy 
ne  sia  l’integrale,  avietno  differenziando,  d‘p=  Ad*y  -+. 

[(£)  - »]<"*-  [(£)  - ^ - (sV  - 

o - is)^  - [(S)-’d)]^-  - o 

*•  Dunque  A = E , 2C  = G - (~)  * D = F - , 

= H , = L — (~J~)  ’ tr0  Pt^m•  equazioni 

•i  hanno  i valori  di  A,C,D;  1’ ultime  danno  -+ 


‘O-O*- 


differenziale  del  i*. 


oidine  , che  integrato  ( 943  ) , faià  conoscerli,  f^el  modo 
stoso  si  avranno  gl’  integrali  degli  ordini  superiori  . 


Integrazione  dell' equazioni  Differenziali  . 


Come  vi  è un  qualche  divario  fra  i differenziali  delle 
funzioni  e quelli  delle  equazioni  , cos)  ve  ne  ha  fra  i di 
loro  integrali.  Per  integrare  una  funzione  è necessa/io  ri» 
montare  a quell’  espressione  finita  la  cui  differenziazione 
renda  la  data  . Per  integrare  un  equazione  basta  che  in 
qualche  modo  ti  giunga  a determinare  il  rapporto  finito 
delle  variabili.  Il  vocabolo  integrazione  ha  dunque  in 
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quoto  caso  an  «ermo  molto  più  esteso , ed  equivale  in 
somma  a soluzione:  nel  qual  significato  le  iegoIe  che  ab- 
biamo date  per  le  «empito  funzioni  non  possono  e>set  nè 
sufficienti  nè  sempre  applicabili  «fi’  tntegiazione  dell’  e- 
quazmni  . 

946.  Sta  I equazione  Acfjr -t- — o del  primo  ordi- 
ne e a due  sole  variabili.  Questa  s’ integra  generalmente 


>*•  -(£)=(£)•  " * 


primo 


membro  è un  diffe- 


renziale esatto  ( 941  ) ; i . Se  possa  giungersi  a separare  I’  u- 
na  dall  altra  le  elise  variabili  in  mudo  che  A resti  funzio- 


ne della  x , B dalla  sola  y , mentre  allora  ^ = o = • 

3*.  Se  si  trovi  un  moltiplicatore  M atto  a rentier  diffe- 
renziale esatto  il  primo  membro  della  pi  oprata 

947-  primo  caso  1’  integrazione  si  ricuce  a quella 
delle  funzioni  , e 1 equazione  si  chiama  integrabile  per  se 
stessa,  e anche  reale,  denominazione  che  ritiene  del  pa- 
ri tutte  le  volte  che  può  comunque  integrarsi 

948.  La  separazione  riesce  molto  comodamente,  l* 

•*  A = XY  , B = X'Y',  nel  qual  caso  si  ha  -+  =: 

X'  Y 


c , equazion  separata  : 2*.  se  A , B non  funzioni  omogenee 
di  x,y  allo  stesso  numero  di  dimensioni;  poiché»  fatto 

*=>c,  sarà  — una  funzione  Z di  z , e si  avrà  dx-^Zdy 


=?o  = uly  s-yìz  -+  Z dy  , e separando  , ■— s = — . Cosi 

Z4i  y 

D 

( ax  •+  by  ) dx  — ( mx  -+>  ny)  dy  , fatto  x — J t , onde  — =s 

A 

T - ~ , diviene  - *JL  = , e. 

at»  -h  0 y az*  -+ (b — m)%  — n 

quazione  facile  a integrarsi  (915.  40.  918)  . 

949.  Negli  altri  casi  o la  separazione  è affatto  impos- 
sibile , o si  esigono  dell’  artificiose  sostituzioni  per  otte- 
nerla. D’ ordinario  si  sostituisce  con  frutto  eguagliando  ad 
una  nuova  variabile  i termini,  che  ammettono  integrazio- 
ne; ma  non  vi  è regola  generale  per  sostituire,  e poiché  il 
molto  essercizio  supplisce  in  questi  casi  alle  regole  , por- 
remo qui  varj  esempj  di  sostituzioni , con  cui  si  giunge 
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• ««parar  le  variabili  in  diverse  equazioni  del  prim’ ordine. 

I ( ri  -+  Ix  -b  cy  fdx  ( e -+  fx  ■+  #y  ) dy  ; supponendo 
A , B (ali,  e he  a in  u -+  b A *+  eB  = 0=0  —4"  /A  — 4-  ^ B , si 
ponga  x =x  t -f  A , y =z  114B,  avremo  , dopo  aver  fusti* 
timo  e ridotto,  ( bt  -+  co  ) di  — [ft  -+  gu  ) du  , equazione 
omogenea  . * 

11.  ( ly  -b  x)  dy  -+■  ydx  = (o  _+  a : — f-  j»)  Y dy  ; fatto  x-by 
*=  3 •»  v“  t**  jdz  -4-  zdy  = (u  -+  z J Ydy  : tatto  yz  = u , vie» 

ne  du  - ^ = a\Jy  : fatto  Ì*L  = ‘LL,  viene 

y y v <i% 

aYdy  e u . a\dt 

*= » «no  — = P , vene  infine  dp  , 

? ? 2 

m.  = _i£ì4>ì>  , f.„0 

X4 -b  X y -+  a4  U y/’.x'-bj*) 

x . * ( xdz  •+  zdx  \ di  r 

y viene  —, -- — s=  -y  : fatto  zx  = p , viene 

X & — 1“  u a 

a'd/)  di 

pl  -b  a4  z 

IV.  (a*  — x‘)  dy-byxdx  = adx  yX**  -+  y*  — a*)  1 fatto 

••  - ,■  =<  , onde  _ ,dt  ='2±^>jt , vene  - 

u u>  u* 

adx  yY  u* — l),  che  facilmente  si  separa. 

V.  B?:  = OVVI, fatto  *Tdy  = JJ  , elette  1* 

X 4-  5 X* 

_ xt/e  — zdx  . * . Yrfv  dp 

— r—  : fatto  -=/>,  viene  ^ . 

X Z*  jj ’ 

VI.  mydx  -4-  nxdy  — y' dy  ovvero  xy  ( -4-  a* 

x y 

yrdy:  fatto  mlx-b  uly  = ìp , x<*y=pì  viene  ’—^^=yr~~l 


j • . tfy  . " n -4-  «1  ( r — I) 

c,oe  ,-zrr^^vj- 


VII.  c/y  -b y*dx  zz  axmd * . Se  m = o , avremo 

a y 

= Jx  : se  m =*  2,  fatto  y = -L  , l’equazione  diverrà  0* 

mojjenea,  ed  in  conseguenza  separabile  (j>48.  2*.);  e può 
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anche  divenirlo  in  un  infinita  dì  altri  valori  di  m,  timi 
pdò  compresi  fra  o r — 4,  conforme  diniomò  per  la  pri- 
ma volta  il  celebre  Conta  Iacopo  Riattati  , da  cui  questa 
lì  famosa  equazione  prende  il  nome  di  Riccaziana.  Infet- 

I 

— I 


ti  ponendo  successivamente  x = t‘ 


*.=« 


y — 


- , =r  — t*s  , aviemo  le  trasformate  dx  -+•  *Vt 

( m -p  | ) e 


1 de  , di  -+•  *’ Jr  =*  at 


— m — 4 


Jt.lequa- 


( ■+  « )* 

li  essendu  s : m i 1 i alla  proposta  , ci  dicono  che,  se  abbia 
luogo  la  sepatazione  in  un  cash  qualunque  per  esempio 

quando  m—n,  deve  averlo  ancora  quando  m — — , 

»i-h  l 

e quando  m = — n — 4 : ma  riesce  quando  m = o,  dunque 
usando  alternativamente  i due  vaioli  di  ni  ai  troverà  aver 

luogo  anche  nei  casi  di  rn  = — 4 , = — A|=_jLJ=_ 

3 3 


8 


, ec. , ed  in  generale  quando  sia  m = . — L-  essendo 
5 21  ±=  1 

i un  numeto  intero  e positivo . 

ami  m nj  Pi  9 , to'  n'  , p‘  , 0'  m"  n1' 

Vili  ax  y dxrdy1  -4-  bx  y dx^  dy*  •+  ex  y X 

dx^  dyl  •+  *c  =0,  ove  per  la  natura  di  tali  equazioni 
ai  ha  sempre  p -+ 9 = p’  -+  9'  = p"  ■+  9"  =»  ec.  : fatto  y — 

% , ella  diventa  r*ax’n%  ^ 5 -t-  r®  bx’“  X 

r (»'•+ 9') -5'  p ,/  q"  m"  r(n"  -f-  0"  ) — q" 

* 1 dx1  dx1  r*  ex  z ' * ' 7 X 

Pii  n 

fi 

Ut  +/*'  -4-  ec.  = o,  e sarà  omogenea  se  m -4-  r ( n -4-  9)  — 
8 = ”+  r In'  -4-  9'  ) — 9'  = wi''-4- r(,i"  -+-  q'1  ) — 9"=  ec., 

cioè  se  r = ro  - -4- q'  = ~ V ~ m"  ■+  ?"  = ec.  Co- 

«'  -4-  9'  — fi  — 9 ri"  -4-9"  — ri  — 9 
sì  1’  equazione  ay'x'dx  -t-  bdx  -4-  cjjm/x  -4-  fx*y*dy  = o dà 


in  =tn  — •!,  m 


— <ì'~  9"  = o,  9"'  — I , e però  r = 


n =zo  , ni  = ri  = l , m ' = 4 , «' 


2 » 9 


2 2 — I 


2 — 4-4-  » 
2-4-1  — 2 


Digitized  by  Google 


)(  335  )( 


•4-t-  I _ 


= — I ; dunque  fatto  y=z  % 1 , ti  avrà  «a 


2 + 1 — j 


— t 


x' dx  -h  bdx  -t-  et  ' xdx  — fx*z  ^dz  — o,  equazione  o- 
mogenea  e perciò  integrabile  (948.2*.).  Del  resto  se  ta- 

luno  dei  rotti  ~ - ™ ^ , ec.  divenisse  —,  non  se 

n‘  -+  q — n — q ° 

ne  farebbe  conto,  ciò  solamente  significando,  che  qualun- 
que valore  di  r rende  omogenei  i termini , d’  onde  quel 
rotto  resulta;  e se  divenissero  fi.  tutti  i rotti,  o andassero 

a zero  tutti  i loro  numeratori  o denominatori,  ciò  indi- 
cherebbe che  per  separar  le  variabili  non  vi  è bisogno 
di  metodo  . 

950.  Si  avvertirà  infine,  che  deve  riguardarsi  come 
non  integrabile  1’  equazione  Xlx  = Y dy  , benché  separata, 
quando  verun  dei  due  integrali  JXdx , f\  dy  può  aversi 
algebricamente  : se  pur  non  riesca  per  altie  vie  d’  incon- 
trare una  qualche  equazione  finita  ed  algebrica  , che  sod- 
disfaccia alla  proposta  e che  possa  dirsene  I’  integrale  , 
come  in  qualche  caso  succede  . Sieno  infatti  le  due  equa- 
zioni y =f{  x)  ,p  ))  oc  p ( x ) , la  prima  algebrica, 
l’altra  trascendente:  avremo  differenziando,  d (f(x)  )p' 
( f{  x ) ) = dxp'  (x)  = dyp‘  (y  ) , equazione  trascendente  co- 
me la  seconda,  ma  a cui  soddisfà  la  prima,  benché  alge- 
brica, e ne  è perciò  l’integrale.  Così  l’equazione  y = 
mx  — bx  — a n ,,  . dy 


m -+  b -4-  ex 
dx 


soddisfà  alla  trascendente  — 

a -+  2 by  -+  cy 

. Ma  vedasi  in  qualche  esempio  come  possa 


« -+2 bj  -+  ex 
direttamente  trovarsi  questo  genere  d’  integrali . 
dx  _ dy 


Sia 


V(«* 

dx 


*’) 


dy 


a cui  si  riduce  1’  altra 


■ . Moltiplicando  per  *y 


v(«*  -t-òJf-4-c*’)  ^{a1 -+t>y cy1)' 

ed  integrando  quindi  per  parti,  si  ha  y\?(a*  -+  x*)  — 
a*  *+  x\)  — • *V(«*  ■+>*  ) JdX\/(a*~+y*  ).  Ma  per 

la  proposta  fdxy/(  <1*  -+  y1)  —J~dy*j{  a1  ■+  x*  ) • dunque 
W(“l  ■+  **  ) = ■+  yl  ). 

*y 


Sia 


dx 


y(a  -+  cJf*  -t-  Jx*) 


Vl«  -+•  V1  ’ 

C c c 


a cui  si  n- 
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ducono 


dx 


Vi  a ^ bx  -+  cjc1  ■+  t x>  -+fx*  ) 
dy  . dx 


V ( a -t-  by  — 4-  t y -+  ey  * ■+  fy*  ) y'  ( l — c*tentx  ) 

— 1 ^ i — :•  Si  eguagli  ciascun  membro  a dt  e si  con- 

V ( I — c »en  y ) 

dx*  x 

eludano  le  due  equazioni  — = a -+  ex1  -+.  A,4  — — = a -+- 

dt*  J J,1 

cy*  ~+fy*  • La  lor  differenza,  postovi  * -+>  = p , x — y = 
2 > dark  cpq  •+£/}’•{  (p*  ■+  q1 ) , e la  somma  dei  lor 

differenziali , = «7>  -t-  à.fr  (p*  ■+  3'/*)  = -f  /ps*.  Dun- 

GCZt 

’ld'l'dp  •i'iffdq 

*lue  — j^v = Vt'dp  » e integrando  con  </t  co- 


cip* 

stante  , — — - = //-**  ■+  C . Posti  dunque  i valori  di  p , g e 
dp 

— - =V( 0 ■+  c*1  -+  fx*  ) -+  s/(a  -4.  cy  * •+  /j4  ) , avremo  per 


l’integrale  cercato,  a -t-  cjr’  -4- /a4)  -t-  y'U  •+  cy*  -+  fy 4 ) 

951.  Per  1 casi  che  non  ammerton  separazione,  te- 
sterebbe li  ricorso  al  moltiplicatore  M , di  cui  abbi, im  par- 
lato m 3.  luogo  (946).  E realmente  può  dimostrarsi  , che 
non  solo  questo  moltiplicatore  ha  sempre  lungo  per  rap- 
porto all’ equazione  Adx  -4-  Bdy  xz  o , ma  che  po.son  tro- 
varci infiniti  alrri  fattori  della  forma  p'M  tutti  idonei  a 
rendere  integrabile  la  data  , quando  non  lo  sia  da  se  stes- 


sa , Infatti  si  ponga  — - “ ( 


dMy 


\ / d \1  \ 

\dx  ) : ( d*)'  p moltiplicando 
la  proposta  per  <p'M  , avremo  rp'M  ( A dx  -+  B dy  ) =.  o — 

-*)-*■-[(  £)<*■(£)•**]- 


ly 


p'M  f ( ~)  lx  ”+  "j  =«  JMp'M  = d(  ipM) , differen- 


LW., 


siale  esatto:  dal  che  si  può  anche  concludere,  che  ogni 
equazione  di  primo  ordine  a due  variabili  è sempre  di  sua 
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natura  integrabile ; Teorema  degno  d’osservazione.  Ma 
frattanto  la  difficoltà  di  risolver  l’equazione  a differenze 

parziali  A ^ =0,  che  determina  M , rende 

assai  poco  praticabile  , e di  quasi  ninna  risorsa  nell’attua- 
le stato  dell’  Analisi  questo  metodo  d’  integrare  ; se  puie 
o non  si  presenti  M da  se  stesso , o non  si  usi  per  ritro- 
varlo una  di  quelle  solite  industrie,  con  le  quali  non  di- 
rado suppliamo  tanto  felicemente  alla  mancanza  delle  te- 
gole generali . 

952.  Si  eccettui  per  altro  il  caso  di  fun. 

zione  di  x sola  o di  y sola  , nel  quale  può  determinarsi 
M con  molta  facilità.  Infatti  poiché  AMdt -+  BM^  = 0, 
deve  supporsi  integrabile  in  forza  del  moltiplicatore  M, 

sarà  dunque  (851  2*.  ) ) . cioè  M 

(S)=ii  W^?)“A(^)]*  °ta  se  il  prim° mc,n* 

bro  è funzione  della  sola  *• , dovrà  esserlo  pure  il  secon- 
do, e peiciò  anche  M;  onde  = o e = 

dW  /</B\  dB  ^ 

, come  pure  j «=  — . Dunque  sostituendo  e ridu- 


cendo, = /VrfAxrfr 

BVr iy)  B M’  - B y VdJ)  ¥ ’ 

d’  onde  il  valor  cercato  di  M.  Sia  per  esempio  y -+.  J1É2 

éijC 

— X = o,  ove  P ed  X son  funzioni  della  sola  a-  . Avremo 

//^lx 

p 

— in  — — -e  , fattore  che  rende  integrabile  la 

data.  Infatti  posto  ‘it  — f CH3  diverrà  yc~dz  -+  eZ<Iy  — ■ 
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Xe*dz  — o,  e integrando,  ye% — JXe*dz  — C , cioè  > = 
/ dx  r dx 

* ^ ~~  * ^ H-  C ^ , Così  se  aia  />  ==  i , X = x1, 

avremo  y •=  e * ( J~ e*x*dx  — t-  C ) = (926)  Ce  •+  * 

2x -+- 2 . Si  noti  che  a quest’equazione  si  riducono  l*  pydx 

— dy  -+  Xy  ‘ 1 dx  = o ; 2*.  py  dx  — ymdy  ■+  Xyndx  = 

o ; 3*.  pXym  ’+  1 dx  — Xymdy  -+  X'y"dx  = o , col  fare  = 

« nella  I*. , ym  ~ ' = « nella  2«.  *'  = X”  nella  3*- 

Vi  si  riduce  in  oltre  la  somma  delle  due  serie  y =* 

.r»zi* 1.  =.  — j.  ec.  poiché  differenziando  e 

4 4-6  4-6  8 V 

, dy  2 dx  , 3 x*dx 

poi  dividendo  per  x* , si  ha  --  = — — dx  -+  

V V **  x 4 

j C'h  2 . —2  =f-y 

J x*  x 4 x 

onde  differenziando  , — = =p  xdy  -+(2  *=y  )dx , cioè  y -+■ 


±z  2 =0,  ed  M = — — -j  e 
dx\  ■=(■  x ' I ±r  x 

zqF*-  -~ly/{  !*=**) 


rxix 

77ST? 


I ±=  X* 

( 3°°  ) = 


(856.2*.): 


=F  x V(l  t*‘) 

e 


-T-T  (308.3°.).  Quindi 

v*  l > 


V{  1 ±=  x )* 

(,±=x»Ky^W*  — 2*.ix  g int  do> 

V(I  ±=x‘)>  Vf«*=x  ) 

C = t2;  perchè  x=o,  dà  > = o:  dunque  y = ±=2*/  ( I fc 
x*)=F-2.  Finalmente  dipende  da  questa  stessa  equazione 


...  , ady  bdly 

1 integrale  d.  y ■+  — ■+ 


sd"y  _ 
dx" 


X , ove 


a,b,e,  ec.  si  suppongon  costanti  e che  dicesi  equationt 


Digitized  by  Googli 


)(  389  )( 

lineare , perchè  i rotti  differenziali  — , , *LJ!  ee.  i 

dx  dx  di r 

cui  termini  son  d’ un  ordine  stesso  (844),  non  vi  hanno 
dimensione  veruna  . 

953.  Infatti  se  1'  equazione  sia  di  prim’  ordine  , cioè 
ndy 

n =.  J , avremo  y -+  — ^ = X ; onde  p = a costante , ed  y 
dx  r ’ J 


= .(/X.  a dx  -+  , e mancando  X ,y  rs  Ce  a . 

954.  Se  sia  di  second’  ordine  , ovvero  n =;  2 , ed  y -4- 

l- — •+  = X , fatto  p = ^ , ovvero  mp  — = o ( m 

da:  da:  da-  de 

è indeterminata  ) e sommata  questa  con  la  data  , viene  I. 
y -+  ( a -+  m ) p — ( mdy  — bdp  ) ~ = X,  ove  suppongo 

( giacché  1’  indeterminata  m lo  permette  ) che  un  m^° 
della  prima  parte  y -+  (a  -+  tn)p  sii1.  1’  integrale  della  se- 
conda mdy  — bdp  ; dunque  y-¥(a-+m)p  = — mdy  — 
b b 

bdp  ) =y  — — ; onde  a ■+  m = — — , e II.  ml  -+  am  -+ 
m m 

b = 0 , con  che  avremo  m . Fatto  ora  III.  _y-t-(a-+m)p  = 

u — y — — , e perciò  du  — dy  — ovvero  mdu  = mdy 
m m 

— bdp  , la  I.  diverrà  u — = X>  che  integrata  ci  dà 

dx 


m — 

(953)  I V.  u = - ~ (/Xe  m dx  -+■  C ) . Quindi  poiché  dal- 

la II.  nascono  due  valori  m' , m“  di  m , che  posti  nella 
IV.  ne  danno  due  u'  ,u"  di  u,  la  III  si  scioglierà  nelle 
due  y-b(a-+m')p=^u',y-+(a-i-  m"  )p—  u" , dalle  qua- 

li  si  ha  la  V.  y = — . Si  osservi 

•x  I H 
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I . che  qualora  si  abbia  b ~ — , la  III  non  dark  che  u - 

, • 4 

na  sola  equazione,  la  quale  per  altro  essendo  fra  y ,p  ed 
#■/  \/ 

u,  cioè  fra  y , — -•^d  una  funzione  di  x,  può  sempre  in* 

tegrarsi  (953^:  u°.  se 

porsi  ± z Ay  — 1 ( 149);  onde  -1  = 

m 8 


m , m sieno  immaginarj  potrà  aup- 

X _ X{j>  -J-hy/  I) 

■+hl  ’ 

X 
hx 


, r„,,„  8*  _ . nx 

e ratto  — — — t , — — = * avremo  e 

t =F  asv/  — I r 

• __  ( 630  ) e ( cos  t =f.  V — i.srn*), 


m — 


955- 


, Se  « = 3 zi  y + adl  + b^y.  + A=  X,  fatto 
dx  dx  dx  * 
dy  d‘y  dp  ..  d* y dcj 

Jx-l,,dP-Tx=Zq'e  PerCIÒ^>=JI*  |,e<luazionc  dl* 

verrà  y 4-  ap  -+  bq  -+  - - = X , che  sommata  con  le  due 

dx 

mdy kdp 

mP  ~2~  — 0 » *a  --=0(*èuna  nuova  indetermtni* 


ta  ) dà  Ia  j -+  (o  -+  m )p  h-  (b  -+  k)  9 — -1  ( mdy  kdp  — 

dx 

cdqj  — K-  Frattanto,  poiché  ni  t k sono  indeterminate;  le 
suppongo  tali  che  soddisfacciano  alle  equazioni  II*,  y ■+ 

(a-+m)p  = -L  ({mdy  kdp)  = y-+k± , IH*  (b-+k)q  = 

~Ìifcdq~~C7n  La  IIa-  Jk  «■+»»=  — , e la  III'.  Ò-+ 

J ni 

* = dunque  om  + m'=zk  = — b — — t cioè  IV». 

m1  -+  am * ■+  hm  -h  c o , equazione  , che  risoluta  farà  cono- 
scete m , ed  in  conseguenza  anche  k . Si  faccia  adesso  V*. 

y -t-  (a  •+  m)p-i-(b  -+  k)<j  =u,  sarà  — -1  ( mdy  -f  kdp  — 

dx 

cdq)  = — e quindi  la  I*.  diverrà  VI*,  u — ^^1  = 

dx  dx 
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X , e di  qui  « . Ma  siccome  la  IV*.  da  tre  valori  m\  m", 
m'"  di  m d'onde  se  ne  ha  tre  altri  k , k , k"‘  di  k e que- 
sti posti  nella  Vi*,  ne  danno  altrettanti  u',u",u'"  di  u-: 
la  V*  adunque  si  sctoglieia  nelle  tie  V II*,  y -+  ( a -4-  m'  ) 
p-+{b-t-k')q  — u',  V Ili*  - H-  ( a -t-  rn"  )p-+-  (6  -f  k"  ) q = 
ri'  » IX*. y -t  ( a -+  tu'"  jp  •+  l à •+  k'"  jq  — u",  per  mezzo- 
delie  quali  eliminando  p e q si  avrà  immediatamente  y da- 
to per  u' , u",  u'",  e dei  coefficienti  costanti.  Che  se  nella 
IV*.  gì  abbiano  due  soli  valori  m’,m"  di  m , essendo  il  ter. 
zo  eguale  all’ uno  o all’ altro  di  questi  due,  si  avranno 
altresì  due  soli  valori  ti',tt"  di  u > e la  V*.  sarà  risolubile 
nelle  sole  VII*,  e \ III*  per  mezzo  delle  quali  eliminando 
q,  si  avrà  un’equazione  tia  y , p ed  u',u ",  cioè  tra  y, 

(f  y t t 

— ed  una  funzione  X di  re , che  essendo  lineare  del 
dx 

piim' ordine  è perciò  sempre  integrabile  (953).  Se  poi 
tutti  i tre  valori  di  m dati  dalla  IV'*.  sicno  eguali  , non  si 
cangierà  in  modo  alcuno  la  V*.  Ma  siccome  questa  è tra 

y , p , q ed  u , cioè  tra  y , — cd  X è dunque  linea- 

4 X UX 

re  del  second’  ordine  , e perciò  sempre  completamente  in- 
tegrabile ( 954) . 

956.  Or  questo  metodo,  che  a cagione  dell’ indeter- 
minate m ec.  introdotte  nell’  equazioni  , si  chiama  dei 
Coefficienti  indeterminati  , vale  anche  per  1' equazioni  li- 
neari di  un  qualunque  ordine  n"m>,  le  quali  sommate  con 

,,  . . mdy  , kdp 

un  numero  n — I d equazioni  mp  — — iss  o,  kg i 

dx  dx 


= o,gf 


_ 8‘Jl 


o,  ec.,  si  integreranno  con  la  stessa  fa- 


cilità: il  giro  però  sark  in  queste  più  lungo,  attese  1’  e- 
quazioni  n — 1 , da  cui  debbon  dedursi  i valuti  dell’  inde- 
terminate k ec.  dati  per  ni , e quelle  del  grado  n“mt , dal- 
la cui  risoluzione  dipendono  m\  ni",  or"’,  ec  e quindi  u, 
u",  u",  ec  Si  avverta  che  se  manchi  y nell'  equazione  si 

> </ y . d‘y  dz  .. 

potrà  porre  —•'=*,  e in  conseguenza  — - = — , ec.  Ma 

dx  dx  dx 

proponghiamo  qualche  esempio . 
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od  * y 

I.  Sia  y ? — - — = a*  : avremo  a = — i , b = — 

dx  4 Jx 

lx 

1,  X=2*,  m'  = ± = u‘  = Ce7-t-2*-+3,«''  = 

4 a 

2* 

C'e-"  2i -4- 2i  — I (954),  ed  y = Icr^  + lc»’  -+ 

‘ ( ) * ^ 

II.  Sia  > - *dl  -4.  ^ = o . La  IV».  ( 955  ) 

Jx  dx  dx * 

diverrà  m*  ■ — 6m*  -+-  l 2/n  — 8 = 0,  ossia  ( m — 2 )*  = o . 
Dunque  m — 2 , e 1’ equazione  ha  tutte  le  radici  eguali. 
Poiché  frattanto  k = am  -+  m*  = “8,  sostituiti  nella  V*. 

X 

i valori  di  m , k , a , b , n , avremo  y — -+  — \ = Ce  * , li- 

ti* dx 

neare  del  2°.  ordine  . In  questa  per  determinare  m a- 
vremo  1’  equazione  ( 954  ) /«*  — 4/n  -4-4=0,  ossia 
( m — 2)*=  o,  onde  m = 2,  e le  due  radici  sono  eguali. 

• * 

Dunque  {ivi)  y — 2n  = u , ossia  y — -Ì?  = ( 954  ) e* X 

Jx 

XX  X 

(C'  — i/e  1 xC e2  dx  ) =t  e1  ( C'  — \ Cx  ) , lineare  del 

x 

prim’  ordine,  nella  quale  a — — 2,X.=  e*(C' — £Ca-).Si 

>— C')d* 


avrà  dunque  (953)  y 


- r»  < * C»  ~ C ‘)dx^  r,^  = 

X 

— iC  x-4-C' V 

V 8 2 / 

III.  Sia  > — -7-  -4-  ~T  — = O . Si  avrà  dunque 

u*  dx  dx’ 

«i1 — gì»»  -4-  lm  — 3 = 0,  equaiione  , le  cui  radici  inegua- 
li sono  m = I , m"  — 3.  Saia  dunque  k1  = — 4 , k"  = — 6 , 
x 

u — Ce*,  u"  = C"e 5 , e la  V»  si  risolverà  nelle  due  y — 
4P  -4-  3<f  = o' , > — 2/)  -t-  V — E1  minando  g , si  trova  y — * 
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f = à(  3«"  — «')  , ossia  y — -2  = $C"e  5 — C'e'),  linea- 
re del  priro’  ordine  , nella  quale  avendosi  a = — I , saiày  = 


/ C’f"  — 3C  V 5 , , 9 nn  ì r\ 

•(/ i-r ■fa+C)-^(T  + -C.  H-C). 

IV.  Sin  y — — t ^ =0:  avitnio  m =*  — L, 

5<ix  «it/y*  5 

2 I 

onde  (954 )5  = — - . fi  — — ,r  = 2ar,a  = *,  u,  = CeJ'(ees*H- 

3 3 

V — I . iena-),  u"  = C'e1' (cosar  — >/ — 1 • senx),  ed  y =3 
( C co»  Jf  •+  C'aenar)  . 

• _ a* 

V.  Si  debba  sommar  la  serie  infinita  y = 1 -+ l- 

J 1.2 

* b ec.  Avremo y -,—o,  c perciò  y =2(Ce'-<* 

I.2.3.4  dx 

C'e  X).  Per  derci minar  le  costanti  si  osservi  che  quando 

x = o,  viene  y = £(C  -+  C')  = l,  dy  (—  i(Ce'ri* — C'e  *'/*}) 

e'  H-  e ' 

— o — C — C'  ; dunque  C = C'  = 1 , ed  y = = 

2 

«**  -f-  I 
2e* 

95^.  Infine  se  la  proposta  A dx  -+  Bdy  — o sia  ribel'e 
a tutti  i metodi  precedenti,  ricorrcierr.o  al  consueto  com- 
penso delle  approssimazioni , ponendo  y = D -t-  bx  -+  F x'H- 

G*1  -+■  ec.  Questa  differenziata  darà  — E -+  2F*  -+  3Gx* 

A 

-f  ec.  ; d’onde,  sostituito  in  A , B il  valor  sup- 

B 

posto  di  y , e il  tutto  mandato  a zero  (2~3J,  9Ì  avranno 
pii  opportuni  valori  dei  coefficienti  . Per  tal  guisa  dall  c- 
qu. azione  di  Newton  dy  — dx  — $xdx  -+  ydx  -+  x*dx  -+  xydx 

20  J 

otterremo  y = D -+  (D  -+  1)  x -+  (D  — l)  x*  H — **h-  ec. 

o 

958.  Sia  adesso  F equazione  di  prim’  ordine  a tre  va- 
riabili P,/*4Qd)t+  lWr.  = o Poiché  % è indipendente 
da  Jf,v(822j,  consideriamola  come  costante  per  rapporto 

1)  vi  d 


ÌC"e  ’ 4-CY 

4 / 


2rfer  y/—  I 

5 
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a queste  variabili  , L’  equazione  si  ridurrà  allora  a P Jx  -+ 
Q.iy-^&,  il  cui  integrale  completo  conte-uà  una  costante, 
ciré  p<ma  essei  funzione  prs)  di  z.  Differenziato  quest' in* 
tegi  de  anche  per  * , risulterà  un’  equazione  della  forma 
Pdr  4 Qdy  H-  [ !>  ■ — rp\z;J  ilz  = o , che  paragonata  con 
la  proposta  darà  S — 'i'p'  (*)=[{,  e p ( * ) — jdzp  ( * ) — 

— -+•  C , ove  la  quantità  sotto  il  segno  dovrà 


esser  nulla,  o semplicemente  funzione  di  z,  qualora  sia 
integrabile  la  prepara  . Che  se  1'  integrazione  di  Ydx  -+• 
Q'Iy  - eO  tiescisse  di  iHcidrosa  , si  tenterà  quella  di  Ydx  -b 
RJc-=0,  ovvero  di  Qdy  -+  [{dz  — o , eguagliando  la  co- 
stante a piy)  nella  pinna  a p(x)  nella  seconda.  Così  a- 
vendo  ydx  (y  -b  z)  •+  zdy  (r+i)  -bydz  (jr  — x ) = 0 , por- 
remo ydx  (y  -b  z)  -+  zdy  — o,c  integrando  , ly  (x  -t- 

z) — /(>-+*)  — p(z).  Di  qui  zdy  ( x -b  Z ) -bydx  (y  -b  z ) 
~bydz  (y  — X — - ( x -+  z )(y  -+  z ) p '(  z ) ) — o . Dunque  S — 
K ^>Oi  per  conseguenza  — C,cji(jr-f*  / a»  C (y  - 1- 

*)  saia  1’  integiale  della  nata  Ma  se  sia  proposta  zdx  •+ 
xdy  -+  ydz  — O , troveremo  S — Il  — xlx  — y , onde  quest* 
equazione  non  è integrabile  , 

959  Si  teria  l’andamento  stesso  per  P equazione  a 
quattro  variabili  P dx  -4-  K^dy  -b  Lidz  -+  SJia  — o,  integi an- 
dò prima  PJ*  -+-  Qdy  -+  K(/z  = 0,  come  »e  fosse  costante 
«.  e chiamando  p ( ui  ; i’  arbitraria  dovuta  a quest’  integra- 
le, eie  differenziato  c paragonato  in  seguito  con  la  pro- 
posta farà  conoscer  p(w).  lid  egualmente  si  tratteranno 
1’  equazioni  a un  più  g'an  numero  di  variabili  . 

960.  Ma  sia  il  pruno  memoro  della  proposta  un  dif- 
ferenziale inesatto  d’  ua’  ordine  qualunque  n,  e voglia  sa- 
peui  se  meuiante  il  consueto  fattoi  e M ammetta  un’inte- 
grale di  un'  ordine  immediatamente  inferiore  . Rappresen- 
tando con  V = o la  data  , se  MV  è differenziale  esatto  , 


•ec. 


= o, 


dy 

M 


fatto  dy  — pdx  , dp  — ydx  , CC, , dz  = p' d x , dp'  — ’f'dx  , ec. , 
Jov,k  (93!» 

— — ec.  = o , e quindi  effettuando  le  differenzia- 

zioni del  prodotto  MV,  ponendo  per  comodo  dVr^l~<lx-b 
Ni//  -+•  PJp  -+■  ec.  -f  X dz  -+  P'dp  -b  ec. , e riflettendo  che 


V dz 


dp 

la  - l d(i(- iYjy  » 

* dx  V dp'  / dx ’ 


dp' 
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V O , porta  «eco  d\'  = o , J’  V = o , ec  , ( Srtfi  ) , si  e- 


vianno  le  due  equazioni  (N 


dx  dx‘ 


ec.)  M — (P  - 


UilQ  . i/M  3r/a  , ii’M  , 

t^H-ec.)  v — ec.=»o,(N‘  — 

ax  dx  dx  dx 

dP'  d'-Q  „ lD,  2 </Q  , dM  , 3<Ul' 

«/.»-*  7 </x  ' Wr  • dx 


dx 


I , d‘M  ..  . d"M  .-or 

’ dx ’ ^ d**  ’ 

zio  1’  cquazion  resultante  , e dal  differenziale  , col  mezzo 

ti*  M 

di  una  delle  precedenti,  elimino  egualmente  ~j~i>  nuo- 
vo differenzio,  e di  nuovo  elimino——,  e così  prosegue 

dx " 

fino  ad  ottenere  n -+  1 equazioni  , dalle  quali  eliminata  M 
ed  ogni  suo  differenziale  , otterrò  un’  equazione  fra  le 
gole  variabili  x,y,z,  che  dovrà  sussistere  nell’ ipotesi 
che  la  proposta  sia  suscettibile  d’  integrazione  , putchè 
vi  si  consideri  V ;=  o , dV  = u,  ii*V  = o,  ossia  purché 
in  luogo  di  />,/>',  7,7',  ec.  si  sostituiscano  i loro  valori 
picsi  da  queste  equazioni  . 

961.  Sia  per  esempio  (xdx  -t-  zdz)  d*y — zdyd'z — 
dy  ( dx1  -4-  dy 1 -+  dz 1 ) = o . Avremo  V — -4-  p’qz  — pq'z 

— p —p1  — pp '*  , e quindi  N = o , P = — q'z  — I — 3/>* 
~ p*  » Q = * -+  p'z  -,  N'  — p'q  — pq  , P'  = v*  — -PP  » 
Q'  =3 — pz  . Sostituendo  questi  valori  nell’ equazioni  di 

....  ci*M 

condizione,  e quindi  eliminando  — avremo  ( 6npV  •+ 

dx 

6 p*q  -+  2pi'z — 2>x  — 2 o'rz)  M -+  ( 3p  ■+  3/*1  -+  3 pp'*  -+ 
, d\l 

3 p<i'z  — 37*  — oP  ì*  ) —j—  = O ; c siccome  ponendo  i va- 
dx 

lori  di  7',  r'  cavati  da  V = o , t/V  o , il  primo  membro 
si  annulla,  l’equazione  sussiste,  e perciò  senza  prosegui- 
re ulteriormente  l’eliminazione  di  M , può  concludersi  che 
la  proposta  è integrabile. 

Sia  x ( 1 — l-  yt  ) dx  •+  y*dxdy  -+  yzdxdz  -+  x dy  -+  xdz 
-+  xyd*y  -+  xx. d z — o . Operando  come  sopra  giungeremo 

alle  due  equazioni  (a-*  p'z  ) M — ( y*  — 2 y)  -+• 

dx 
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xy'^!  = 0,  pM4(v-  a)  — — *~  = o.  Eliminai»- 
J dx*  dx 


dx* 


do 


dni 

Jx 


£ , si  h»  ( * -t-  p'%  ■+  py  ) M = 0 ; perciò  x p'z  -+ 

py  — o , ed  .x  =:  — /•'*  — p_y,  valore  eh'.*  soJJivfà  alia  pro- 
posta , la  quale  può  per  conseguenza  integrarsi  , ed  ita  in*" 
gi  per  integrale,  non  per  altro  completo  ( 8.-'4  ) , la  st*»*a 
equazione  x -+  p'z  -+  py  — O . 

962  Con  tutto  ciò  testando  quasi  sempre  difficilissima 
• spesso  impossibile  la  determinazione  di  M,  la  T eolia  di 
questo  genere  d’equazioni  c pur  rrnppo  imperfetta  finora. 
Ponghiamo  alcuni  pochi  casi,  nei  quali,  supposte  dee  va- 
riabili sole,  e usando  qualche  aitifizio,  riesce  integrate  . 

I.  iter  xydl — - = Y ì fatto  - = » ; 

y/{yldì r*  — ixydxdy  _+  y dy  ) y 

onde  x — yz  e dx  — ydz  -+  zdy  , si  ha 

* J 

d . — Y ; quadrando  , riducendo  al* 

y/(y'dz*  — %dy'  -+<//) 


lo  stesso  denominatore  e separando  viene 
Y dy 


d*  . 


(»-**) 


(/-  vy) 


II.  dy"  ~dly  — Ydx" , ove  è costante  dx  : fatto  dy 

= zdx,  viene  g™  *</«  = Y dy. 

III.  Ydx * — mdyx  — nyd  ly  — o , ove  dx  è costante  : 

* , " „ m - dy1 

fatto  dx  — zdy\/ym , onde  o = (dydz  -+  zdly)  y y -+  — X 

y/y  , cioè  nyddy  = - mdy  - — , viene  Y dyy/y  = 

£ 

ndz 


-^,edx  = ,f,Y>-y' 


‘i(fYdyy/y 


C) 


IV. 


Se  sia  <p  [x  , ^ =*  0 , fatto  j =p,  e 


dx  dx 


c/.v 


per- 


ciò ^ , sarà  ^ = f(x  ,p)  , equazione  di  prim’  or- 

dx*  dx  dx 

dine,  che  integrata  ne  dark  una  dello  stesso  ordine  fra  x 
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e p,  cioè  tra  x e , che  pure  integrata  fari  conoscere 
^ ’ dx 

a 

/ tfy*\a  d'y  v . , tilt 

y.  Sia  per  esempio  (l  -+-  X : 81  novera  — » 

=J  , 

( I _t-  p*  .....  . P / dx 


4C 

do 


per  il  primo  integrale - r-  = / 

V VlM-p')  ./ 

/*  cJ  f t ^ 

■+  C = V , ai  avrà  per  l’ integrale  secon- 

— f — ■+  C'  ; onde  , se  X = — , sarà  y =s 
.1  vi1  — V ) ‘ix 

r — h C' . Nel  modo  stesso  si  tratterà 

J — (x*  ■+  V)  ) 

» (j  • J£  • £-•) = » . •»“«“«*>  p'ij- 

V L’  equazioni  di  secoud’  ordine  , omogenee  rappor* 
to  ad  re  .^y.cd  ai  diffeienziali  dx  , dy  , d'y  valutati  per  una 
dimensione  , posson  sempre  riduisi  al  primo  con  le  sosti* 
tuziom  j=ux  e qx  = z , che,  atteso  dy  = pdx  e dp  — ydx 

— *‘^x.  danno  — — — — : cosi  aydx1  — bxdxdy  -+■ 

* x p — un. 

gy1d1y  — o di  venta  au  — bp  -+gu*yx  = o =au  — bp  -+g  -*s  » 

bp — au  du  g’ddp  . ( bp  — au)du 

onde  e = — ; — > — . e dP  — r — r » 

gu  p—ti  bp  — au  (/> — “)£« 

equazion  del  priin’ ordine  , che  se  possa  sepataisi  (come 

. . , , „ . dx  du 

nel  caso  di  a — b),  separerà  anche  1 altra  — — . 

x p — u 

Anzi  tali  equazioni  si  ridurranno,  sol  che  sieno  omogenee 
riguardo  ad  y , dy  , d*y  > qual’  è yd*y  — dy 1 — Xydxdy  — o\ 

poiché  fatto  p = ^ = u»,2  = ^=  >e,  onde  dy  = uydx , 

dp  = yzdx  = udy+ydu  ,<&  = udx  = ‘ — » c,la  diven- 

ta tjydx1  — p'dx * — Xyfdx 1 = o = * — u*  — «X  , che  dà 

du 

u*dx  -=■  ( u%  H-  “X  ) dx  — du  , onde  = Xdx  , equazione  se- 
parata  , che  separa  anele  ^ =■  udx  . 
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VI.  Se  sia  ,^d±  ,<1=eÌ±=Q,r  = Ìl  = '!!>  J3S 
V dx'1  dx  dx **  dx  dx"  ' 

£ = £♦  *«•  » v™“  L * */?  5 "•  * */?  > =^fi4f  3 

J *r  ■ 1,1  * =/?  « J > =>'*  =■>  yi*  • /y/ . 

x ~ f ~ e<*  > = JpJx  —JdxJqdx  = /i*  J clx  njx 
(~dr  rdr  r rjr 

J tJ  — J-»  ec. , formule  integrabili,  se  p «ia  fun- 

rione  di  .7,7  di  p>r  di  di  r,  ec.  Cosi  per  1’  equazio- 
_ ^ y d*y  I 

e dP'dx>>  cioi  I = r o r = ~ , la  IH.  dà  X 

-W  ■+£,  frdq  = 1 (J3  +c  ed  y=—a!  H-ÌCV-+C" 

= (j4f-aC)i  C^-aC) 

3-5  2 L ’ 

Riprese  anche  le  formule  dl=PydJi  = „,  (ìl~r,'C.t 

dx  dx  dx 

verra  I.  —-J'  = pdp  = 7*/> , =y^c/>  » P = £ = v's/tfcTj  . 
0j  * ~ /£//</>  : I!‘  ”di~  ~ rrfP  • = /^P  » 9 = 

’ * xh^dP  e C(,me  s°Pra  • y =/--  = 

rrìti 


dp 

dx 


V 

_ 


‘"fJh,  ’ c”m'  ,op”'  * = /"v/t  = 

/■  rf7  /•  r/7  , . 

Jy/ifrdql  VzJ’dq’  ’ forma,f  integrabili , se  7 sia  fun- 
zione di  j , r di  p , , di  7,  ec.  Così  per  l’equazione  ?^*s 


•h 

dx 


, cioè  r = p e /rrfj  = -4.  c , la  li.  dà  x = 
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=(918) a?  ■+  -*-2C)]  — ic=*i*, 


_CV  Ce  * . 

aC),  ? — T~-c~’ cd  > = • • • 


/ fdp  ti  » . ,r  \ i_  P" Ce*  Ce  * 

-2C>-,'C 

— Ce'  -t - C'e  ' -+  C'',  preso  il  valore  di  ^ c mutate  le  co- 

(’'  Q 

stanti  — in  C , e — in  C'. 

2 ’ C' 

V!I,  Infine  se  l’ordine  della  data  sia  n,  e si  abbiano 
n equazioni  ncn  identiche  d’  ordine  inferiore,  eliminan* 
do  1 differenziali  , come  altrove  si  eliminò  le  costanti  (867), 
aviemo  un’  equazione  tra  le  variabili  x ed  y , che  sark 
1’  integrale  finito  della  proposta.  Si  è di  già  praticato  que- 
sto naturalissimo  metodo  integrando  le  lineari  (956).  E’ 
poi  da  osservarsi  , che  qualunque  equazione  dell’  ordine  n 
hi  sempre  un  numero  n d’integrali  primi  dell*  ordine  n 

— I . Infatti  potendosi  da  un'  equazione  finita  dedurne  n 

— 1 differenziali  dell’  ordine  n — 1 tutte  diverse  fra  loro 
per  una  qualche  costante  (S68j,scc<>l  mezzo  delle  respet- 
tive  differenziali  si  elimini  da  ciascuna  questa  costante,  sva- 
nita ogni  divano,  e risulterà  da  tutte  un’equazione  me- 
li e j ima  deli’  ordine  n che  avrà  dunque  per  integrale  im- 
mediato ciascuna  delle  suddette  equazioni.  Così  dall’  equa- 
zione ji — ax  — bx1  =Q\  differenziata  ed  eliminatane  pri- 
ma a poi  b,  provengono  le  due  altre  y — 


2? 


xdy 

dx 


dx 


-+•  bx*  = O, 


— ax  = o , dalle  quali  differenziate  e spogliate 


delle  loro  costanti  deriva  1’  unica  2 y 


o, 


_ iX-ìy  x'd'y 
dx  ”**  dx 1 

che  in  conseguenza  ha  1’  una  e l’altra  di  esse  per  integrale. 

96.3.  Drt  rimanente  i soliti  metodi  di  approssiuinzio- 
ne  sono  di  non  piccolo  soccorso  anche  nell’  equazioni  d’  or- 
dine superiore.  Con  questi  Eulero  integrò  l’equazione 

* d * 

ax^y  — o , da  cui  dipende  l’altra  più  generale 
dx'  dx 


p <b 

dx 


Q_>  — o coi  coefficienti  P,Q  variabili , e quella 
del  Riccati  cangiato  y in  e^Ut^X-  Ma  la  brevità  tanto  ne- 
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•esssria  in  questi  elementi  non  ci  da  lungo  a diffonderei 
in  tali  ricerche  . Si  consulti  il  calcolo  duTercnz  ale  ed  in- 
tegrale dello  sten-m  liniero  o gli  eccellenti  corsi  de’ chiaris- 
simi Pt ioli  e Bruniteci  , ove  accuratamente  e con  ottima 
scelta  è riportato  quanto  di  più  interessante  si  trova  spar- 
so in  quell’ opeia  sì  rapporto  a queste  domine,  che  alla 
maggior  parte  delle  trascorse  . 

Integrazione  dell'  equazioni  a differenze  parziali  . 


964.  Ahh'amo  già  trovato  (850)  cmTie  I' equazioni  a 
differenze  parziali  si  formino . Vedremo  adesso  come  pos- 
sano integrarsi,  o per  qual  mezzo  si  giunga  a stabtliie  il 
ragiporto  finito  delle  variabili,  che  vi  son  contenute:  ma 
primi  c necessario  espoire  alcuni  piecrrti  in  seguito  a 
quanto  si  c detto  altrove  ( 87  I.  y-ìS  ) sulla  teoria  delle  co- 
stanti e delle  funzioni  arbitiane. 

I*.  Qualunque  equazione  diffeienziale  può  generalmen- 
te supporsi  dedotta  dalla  combinazione  d’  un  cquazion  fi- 
nita con  le  «fuc  differenziali  , mediante  la  quale  sia  rima- 
sta eliminata  la  maggior  quantità  possibile  r.  dì  costanti, 
o di  funzioni  arb  inane  o dell’  unc  insieme  e dell’  altre  . 

2°.  Perciò  l’integrale  completo  e finito  dell’equazio- 
ne diffeienziale  d‘  un'  ordine  n e con  ni  variabili  dovrà 


contenere  o un  numcio  (80S.  1°  j N ss  m 


i ni  -+  ri  — 1 


)- 


I di  costanti  , 


che  non  si  trovino  nella 


data,  o un  numero  N'  = . di  funzioni  arbi- 

n ( r -4-  l ) H-  t 

trarie  ; essendo  manifesto  tapporio  a quest’ ulti  me  , che 
come  ciascuna  di  e-se  introduce  a parte  nel  sistema  dell’e- 
quazioni  n ( r ■+  1 ) -+  1 quantità  da  eliminarsi  (8^1  ),  co- 
sì se  in  tutte  sier.o  N',  prese  insieme  ne  introdurranno 
N'»(  r -4-  1 ) -+  N'  ; numero  , che  dovendo  esser  minore  al- 
meno d‘  un’unità  di  quello  dell’  equazioni  ^ 8t  I ) espresso 


da  N 4 I ( 808  ) , tende  appunto  N'  =» . Per 

n ( r ■+  l ) -+•  1 

esempio  se  7;:  = 4,  n =;  1 td  r = 'j  , avremo  N*  = I , cioè 
l’aggiunta  d’ una  sola  funzione  delia  forma  p(p,q)  com- 
pleteià  1’  integrale  . 

3°.  S« 


Digitized  by  Google 


X 4°i  X 


3*.  Se  N'  risulterà  frazionaria  , I'  integrale  sarà  sol- 
tanto capace  di  quei  numero  di  funzioni  , che  verta  espres- 
se dagl'  inceri  della  frazione  : ma  dovrà  di  più  contenere 
tante  costanti,  quante  se  ne  possono  eliminare  con  un  nu- 
mero d'  equazioni  eguale  al  resto  della  divisione 

4*.  Le  costanti  dovranno  esser  lealmente  distinte  fu- 
ne dall’ altre,  e sparse  nell  equazione  in  modo  che  non 
possa  diminuirsene  il  numero  con  veruna  nuova  indeter- 
minata atta  a rappiesentar  due  o più  di  esse  in  comune. 
Quanto  poi  alle  funzioni  non  solo  deve  trovarsi  diversità 
tia  di  loro,  ma  ancora  tra  le  respettive  quantità  sotto  il 
segno  : poiché  se  queste  fossero  eguali , si  vedrà  facilmen- 
te { operando  per  esempio  sull’ equazione  F { x ,y,  z , <p  (p  ) , 
f(  p j ] = o ; , che  un  minor  numero  d’ equazioni  basta  per 
eliminar  tali  funzioni  dall’  integrale  , e peiciò  si  esigerà 
un  maggior  numero  di  quest’ ultime  per  completarlo. 

965.  Cominciando  dal  caso  più  semplice,  sia  l’equa- 
zione del  primo  ordine  e lineare  ■+  M — N = 

®,  ove  M , N son  funzioni  di  *,^,z;eF(*,>,s)=o 
ne  sia  il  richiesto  integrale.  Dunque  z = p (.x  ,y)  , r/*  == 


quazione  che,  confrontata  con  la  proposta,  dà  M=  — , 

dx 


ossia  M dx  — dy  — o,  Hdx — i/e  = o. 


Si  sup- 


pongano P 3=  a , Q = b gl’integrali  completi  di  queste  due 
nuove  equazioni  , a , b essendo  le  oppoitune  costanti  ar- 
bitrarie . Potremo  dunque  dedurne  i valori  di  x,y  dati 
per  z , a , b , che  sostituiti  nell’  integrale  f(x.y,z)— o, 
lo  cambieranno  in  funzione  delle  costanti  a ,b  e della  so- 
la variabile  a.  Ma  allora  z risulterebbe  costante  (821  ); 
dunque  dopo  la  sostituzione  non  resterà  in 
neppur  la  variabile  sj , che  dovrà  svanir  da  se  stessa:  on- 
de I' integrai  cercato  sarà  funzione  delle  sole  variabili  a, 
b e dei  loto  valori  P , Q , e potrà  rappresentarsi  con  F 
(P»QJ  = °.  ° con  Q = p ( P ) . 

Es.  Debba  integrarsi  ( — \ -+  (^~\  ■+  — — £\/(**-** 

\dxJ  x \dy/  y 

£ e e 
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>*),  = o.  Avremo  M = L , N = - ± ) . 

* y 

e in  conseguenza  ^ — dy  = o,~  ~ g -f(x*  ■+  /)  dx 


— dz—o.  La  prima  integrata  dà  — = a = P . La  secon- 

, y 

da  divien  dunque  — atdx  -+^Ldx. ^/i  i a*i  _ X(jz  = 0 , 

a 

che  integrata  , dà  ( 949.  Vj.  ) 8 — £.x  v ^ 1 a ) ^ _ 

a(a  -+  2)  ’ ’ 

CZ2^1±2!i  -+■  6 , e 6 = Q = *Wl*%-+y')  _ , 

x -+  -2y  x ~i-  2y 


■■pW 


=Hj)- 

S,  ..gli.  integri.®  (*)  ^ ^(g)  -=?  = „.  S„k 

M = 5?,  . 

"*  * ‘ nx  dx  x dx~ 


prima  si  riduce  ad  -^5  — *1 , d’onde  si  ha  h ~ lxn  - 
'«  . y ix  — 

m 

la,  ossia  y = ux*  ; e la  seconda  ad  — f— = o che 

x z 

rende  lxm  — lt  = lb,  ovvero  xm  = .•  dunque  a = P» 

m 

yx~  \ e 6 = Q = x"a“'  = p(P)  = ^^ 

966.  Se  M = o e sia  = N , 1*  equazione  MiZ#  — 

éy  — o darà  y — a = Coit.  Perciò  nell’  altra  equazione 
bJx~  dz=o  dovrà  supporsi  costante  y : onde  esprimen- 
do con  J *Ndx  V integrai  parziale  per  * di  Ndx  , avremo 
Q-A-  « —J  'Ntii  « e poiché  P = y , sarà  z — / 

■d*  W • Cioè  V equazioni'  f— ) = N ove  N ì funzione  di 

x,y  ,z  a integra  come  se  fosse  a differenze  ordinarie  , 
frurcut  vi  a t riguardi  y come  costante  , e in  fuqgo  i/eZZa 
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costante  consueta  si  aggiunga  la  funzione  indeterminata  p(y), 

967.  Con  la  stessa  facilità  s’  integra  1’  equazione  a 

quattro  variabili  -+  L -+  M = N . Poiché 
suppostane  l’integrale  F ( x,y , z , u ) = o , e quindi  * =■ 

» l».jr - (£>*  -+  (*)*’  + • £ - (£) 

/ds\t^y  /^*\afri  .j  confronto  questa  con  la  data 
WyJdx  \duJdx 

dark  L = — , M — d—  , N = ^ . Supposti  P = a ,0  = b, 
dx  dx  dx 

R = c gl’  integrali  di  queste  equazioni  o di  altre  che  ne 
dipendono,  potran  dedursene  i valori  di  x,y,u  dati  per 
z , a , b , c , che  sostituiti  in  F(*,y,a,uj  = 0,  per  la  ra- 
gione stessa  data  già  sopra,  faianno  svanire  anche  z e da- 
ranno per  1’  integrale  richiesto  F f <1 , 6 , c)  = F (P  , Q,  R ) 
= o , ossia  R = p ( P , Ql  1 completo  , perchè  contiene  se- 
condo il  precetto  (964.  20;  una  funzione  di  due  quantità  . 

Es.  Sia  (2z  — 1 y)  [pp^j  — i^)  — 2**  — 2>*  )* 

— 1=0.  Dunque  L — ! , M — — 

\dtiJ  2z — 2 y 

X -+  22*  — 2VZ  ..  t c ■ • , 

■ =- — , N = Sara  in  conseguenza  ( 2s  — 

•2z  ■ — ■ ‘ly  2z  — ly 

2y  ) dy  -+  dx  = o , (2t  — ly)  du  - 4-  (x  -+•  2a*  — 2y%)  dx  =t  o , 
( 25  — ‘ly  ) dz  — dx  = o i d’  onde  dz  -t*  dy  = o , ’izdz  -+• 
9 ydy  — dx  — o\du-+  x dz  -+■  zdx  =*  o Dunque  P = * -+■  y , 
Q = zl  -+  y*  — x , R =*  u ■+  xz  , e per  1’  integrale  cercato 
u-t-xz  — piz  -+  y , s*  -4 - y*  — x ) . 

968.  P.ù  complicato  è il  metodo  se  1’  equazione  non 
sia  lineare.  Supponendola  era  le  tre  sole  variabili  x ,y , z , 

« fatto  = p , (pj-')  — potremo  rappresentarla  gene- 
ralmente con  F (x,y , * ,p  , 9)  = o , c sarà  al  solito  * = 
$(x,jr),  e quindi  i“.  di. — pdx — ydy  — o,  che  doven- 
do esser  supposta  integrabile  darà  luogo  alla  2*.  — 

(pp'j  -4- p — 1 (jT")  = 0 ( V41  ) Purghiamo  adesso  che 
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dall*  preposta  differenziata  si  abbi*  dq  — A</p  -t-  tdx  ■ 

-+ D di\  poiché p è funzione  di  *,e,  sarà  ^ '—'j  = A ^ 

-+■  B , — A (‘p'j  •+  D , • sostituendo  nella  seconda , A 

fdr>\  idp 


{J^)  — -+  (p A — 9 ) -+  B -f  pD  = o,  equazione 

lineare  per  rapporto  alle  vaiiabili  p , x ,y  , » . Il  di  lei  in- 
tegrale concluso  col  dato  metodo  (96?  ) sia  R =p(P,Q). 
Prendendone  il  valore  diyj  e dalla  data  quello  di  <y  , e am- 
bedue sostituendoli  nell*  |*.  ; e quindi  integrando,  si  a- 
vrebbe  il  valor  di  s per  x ,y  , e J>  ( P , Q ) . che  sarebbe  1’  in- 
tegrale cercato  . Ma  l’integrale  d’  un’  equazione  a diffe- 
renze parziali  del  prim’  ordine  a tic  variabili  non  può 
contener  una  funzione  Composta  di  due  quantità  indipen- 
denti (964.  2*.);  dunque  deve  nece-satiamente  essere  P 
s^'PfO)  c porrà  pere  ò supporsi  R = <p  I Q / . cioè  funzio- 
ne di  Q solamente.  Frattanto  da  queste  due  equazioni  e- 
lìminando  p , avremo  senza  bisogno  di  altro  processo  il 
valor  di  ? dato  per  x,y,  che  sarà  1’  integrale  cercato. 

999.  Passando  all’  equazioni  di  second’  ordine  , sia  da  in- 


tegrasi I*. 


ti1  a > 

7 /«***\ 

(c/.va  ) "*■ 8 \ 

V dxdy ■ 

>■*•*(*0 

costanti  ed  R c funzione  di  x ,y . Pongo  II1.  J -+  m 
*=  V(m  è indererminata),  e differenziandola  prima  per  x poi  per 

dx  3 mdy 

d’z\ 

h 
m ■ 


y , moltiplicando  le  differenziali  respettive  per  — , e so- 

JE 

stituendo  nella  I1.  i valori  di  e 4*  {~f^)  » c"a  ■ sc 


si  faccia  III*,  s 

O 

h fc /V> 


— = o)  diverrebbe  IV*.  ^ 
m \dxJ 


— ^ = R.  Ma  qui  bisogna  osservare,  che  la  III*.  da 

due  valori  m‘ , m"  di  vi,  c che  m'm"  = h ; cangiato  dun- 
que iti  in  in  nella  II1,  e IVs  t avremo  le  due  equazioni 


di  prim'  ordine  • V , (-^) 

R , che  daian  luogo  ai  due  sistemi  d’  equazione  a diffe- 


•" o ■ 
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**nr<?  ordinarie  (965)  l*.  m'dx  — dy  = 0 , Vdx  — ^co; 
2°.  tn"dx — ■ dy  = o,  R</jr — dV=o.  Dall'  ultimo  abbia- 
mo — a , V — J^dx  = ò;  onde  ( tur  ) V —J  Kr/x 

-*•?(>  — Turche  in  R si  ponga  ^ = a -+  /»'  x , il 

che  cangera  R in  funzione  della  sola  x.  Il  primo  darà. 
y — m x — a , % — J Vdx  = b'  e z'—  fVdx  -f  fi  ^ — m*  ) , 
purché  in  V si  ponga  y = a -+  m'x  Sostituendo  dunque 
il  valor  di  V , e osservando,  che  fdx  p ( y — m"x)  = 
Jdx  p [a  -+  m’x  — m"x  ) = 'pi  a‘  -4-  ni  x — ni" x ) = '»  ly  — 
m'x),  cangiate  ’p  in  <p  , avremo  s = fdx Jìhlx  -+  p t y — 
m a.  )-+-/( y — ni'x),  purché  nella  prima  integrazione  pon- 
ghiamo  y =.  a -+  m"  x , e nella  seconda  v = a -+  m'x  . Che 
se  ni'=s  ni"  sarà  ./Jxp(y  — m"x)  — jTdx  p(  a -j-  m'x  — 
m"x  ) — Jdx  pa  = a (pii  = x p [y  — m'x),  e z = f dx J'Hdx 
•+xp(y  — m'x)-+f(y  — m‘x).  J 


9-o.  Sia  »tò.o  È)  + *Q+l(J)4C,+  V 


dz\ 


<dxdy 


dy 


= 0 coi  coefficienti  A,B,C,V  funzioni  di  x,y.  Suppon- 

ot 

jo  s = e /3,  e che  x , /3  sieno  funzioni  di  x , y , derermi nate 

dalle  due  condizioni  i*.  \ -4-  B = o , a*.  ( ~ -4.  . . 

\Jx)  \dxdy)  ' 

"f  (t)  "+  ^ v “)  = — Ve  » °PPU'C  due  altre 

'•  è- *«•*■•(££) -{(£)-•}  (g)=- 


3a 


Ve 


\dy  1 
— et 


. Introdotto  nella  data  il  valor  supposto  di  2 e in 

luogo  di  \ T uno  o I’  altro  dei  due  valori  — ( 1-^  , 

\dxdy  > \dy  / 


— (/7jr~)^at*  ° t*a^a  **•  0 dalla  3a>  condizione  troveremo 
nel  primo  caso  C = AB  -+  ^ y ^ , e nel  secondo  C = 


(*)• 


AB 


Onde  se  tra  t coefficienti  A , B , C della  proposta 


sussista  uno  di  questi  rapporti,  ella  sarà  integrabile,  ed  a- 

CL 

vremo  ss  — e /3  ove  se  avrà  avllro  lungo  il  primo  dei  due 
rapporti  dovremo  fare  et  — - j*\ìdx  -t-  p(y  ) valore  dato 
dalia  i*.  condizione  (yòù);  se  il  secondo  dovremo  porre 
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*=._./>  A dy  •+p(x)  dato  dalla  3*.;  quanto  poi  a fi  si  a- 
vra  o dalia  decollila,  o dalla  4*.  condizione,  ponendo  nel- 
la 3 \^^  = u,  nella  4'.  con  che  la  a*,  di- 
verrà ^ -t-  ^j")  ■+  11  — — e sarà  ( 966  ) /3 

"*JXudx  -+  f(y),  e dalla  4*.  avremo 
B } ss'  = — Ve  ‘ e fi  -J'K’dy  -+/(*■)  . 

Es.  Abbiasi  ( -f  L) L_  (16\  - — l — ( *•)  + 

\dxdy  J x — y\dxl  x — y \dy' 


7% 


y Wji> 

^■=0»  ove  si  verifica  il  secondo  dei  due  rapporti 


ix—yì 

fra  i coefficienti.  Dunque  poiché  A = B = — 


e V = 


— y 


®,  avremo  dalla  condizione  3*.  * = na(.v)=  — 

J x — y 


l(x  — y)-t-/ip  (*)=:  / — — . In  conseguenza  f ^ 

»—y  \<lx)  p(x) 


dx\  _ p'(x) 


I fdn \ fP\X)  2 \ , _ 

, e ( - — )-*-{_  ; — : ) “ = o . Questa  mte- 

x — y \dx  / \P(x)  x — y) 

grata  (856.  2°)  da  lu  =z ‘il  (x—y)  — tp(x)-hE  (_y),cioè 
Dunque  fi  = f * Ù±* -.Idilli  + 

P 1*1  J p(  *) 

f(x)  = (855)  ^-){fydy(X  «*)}  « 

*=-^—j-^J^ydy(x—y)zTìy)-+f(x)y.  Se  si  fa  F (y) 

— o , avremo  l’ integrale  particolare  s = fi  X). 

x—y' 

9*1.  Quando  non  sussista  alcuno  dei  due  rapporti,  si 


riduca  la  data  alla  forma 


c 


dx 


-)^{0 
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■*  A’}  {c - (s)  - AB> -*•  v = » , ck,  fimo  (1‘) 

*i.  = ,',c-(«).4I  = 1,  *«.»•  .f 

® t t V 

JV1*  ~f’z_+  o.Da  questa  , differenziata  per  y , e som* 
mata  col  suo  prodotto  per  A,  resulta  una  nuova  equazio- 

— O simile  alla  proposta  , e di  cui  ai  tente.à  coll’  messo 
metodo  1 integrazione , |„  quale.'  «e  riesca,  f.tk  conosce* 
re  z , e per  conseguenza  anche  z.  Se  po.  non  possa  effet- 
ruarsi  1 integrazione,  la  trafsormeremo  «Da  maniera  me- 
esima  in  una  reiza,  e ct>*ì  di  seguito,  finché  non  si  giu  n* 
d’mr*<lUal.T\  equazione  , che  resista  agli  stabiliti  criteri 
integra  bilira  , Ih  quale,  come  ha  dimostrato  il  Sic.  La 
Place,  deve  necessariamente  incontrarsi,  qualora  la  pro- 
posta sia  intcgiabile.  ^ 1 

911.  Ma  sia  A=B«C=V=o,  cioè  non  resti 

«ella  proposta  (970)  che  il  solo  te.mine  f £*-V  Sarà 

\dxdy  ) 

d“n'i“'  (f*,) = °>  * p°*°  Ci)  = » s' 

t c/ir  * 

K'ixdj)  ~ (,7t1  ~ 2*.  N = o (966):  dunque  in- 

tegrando si  avrà  v-<p(y).  Nella  l*.  N = v , dunque 
. = />t 'dy+f(x)=jydyp{y)+f(x)  Facend0  perciò 

J ydyp(y)  — F(ji),  avremo  infine  * = F(j)-+.f(;r). 

■ frattanto  basta  che  si  sappiano  integrare  I’ equa- 

precedenti , perchè  lo  stesso  possa  farsi  dell’  altrapù 

fdz'  - - "**« :x  fd"z\  ^ t ,dl\ 

Kdy* 


LQ 


<£)  - M (&)  - n & 

(dz\ 

j ) *+  Q*  T = o . Infatti  se  w , 8 sieno  due  funzioni 
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(?J-  M (fri)  0 - N (j,y=°  ; ' ’■  v 

c *’  introducano  nella  data  i valori  dei  coefficienti  differen- 

*»«  (S)'O'd?)'  *'• d,ri  p"  '*  “•”* 

b.li  ( Sol  avremo  M ' ( ÌV)  •+  L' ([£)  -b  f ( ■+  Q« 

(j  H- SN  . ed  P’  eguagliano  il  primo 

memoro  della  data  toltone  Qs  -+  X , e cangiata  z in  (a  per 
L',  in  6 per  P ; ed  è chiaro  , che  per  render  querra  nuova 
equazione  simile  alla  precedente  1930),  basterà  dividerla 
per  Al',  e introdurre  nei  coefficienti  1 valori  di  x.,y  dati 
per  v , 6 dei  quali  potranno  aversene  un  infinita  dall’ e- 

quaimni  (J?)  = (^)  {- 1 M M‘  — N)}  • (j”) 

=©{-‘M  — I M1  — N )J>  dedotte  dalle  due  con- 
dizioni ia.  c 2a. 

N =zyti  P —y,  Q =0,  T = 0 : onde  primieramente 

=■>(* ;V-'  •(2)=-H'|)'/-  ' p"ci6  (96s) 

w = ?v*V—  1-+  ly), *=/{*>/  - «—/>)■  Scelte  le  più 
semplici  toimc  di  queste  funzioni  porremo  w = x y/  1 -** 

ly  , 0 = x V-  « - ly  5 qni^i  (£)  = ^ - » = (§) 1 ( Jy ) 

I /^\  /d*«\ 1 

-7  = ~w’w)~°“ w)’Uy)_ 

(?) 


, onde  M' 
d'z 


^dyx)  >' 

4,L'  = P'=o,  e la  trasformata  di- 


viene f— — ^ = o.  che  immediatamente  da  (966)  z 
\dud()/ 

<p  ( co  ) -+■ 
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<P  (u)H-f(l)=pf*V—  « -+  />)-+■  f(xj—\  —ly)  = [632) 
(>  COi  x ~+yV  — 1 .se/i *) J -+/[/  (y  coj  jf  — jry' — i . sen j»)]. 

Soluzione  particolare  dtll'  equazioni  . 


924-  Sia  p = p ( x ,y  , a)  »=  o un’  equazione  finita  tra 
x,y,a:  è chiaro  che  se  si  differenzi  avremo  un  medesi- 
mo risultato  o vi  si  riguardi  a come  costante  o vi  si  trat- 
ti come  variabile,  purché  in  questo  secondo  caso  si  pren- 
dano in  fine  per  nulli  i termini  introdotti  dalla  supposta 


variabilità  di  essa  costante , cioè  si 


Ponga  (*£)da=zo,o 


/ d$\ 

più  semplicemente  ( — j = 0 


925-  Nasce  di  qui  che  qualora  si  abbia  un'  equazion 
differenziale  di  prim’ ordine  a due  variabili  , di  cui  p=p 
( * , y , a ) = o sia  l’integrale  completo  (964.  a0.)  , non  so- 
lo potremo  assegnare  ad  a qualunque  valor  costante  ci 
piaccia  , senza  che  per  questo  cessi  la  verità  dell’  integra- 
le , ma  quelli  ancora  , che  risulteranno,  dall'  equazione 


o,  che  generalmente  verranno  espressi  in  finzio- 


ni delle  variabili  x ,y . L’  integrale  oltre  al  perdere  in  questo 
caso  la  sua  qualità  di  completo  ( 854  ) , neppur  cadcrà  tra 
gl’infiniti  integrali  particolari,  che  si  hanno  dall’ eguaglia- 
re a ad  una  qualunque  costante  (ivi)’,  onde  ha  preso  il  no- 
me di  soluzione  particolare . Abbiasi  per  esempio  i\/(x  *•+  y')X 

dy  — ydy — x — 0}  ;i  cui  integrale  completo,  fatto  *•*  -+ 


si  trova  esser  p x*  — 2 ay  — a*  = O . Dunque 
— 2 a — 2^  = 0,  e quindi  a — — y,  valore,  che 


posto  in  p,  dà  la  soluzione  particolare  x1  -+  y*  — o , che, 
senza  esser  compresa  sotto  l’integrale  completo,  soddisfa 
interamente  alla  data  . 

926  Se  l’equazione  differenziale  sia  di  sccond’ ordine , 
ed  abbia  in  conseguenza  p (x  , y , a ,b)  -=z  o per  integrale 
completo,  potrebbe  per  avventura  supporsi  che,  per  de- 
durne la  soluzione  particolare,  bastasse  porre  insieme  le 

due  equazioni  = 0,  (^)  = 0 • Ma  si  deve  avvertire, 

F f f 


Digitized  by  Google 


)(  4io  )( 

che  le  costanti  a,b,  riguardate  come  variabili,  oltre  i 
coefficienti  , introducono  nel  difFercnziale  se- 

condo  anche  > (^)(852),  e converrebbe  che  tut- 


ti fossero  nulli  , perchè  salva  restasse  1’  identità  del  dif- 
ferenziale, cinè  dovrebbeto  due  sole  indeterminate  soddi- 
sfate a un  più  gran  numero  di  equazioni,  ti  che  è gcne- 
ìaltncnte  impossibile  . 

977.  Procedeiemo  dunque  diversamente  ; osservando 
in  pi  imo  lungo,  che  da  ( p(x  ,y  , a , b)  = o risulta  (863) 
b =.f(x  3y  ,a)\  onde  dal  diffcienziale  di  p = o per  « , b 

avremo  ( 862)  I*.  {£)  -*■  (~b)  (£)  = o . Inoltre  la  stes- 


sa equazione  p = o dà  (862  ) **.  (*)  ■+  (^)  (*)  = • 

= 0:  e col  mezzo  di  queste  tre  equazioni  e della  finita^ 
= o ,•  eliminate  <1 , b , ^ ^ , avremo  un’  equazione  di  pri- 

mi’ordine  spogliata  affatto  di  costanti,  c soluzione  partico- 
lare della  proposta  . 

£s  Sia  p — y — **  — bx — a*  — £>*  =0 , da  cui  per 

2 


mezzo  di  dp  — o , dlp  **  o (866)  proviene  y - * CLZ  — 

, dx  '2(lx 

/ dy  xd*y\*  y* , _ 

vii  — ~d~^ ) lx*  — ° ’ ChC  PerCl°  avra  ® Per  ,ntegrale  «“ 


dp\  = 


nito  . Dunque  ^ j 
Ia.  diverrà  ► 2a  -+■  ( a-  ■+  2b  ) ^ — ^ = O . Inoltre  ^ ~ ^ 


■(È) 

df>\ 


x — 2 b\  e la 

(dJ\  « 


— nx  — b , = I * la  2*-  darà  p‘  = — • ax  — b -+ 

= o . Infine  -=  — x , = — I ; c dalla  3*.  avre- 
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/db\ 

* -*■(*;) 
remo  ( J 


o.  Fatta  l’eliminazione  proposta 


, trorc? 


che  sarà  la  soluzione  particolare  di  prim’  ordine  della  data. 

978.  Ed  è inutile  avvertire,  che  a questo  medesimo 
risultato  avrebbe  condotto  l’ipotesi  di  a = f (x,y,b), 
non  potendosi  cangiar  l’ essenza  del  calcolo , qualunque 
delle  due  variabili  si  prenda  per  funzione  dell’altra.  No- 
teremo piuttosto,  che  la  soluzione  particolare  di  prim’ or- 
dine , considerata  come  equazion  differenziale  , può  avere 
anche  essa  delle  soluzioni  particolari  , le  quali  rispetto 
alla  data  si  chiamano  soluzioni  particolati  doppie.  Queste 
procedendo  dal  tiattarsi  non  sol»  come  variabili , ma  an- 
cora come  indipendenti  le  costanti  della  prima  , e della 
seconda  integrazione  , coincideranno  con  ciò  che  si  avreb- 
be dall’integrale  finito  ponendovi  i valori  di  a , b dati 

dalle  due  equazioni  ( = o , — o (976);  e perciò, 

\da / \dbJ 


sebben  soddisfacciano  alla  soluzione  particolare  prima,  non 
soddisfanno  peraltro  alla  data  differenziale  di  second’  ordine. 

979.  E’ poi  facile  estender  questi  ragionamenti  all’ e- 
qiiazioni  d’  ordini  superiori  : anzi  potranno  applicarsi  an- 
cora all’  equazioni  a differenze  parziali  con  quelle  poche 
modificazioni  , richieste  d.il  maggior  numero  di  costanti  , 
che  entrano  negl’  integrali  completi  di  queste  equazioni 
(964.  l°  ) . Così  se  1’  equazione  è di  prim’  ordine  cd  F ix, 
y,z^a,b)  — 0 ne  sia  l’integrale  (964.  2°-),  le  due  equa- 


(2)  = o,Q  = 


o avran  luogo  insieme,  non  po- 


tendo qui  affacciarsi  l’inconveniente,  che  abbiami  rileva- 
to di  sopra  (976  ì . 

Del  resto  il  Sig.  La  Grange  , a cui  è interamente  do- 
vuta quest’  importante  teoria  delle  soluzioni  particolari 
dell’  equazioni  , da  dei  mezzi  per  ritrovarle  anche  nel  ca- 
so , che  l’integrale  completo  non  si  conosca.  Noi  non  ci 
occuperemo  di  quest’indagine,  sulla  quale  rimettiamo  i 
nostri  lettori  agli  atti  di  Berlino  an.  1 774  1779,  e al  dodice- 
simo quinterno  del  Giornale  della  Scuola  Politetnica  . oppure 
ai  citati  corsi  dei  Sigg.  Paoli  e Bi urtarci , ove  le  memorie  del 
Sig.  La  Grange  son  riportate  quasi  in  infero;  e passeremo 
intanto  a qualche  applicazione  delle  precedenti  dottrine. 
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applicazioni  del  calcolo  integrale 


167 


181 


Quadratura  delle  superficie  . 

980.  Sia  la  curva  AM  con  le  coordinate  infinitamen- 

te vicine  P M = y , piti  = y -+  dy  , e il  settore  APM  = S II 
trapezio  infiniresimo  P m — ( 827  ) =(5i7)|tf*(a>-+dj) 

— ydx  dark  S = fydx  ; ove  , se  porremo  i valori  delle  or- 
dinate x ,y  dati  P uno  per  1’  altro  dall’  equazione  alla  curva  , 
avremo  la  quadratura  della  superficie  APM  . E si  noti  1 - 
che,  se  le  coordinate  facciano  un’  angolo  obliquo  p , -ara 
S = senP  fydx  (6 44):  2°.  che  fy’dx^Jydx  esprimerà  Io 
spazio  compreso  tra  due  coordinate  y ,y  : 3°-  che  differerr 
ziando  con  dx  costante»  si  avrebbe  dii—dydxi  onde  S 

— / fdydx , purché  s’integri  prima  per^r,  poi  per  x,  e si 
sostituisca  il  valor  di  y avanti  di  integnire  per  * . 

981.  Nel  circolo  fydx  ~ AQW?  =J dx  \/{a  x ) = 

. t - * 7 . » # ..9 

C -+  ax  — 


l.xs  I..V7  1 3 S *' 


— ec. 


2.30  2.4.50'  2.4 -ó.ja*  2 4.6  8 9a7 

(l6t) . Fatto  * = o,  sarà  AQMP  =0,  e però  C = o:  dun- 
que AQMP  = ax 


x> 
6 u 


40U 


- — ec.  Fatto  x == 


a , viene 


il  quadrante  BMQA  ; e poiché  A»MP — — yX0* — **),  si 


a* 


127 


ha  il  settore  AQM  = AQMP  — AMP  — — -+ 

2 12a 

lirf 

- — -,  -+  ec. 

«Da' 

1 xf 

982.  Nell’  ellisse  fydx  = — (ax  — — » — cc. ) . 

y a 6a  400* 

Quindi  . paragonando  il  circolo  all’ellisse  , si  trova  CB'NP: 
CBMP  : : a b : : Ahab-.ABab::  PN  :P.W  ::  SPN  :SPM:; 
SAN  : SAM  ; ed  essendo  AB’ob'  = a*ir  , sarà  ABab  = abir, 
cioè  V ellisse  eguaglia  un  circolo  del  diametro  medio  pro- 
porzionale tra  gli  assi  . 


Digitized  by  Google 


)(  413  )( 


FIG 


J 


983.  Nella  parabola  fydx  = Jdxs/fx  = —\/px  — ?Xy. 

3 3 

984.  Nell*  ipcrbola  tra  gli  asintoti  xy  = a*  e fydx  = 
a*  dx 

= a*lx  •+  C . Se  x — AD  = a , allora  lo  spazio 

ADBN  = alla  -4.  C ; dunque  BDPM  = a'ix  — a%la  = 


182 


«V  — . Quindi  se  a1=  I , sarà  BDPM  = lx  , logaritmo  na- 

turale  dell’  ascissa  AP  — a -4-  x : ed  ecco  perchè  chiaman- 
«i  iperbolici  i logaritmi  del  modulo  1 (302). 

983.  Nella  cicloide  BMA  , xdy  = dxy/^ìax — *’;(90lì : 
ma  xdy  = MQ.QQ‘,  onde  Jxdy  = BMQ  (980),  e/dxy/(2ax  1,^* 
— **)  = BlOP  ; dunque  tutto  lo  spazio  BMAD  eguaglia 
il  semicircolo  BIOC  , c lo  spazio  cicloidale  è triplo  del 
circolo  genitore  . 

986.  Nella  cissoide  , y = — r*V*  — ( 787  ) , e fydx  — 

ri  _ fa~Xl  183 

AKMPA  —Jx*  dx  (a  — x)  5.  Ora  Jx-dx{a — x)^  = 

ACONP  (981  ) ; e se  si  riduca  fx-  dx  (a — *)ì  a f x*  X 

dx  {a  — x)  3,  si  troverà  (9\2)fx%dx{a  — xjhxx 

(a  — * f -4-  j fx*  dx(a  — x)  2 . Dunque  fx*dx  (a  — 

x)  2 — 3 J x-  dx{a  — or)3  - 2*  (a*  - , ovvero  AP MKA 

= 3ACONP — 4ANP  = 3ACONA  — ANP . Dunque,  poi- 
ché quando  x = a , il  A ANP  svanisce  e il  segmento 
ACONA  si  cangia  nel  semicircolo  ACNE,  lo  spazio  infi- 
nitamente lungo  MKABQ  è triplo  del  semicircolo  genitore. 

987.  Nella  logaritmica  , ydx  = Adji  (890),  e jydx  = _ 

BAPM  = Ay  -4-  C : ma  quando  y = l =z  AB  , lo  spazio 
ABMP  diventa  nullo;  dunque  C = — A,  c ABMP  = Ax 

( y — I ) = al  rettangolo  OIQVI . Se  si  fa  y = o,  si  avrà 
lo  spazio  infinitamente  lungo  BXYA  = — A = al  rettan- 
golo PQIT. 

988.  Nella  curva  CE  a doppia  curvatura  volendo  lo  jqJ 
spazio  CEF  ( parte  della  superficie  curva  CDEF  normal-  ” 
mente  alzata  sulla  curva  CD  (802))»  essendo  al  solito  CF 

= x , si  y — s —Jy/(  dy 1 -4-  dzl  ) ( 802  ) ; dunque  fydx 
diverrà  fdx  f^{dy*  -+  iijsa).  Così  se  le  sue  equazioni  sie- 
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no  jra  = px , {y*  -+  1p*  )*  = 9P*~%t  verrà  d*  = » dt* 

« (/jtlP‘Ì2^L  , V(  rf/  -4-  «f.‘  ) = è (/  H- y ) 

J>  p 

-4-  dz.*)=y  -4-  J-J  , C J'jxy/{jj * -4-  ti**)  = f ... 
2V4^V  \ 2V*  2yy 

1 = — -4-  , senza  costante  , perchè  » = o da. 

3p*  ' 3p'  io?' 

lo  spazio  = o . 

Q 989.  Se  l’ordinate  partono  da  un  punto  fisso  C,  il 
trapezio  /iPMr  (980  ) divtnra  un  £ CMr  , e quindi  lo  spa- 
zio COMC  xzhjydx  -+■  C . Sia  p l’angolo,  che  fa  CM  con 
una  ietta  fissa  LA  ; avremo  Mr  =ydp  (Ó44  629),  e COMC 

c. 

990.  Nella  spirale  d’  Archimede  AGFBN  — x , AGFBA 

=*  c , CM  = j , CA  — a,  Mr=  — , </(  COMC  ) = . . . . 

a 


Mr.CM,  . y‘Jx 

— • (s»8s>)  = -Z— - 

2 ‘la 


cy 

a 


( Z9Z) , dx=  °-y-\  dun- 
a 


que  COMC 


— senza  costante:  onde  fatto  * = «,  lo 

•2  • 3<* 


spazio  COMAC  = = al  terzo  di  tutto  il  circolo. 

»•  3 

991.  Non  si  è preso  qui  1*  integrale  ^fy^dp,  perchè 
questo  non  può  estendersi  al  di  là  di  p = 380%  altrimenti  i 
ù&  elementari  hy'clp  conterrebbero  i già  sommati , difetto  a 
cui  può  supplirsi  calcolando  i trapczj  elementari  tra  due  spire 
vicine  . Lo  sresso  inconveniente  ha  luogo  per  la  formula 
ordinaria  /yJx,  se  più  ordinate  corrispondano  alla  stessa 
ascissa  . 

992.  Nella  spirale  iperbolica  sceinanJo  x , mentre  cre- 
sce y ( 800  ) , sarà  CN  ( a ) : Nn  ( — dx  ) : : CM  ( y ) : Mr  — 

*9°  — •?—  ; dunque  COMC  = h( — - — ( $oc  ) sfbdy  = 

a ' J a 

h b)  ■+  C. . 

993.  Questo  metodo  può  applicarsi  anche  alle  curve, 
che  h.rn  1’  ordinate  parallele^  Vogliasi  per  esempio  la  qua- 
dratura del  seccore  parabolico  AFiVI.  Fatto  l'angolo  AF  vt 
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— fi  = 2p,c  perciò  FM  =y  = _i_^_  (igl)  » saia  \j~yxdp  = 

coslp 

^ l-pr = (932) ri ... P ( -V-f  -*-  -')]=^-x 

2.  iOJ  cos4*^  2 IO  L3  \co»9p  tiosp/j  2.10 

[1  f + »)]  = (6.0) 

senza  colante  , se  il  settore  cominci  dal  punto  A . 

994-  Vu‘nd>  (s'a  detto  qui  di  passaggio)  in  due  para- 
bole A vi  , A M'  col  fuoco  ed  asse  medesimo  e coi  para* 
metri  p , />'  1 1 settori  AFM  , A'F'M',  compiesi  tra  due  rag- 
gi vetton  comuni  , saran  tra  loto  : : u‘  : p'%  : : FM1  : 

FM'*  ec  (751). 

Rettificazione  delle  Curve . 

995-  Poiché  (88  D d>—^/{dxx  dy%),  sarà  l’arco 

AM  — s=*  J y/{dx 2 -+  dy*)  -+  C , o 1*  ordinate  sicno  parai-  ,Q1 
lele  o partano  da  un  punto  fisso  . 


996.  Es.  Nel  circolo,  (888)  dx*  -+  dy 


* 


o*  dx% 


"7  > « 


J \ [u  x ) 2. 2 . 4 . 


ìS* 


ec. 


l8* 


1 ■ 3 • 5* 

2 • 4 • 6 • Zu* 

99Z-  Nella  parabola  , AM  =Jdyy/{l  + QL)  = —/dyJ(y* 

-+  tJ  = (9>8;  c -4-  2-y/(y%  ■+  £-*)-+ £/[>+  Fac- 

4 p 4 4 4 

ciamo^y  = o , sarà  C = ; dunque  AM  = — \ (** 

42  p 

h-£)  r.L^y(>^+Vj-1 

4 4 L p J 

998-  Che  se  col  centro  A e col  semiasse  maggiore  BA 
~2p  si  descriva  un’  i per  boi  a equilatera  BN',lo  spazio  ABNQ 
tixkfxdy  ( 980  ) = fdjyHy*  -+  Lf>*  ) 1768)  ; dunque  AM[a 

~SdjV(y*~ +--)]=-  XABN'Q  e però  AM  2/»  = ABN'Q; 
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onde  la  renìRcazione  della  parabola  dipende  dalla  gna- 
érutura  dell  iperbola  , e reciprocamente. 

999.  Nell  ellisse  , supposto  il  semiasse  maggiore  =*  l . 
■d  y ( I — x1  ) , e fatto  I — b*  = c*  ( 746  ) , si  ha 


«ara 


193 


BM 


=y^V'Lz^=/i_*L__(I 
v I — « Jji  , _ x*  ) 


* >1  vii  X)  2 2.4 

LU^-ec.)=  r_± c* 

2.4.0. 8 */\/(  l — x*  ) 2*'” 


xsdx 


■ ec; 


— - 3C  Jf 
a .4.6 

f — f x d*  _ £-3c<  /*  j 

V(l— 9.4/v(l— *•>  2.4  67v(Ì  “ -O 

e riducendo  gl  integrali  di  ciascun  termine  a /j*  (l  — 

a(9l0  =*  DN  (9ì>6),  si  avrà  BM  = f 1 — f!  — 3*4 

a*  a*.  4* 

3 5C . /*  dx  , t 

*V  6*  2‘.4*  6\8*  ec-  y ^ C * (‘  ” **)  x 

JiSl.,3  5^'  , 24 

2 4J.6*  a 41  6*  8*  *+  ec‘  •*  • 

metodi  rettifixcazio,ne  deir  iperboli  si  ha  quasi  collo  stessi 

e «e/la’m  PU?>  V^  erV  ndiC  Memoric  di  Der,ino  *"•  » Z4<5- 
CUr.?e  .rjjn,cra  dl  r,,durre  alla  rettificazione  di  queste  due 
Tf™1'  d u"  gran  numero  d’ altre  differenziali . 
1000  Nella  seconda  parabola  cubica  , yl  = gx*  } dun« 

,«.=A(l^|)i=i,(I+g)t  + C(8j8„,, 

perchè  qui  a ~ o ed  m = 1 ; fatto  y — o , si  ha  C = — 1 g , 


*11  ' 


>>"“  mi’ «ifi..,  = !,[(, +aJS_,](!)oo). 

4£  • 

In  generale  le  parabol.  yk  = gxk~\  che  (preso  per  * un 
numero  impari  cominciando  da  3 ) danno  s=/dyfi  .+ 

**  /.TNnrT  "1$ 

(A  — l )2  \ # / < son  tuttc  rettificabili  , avendosi  in 


tutte  ( 858.  11°.  ) /;  = o , m = 


A-l 


c c = 


A — 3 


1001.  Nella 
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1001.  Nella  cicloide  , dy  = y-  ^(892)  dun- 

que s=Jd*V-  = AM  = 2y  Jrjr  ==  aAN  cioè  fatto  * = 2 r, 
la  curva  cicloidale  è quadrupla  del  diametro  AB  . 

1002.  Nella  logaritmica  , ydx  — ady  ( 890 ) , s ss  f' ^ 

J y 

v(j '*“**B*):  *c  V(>1  ■+  a*  ) = * , si  avrà  = — *-*■  ■ , 

, > r‘  — a 

. 1 f z dz  a z — a,  _ , * — a 

ed  s=  ? = *•+  — I ( 9 ' 5 ) = * -+  a ^ V- 

J z — a.  " - . - 


= * 


2 e -+■  a 

')  = V'(/-I-«*)^«X 

* = w ■ h-  .■  j --  r1-*'4;'1) 

-+-C,  espressione  d' un  arco  di  logaritmica,  in  cui  C è fa- 
cile a determinarsi  (984). 

1003.  Nella  spirale  d’  Archimede  di  = M«  rr^rm1  -+. 

= V (893):  ma  *==  ^ ; dunque  s =>= 

COM  .4.  , Descritta  una  parabola  CN'  con 

2a^ 

f— — > fatto  CQ  = CM  — y e condotta  1’  ordioata  QN', 
c 

«ara  CN'  == J"~~*  \/ J'*)  {.99'D  » dunque  CN'  = COM  : 

onde  regna  dell’analogia  tra  questa  spirale  e la  parabola. 

1004.  Nella  spirale  logaritmica  ( 649  ) eoa  Mmr  ( c ) : 

mr(dy  ) : : l:  M/n  = — ; dunque  A DM  = — = MT  per  es>  1 
c c „ , 

ser  simili  i AA  mr M , MAT. 

1005.  Nella  curva  CE  a doppia  curvatura  x è s , ed  ._■* 

y è z (802);  dunque  -4.  dy1)  diviene  y -i- </sJ) 

= *j(dx*  -+•  dy1  -+.  dz2'  ) . Così  se  le  sue  equazioni  sieno  yx 

=•/>*  »y  = — pz*  % verrà  dy3  = , d *’  = =s 

io  4*  p 


G 


2 «• 

5i 
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àM'y/L  , e A/(  dx*  + dy * -+• 

x J 4* 

dx%y/  —)  =2  /'dx  ( I -f  ès/—  ) = X -+  v'p*  = X ->r  y senza 
x J x 

costante  , pttchè  x—O  da  l’arco  della  curva  =o. 
Misura  delle  solidità  . 

loo 6.  Un  solido  S da  misurarsi  *’ immagini  decompo- 
sto in  un’  mfinira  di  piccoli  «(rati  paralleli  : chiamando  t 
ia  l'a -e  di  uno  di  essi,  d 5 l’altezza  o una  parte  infinite- 
sima della  sua  distanza  dal  vertice,  tdz  ne  sarà  il  volu- 
me, che  essendo  il  differenziale  del  solido,  da  dunque 
S — J tdz  E si  noti  1°  che  se  il  solido  è di  rivoluzione, 
f potrà  esser  circolo,  di  cui  chiamato  y il  raggio,  avremo 
li  ss  a Jy*dz:  2°.  se  aia  piramidale  dell'  altezza  a e base  b , 

. , i i , ^ / i t b z 

onde  ( 539 1 b : t ::  a : % , avremo  5 = — / z dz  = — •+ 

«*' 

C,  ove  i = o dà  S = oe  C=o,e  z = a dà  per  1’  intera 

piramide  $ = — : 30.  poiché  (980)  t =■  Jydx  — JJdydx, 
3 . . . . 

saia  dunque  S = / tdz  = j 'Jytx  1z  — j fj dxdydz  , purché 
rapporto  alle  integrazioni  s'i  rammentino  le  avvertenze  date 
altrove  ( 9S0.  30.  ) . Ecco  qualche  applicazione. 

1003  Nella  sfera,  y1  — -Zax — x1  ; dunque  la  solidità 

d’ un  segmento  sfeiico  (569J  = ir*1  (a — ar ) e la  sfera» 

3 

4 2 

— a’jr  = ai  — del  cilindro  circoscritto . 

/>  n 

O O 

1008.  Nell’  ellisse,  y*  =—  (tJa.v  — x*  );  donque  il  so- 
ci 

lido  generato  dalla  sua  rivoluzione  intorno  all’  asse  mag- 

o 

girne  sta  alla  sfera  circoscritta  : : b1  : a*  , ovvero  è ~ del 
cilindro  circoscritto. 

1009  Si  chiama  Ellissoide  allunrrata  quella  che  abbia- 
mo considerata  , ed  Ellissoide  compressa  quella  che  è for- 
mata dalla  rivoluzione  dell’  Ellisse  intorno  al  suo  asse  mi- 
nute. L’  facile  il  trovare,  che  anche  quest’  ultimo  solido 
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è — del  cilindro  circoscritto.  Dunque  1’  elicoide  allunga- 

3 

fa  sta  all’ ellissoide  compressa  : : ab1  : a*b  : : b : a . 

loto.  In  tutte  le  parabole  ym  — je"ti*  "»  e fxy'dx^e 


■ 2 m — 2/j  in  m 
mx^/a  x 


‘hit — 2o  2n 
mxxy/a  x 


‘in  -4-  /n  2«  -+  m 2“ -+'/» 

perciò  il  solido  stark  al  cilindro  circoscritto  : : m : 1/1  ■+  ‘in  » 
quindi  la  paraboloide  ordinaria,  nella  quale  m = ‘2 , n=  li 
è la  meta  del  cilindro  cucoscritto . 

1011  Similmente  se  1’  iperbola  , la  cui  equazione  è 

y"x*  = </”  _t*  ”,  gira  intorno  all’asintoto  CP  , prendendo 
CD  = AD  = a,  il  solido  descritto  dal  trapezio  ADPM  aura 

per  espressione  »(u» — xy  ) , e perciò  supposto 

2 n — in 

2 n>mì  il  solido  descritto  dallo  spazio  infinitamente  lun- 
go OADX  sta  al  cilindro  descritto  da  AECD  ::  m : a/i  - — ni , 
• nell’  iperbola  ordinaria  é eguale  a questo  cilindro. 


Superficie  dei  solidi  . 

I012.  Se  la  superficie  da  misurarsi  sì  divida  in  un  in- 
finita di  piccole  zone  prima  parallelamente  al  piano  delle 
x.z  (802 ) , poi  parallelamente  al  piano  delle  y . % , si  tro- 
veià  decomposta  in  infiniti  rettangoli  coi  lati  duetti  nel 
senso  delle  coordinate  y , x ; ciascun  dei  quali  porta  con- 
siderarsi come  piano , e sara  P elemento  della  superficie 
cercata  . 

Per  determinarne  P espressione  si  osserverà  primieramen- 
te che  l’area  d’ una  figura  comunque  inclinata  sopra  di 
un  piano  eguaglia  quella  della  sua  piojezonc  divisa  per 
il  coseno  della  sua  inclinazione.  Infatti  sin  RSPQ  il  piano 
di  projezione,  LFME  quello  della  figura,  e fatta  sopra  di 
questa  la  sezione  Bl)  normalmente  all’  inrei  sezione  LF , 
•i  conduca  DC  perpendicolare  al  piano  RSPQ.  Sara  DBG 
l’inclinazione,  che  chiameremo  I,  dei  due  piani,  ed  a- 
vremo  BD  : BC  : : 1 : co»  I , rapporto,  che  verificandosi  tra 
una  sezione  qualunque  e la  sua  proiezione,  dovrà  sussiste- 
re ancora  tra  la  superficie  e la  proje/.ione  della  figura  to- 
tale (212.  V.):  onde  chiamata  S la  figura  , S' la  proiezione  , 
S' 

•ara  S = — — . 

•o<  X 
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203  Frattanto  se  dal-  punto  A,  che  prendo  per  ori- 

gine delle  coordinate , si  conduca  AG  normalmente  ni  pia- 
no della  figura  , e da  G la  GT  perpendicolare  a quello  di 
projezione , che  suppongo  essere  il  piano  delle  x , y , fat- 
ta AG  = r e supposte  x,ytz  le  coordinare  di  G,  avremo 

G T = * , e sen  T AG  = — — cos  I =s  . Ma  in  primo  iuo- 


go  ( 230  ) r — • v(a.*  H-  y*  -i-  a1  ) , e perciò  x * -+  y*  -+  **  — 
r*  — 0 » ( )•*-+•*  — 0 > y -i-  z *=  0 » dunque 


s 

r 


VMSHgy) 


Inoltre  se  S rappresenti  il 


nostro  rettangolo  elementare , che  come  osservammo  , ha 
i lati  nel  senso  delle  x e delle  y , S"  sua  projezionc  sul 
piano  delle  y ,s  dovrà  eguagliare  il  prodotro  Jxdy  dei  dif- 
ferenziali di  queste  variabili  : dunque  sostituito  1’  uno  e 


1’  altro  valore  avremo  infine 


s=JxJW('-*(diÌ  * 


differenziale  di 


second’ ordine,  che  integrato  due 


1*95 


volte  darà  la  superficie  cercata. 

1014.  Se  il  solido  c di  rivoluzione  generata  dal  poli- 
gono AMBO,  in  cui  AM  = s , MP  — y , può  aversene 
più  speditamente  la  supetficie.  Poiché  immaginandola  di- 
visa in  infinite  zone  Mm'  con  sezioni  normali  all’asse  del 
solido  , ciascuna  di  queste  rappresenterà  un  cono  tronca- 


to , la  cui  superficie  ( 553  ) 2*  ( <ly  -4-  dy  ) X — = 2*>dssa- 

2 

là  I’  elemento  della  cercata  , onde  avremo  S = 2x  fyds  = 
( 882)  2*  fndx . Dunque  nella  sfera  (888)  S = 2a*\x  , e 
fatto  x — 2u  , sarà  S = 4a*x-  superficie  totale. 

1015.  Nella  parabola  $=(889)  2x  Jdx 

— — \j — p*V-+  C(858).  Sia x = o, sarà  C=  - . 
3/)  V V 4 / 6 

1016.  Nell’ellisse  fatto  a il  semiasse  di  rivoluzione, 
che  sarà  il  trasverso  nell’  ellissoide  allungata  , e il  coniu- 
gato nella  compressa  ; e pasto  ne’  due  diversi  casi  ±z  c1 
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i’  = c*,  si  avrà  (~6o.  2*.)  n=  q:  e però  se 

a V 'c*  / 196 

la  curva  giri  o intorno  ad  AA  o intorno  ad  EE  , si  avrà 

— fdx  -yf  (jr  =E  primo  ca»o , descritto  col 

1 

raggio  CD  = — un  arco  DBN  , la  superficie  fatta  da  AM 
• c 

% ibe  t 

intorno  ad  AA  sara  (98*)  — j— ABNP  ; ma  nel  secondo, 

a 

determinata  C eoi  porre  x = o , sarà  (918)  — ^ V&+ 

1017.  Nell’  iperbola  fatto  a il  semiasse  di  rivoluzione  ’ 
che  può  essere  o il  trasverso  o il  conjugato,  e posto  a’-f- 

i*  — c*,  si  avrà  (77*.  767)  n = f**  =*^5),  e però  se 

la  enrva  giri  o intorno  a CA  o intorno  a CQ , si  avrà 

r ^ • Nel  primo  caso,  determinata  C jy^ 

col  fave  a-  » a , la  superficie  cercata  sarà  (91 8)  — ^ *V(*~ 

a4\  ,»  a*br  , ex x/lc'x" — a*  ) , , 

— 1 — b x — l — : ma  nel  secondo , 

c>  c a(c-t-ò)  ’ 

determinata  C con  fare  * = O , sarà  (918)  -4- 


CALCOLO  DUCI  VARIAZIONI. 

TOlS.  Oltre  quel  genere  di  Maltinti  e Mìnimi,  di  cui 
parlammo  (905),  un  altro  ve  ne  è più  elevato,  «he  ha  da- 
ta origine  al  Calcolo  dellt  Variazioni  . In  quello  si  cerca 
il  massimo  o minimo  valere  di  una  funzione,  che  è data; 
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in  questo  ti  vuol  1»  funzione,  che  fra  tutte  quelle  di  u« 
genete  determinato  è massima  o minima  . Così  il  proble- 
ma di  determinar  nel  circolo  la  massima  ordinata  , riguar- 
da il  primo  genere:  ma  quello  di  trovar  tra  tutte  1’  isope- 
rimetre  la  curva  della  massima  area  { 528. 11°.  HI*.  ) , ap- 
partiene  al  secondo  . E*  vero  che  ambedue  1 generi  dipen- 
dono dagli  stessi  principi,  e che  alcuni  problemi  spettan- 
ti al  secondo  posson  trattarsi  anche  coi  metodi  del  primo» 
ma  tali  soluzioni  son  per  lo  più  assai  complicate  e poco 
naturali . 

1019.  Sia  BD  una  curva,  che  abbia  per  asse  la  retta 

AE  = a , e fatta  AP  = a-,  PM  = s=p(*).  se  8>  prenda 
PT  = dx , c si  conduca  1’ ordinata  TV  , sarà  PMVT  = c'/'* 
(980),  ABMP  = /sd* v che  va  a zero  se  x — o , e divie- 
ne ABDE.  se  Chiamisi  H l’area  ABDE,  dunque 

se,  stando  ferma  l'ascissa,  * vaij  in  più  o in  meno  di  u- 
nu  quantità  infinitesima  Mf,  e sia  0 la  caratteristica  del- 
la variazione,  come  ri  lo  è della  differenziazione  , avremo 
M f—  0z  variazione  di  z , Mf'iV  = 0zdx  variazione  di 
%dx  = PMVT,  BCf  M —J0zdx  somma  degli  elementi  M/ìV 
e variazione  dell’  area  ABMP  , e BCKD  = /3H  variazione 
dell’ area  ABDE  = H.  Quindi  se  H debba  essere  un  mas- 
simo o un  minimo,  bisognerà  che  l’area  BCKD  si  annul- 
li e sarà  0H  = /3ABDE  = 0 fzJx  = o (905),  preso  l’in- 
tegrale da  jc  = o fino  ad  x = a.  Di  qui  si  avrà  la  rela- 
zione tra  x c z , o l'equazione  alla  curva,  che  ha  la  pro- 
prietà del  massimo  o del  minimo  . 

1020.  Il  Calcolo  delle  Variazioni  dee  dunque  insegnarci 
a trovar  la  variazione  di  H o il  valor  di  0\i , che  andan- 
do poi  a zero  determina  il  cercato  massimo  o minimo  j 
cd  eccone  intanto  i principj  : 

1°.  Poiché  z 9 z'  divengono  z -4-  0z  , z -4-  0z  e z — 
s4ifs(  823  ),  dunque  0z ' — 0z  ■+  0dz  , e 0dz  — /Ss'—  /Ss 
— d0z  (823),  cioè  la  variazione  d nn  differenziale  egua- 
glia il  differenziale  della  sita  variazione  . Perciò  scriven- 
do dz  in  vece  di  z,  sarà  0d'z  = d0dz  =z  d'0z . e di  nuo- 
vo scritto  qui  ’dz  in  luogo  di  z*  verrà  0 dì%  = d0d'z  = d*0  ’» 
*=  d ’ 0Z  ; e in  generale  0d"z  = d" 0z  , o preso  m c n , 0dns 

-d’’0dn—‘z. 

2°.  Supposto  u — fzdx  sarà  variando,  0u  = 0fzdx » 
e differenziando  , dii  — z lx  ; dunque  0du  ( = d0u  ) — 0zdx  » 
e integrando,  0u—j0zdx  — 0j"zdx  t cioè  la  variazione 


Digitized  by  Google 


)(  423  )( 

dell'  integrale  eguaglia  l'  integrale  della  variazione 

di  zdx.  Perciò  servendo  Jz  in  vece  di  * , avremo  JfijzdM 
= fijj  zdx  = fj fizilx  ec. 

3°.  Cangiandosi  * in  z±zdz  nella  differenziazione  , 
ed  in  * ±z  @z,  nella  variazione,  ad  onta  della  diversità  tra 
le  differenze  e le  variazioni,  si  ha  la  variazione  di  z co* 
me  se  ne  ha  la  dtfìeienza,  purché  in  luogo  di  dz  , dy  si 
scriva  fi%  fiy  , e si  faccia  * costante  ; così  la  variazione 
di  z = ojt'v  -+  bxy*,  sarà  fiz  = ax*fiy  -+  -zbxyfiy  , ec. 

1021  Dunque  f}(  zdx  ) — dxfiz  -+■  s/3 dx  : ma  /3 dx  ca 
dfix=zo;  dunque  fi  ( zdx  ) — dxfiz  e J /3(  zdx  )=y  dxfiz 

— fij  ( zdx  ) ( 1 020  2°  ) . Parimente  t°.  te  i = p, 

r*  ec.)  e p = ^,  i = r=J^’ ec'  m*  = 

(,M03',=  ^(|M0.  .•.),« 

dx  dx  dx  dx * 

d'fiy 

— , ec. , a . fi  ( zdx  ) «=  dxfiz  — dxQfiy  -+  dxRfip  -4- 

àxSfiq  -+  ec.  = QJxfiy  -+  Rdfiy  ■+  ~ , ec.  : tf./fizdx  — 

dx 

fi J zdx  ( 1020.  2°.  ) =/Qdxfiy  -+  Jlddfiy  -*■  f Oli  & , ec.  : 
=B0t  — fjltfy  ( 8óo)  = B P)—[  é£*U&  > , 

parimente  = «St  _ . 

J dx  dx  ) dx  dx  dx 
f d'Sfiy  _ Sdfiy  dSfiy  f d'Sdxfiy  , „ r 

J ~dx d7~~dx-¥J  ’ CC’  ’ nqae  fijzdx 

~f**fy(Q~  + ?£--'t.)-+fiyiR-£-*.'C.)  + 

dx  dx  ' dx 

dfiy  . c . 

ec  ) -+  cc.  ed  avremo  un  massimo  o un  minimo 

J|)  J*(J 

se  porremo  I’  equazione  Q — H — r — ec.  = o , e se  , 

dx  dx  t 

dopo  averla  integrata  , determineremo  le  costanti  in  manie- 
c/S 

*a , che  si  abbia  R — — -+•  ec.  = o , S — ec.  = o , ec.  Ecco 
dx 

gli  esempj . 
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1.  Qual  è la  curva  , in  cui  J% dx  = — y ' ^ ' * 

un  macinio  o un  minimo?  Poiché  '—.—  p,  verrà  y/{dx* 

ri  i* 


-+  dy*  ) dx  V 1 1 -+■  pJ  ) , onde  » = >y/ 

H.  QJ>  h-  RdP  ) = ?Jp-T  - e 0z  = 

VX»-»-/')  *>Vj 

— ffy  y(  i _ Qyg^,  B/3 p > dunqueP=a, 


>v>(  » -+  P1  ) ^ 

Q _ VLL±J1J  , R = * 


••ov> 

dK 


-j— j e poiché  dee  qui  a- 


\X*  H-P1  ) 

versi  Q — = o ( l o2 1 . 3°.  ) , sai  a Qpdx  ( — Q dy  ) = P d R •. 

dx 

ma  essendo  P = o,  viene  dz  — Q</y  -t-  Rr/p  — pt/R  -+  Rdp  » 
dunque  integrando  , » .y^ 1 — — — ^ = pR  •+■  C = . • • • 

I 


/y  ( « ■+  p* > 


- h Cj  e C — 


. — __  , Pertanto  *e  si  fise- 

VX  » -+P  ) 


eia  v ( 1 -+  p1  ) = m , sark  C = — » P ( =»  ~ ) = V- » 

J x r ' ym  dx  y 

e dy  — dx  J — — equazione  ad  una  cicloide  ( 89'-*  ) ^ 

y 

cui  circolo  genitore  ha  per  diametro  m . La  riduco  a dx 
y ydy  mdy 


= dy  V- 


i —y  v(  my  — y')  *w(",y—y1> 


(j-y)dy 

, ed  integrandola  per  un  circolo  del  raggi# 

y/(my—y*  ) 

— , ottengo  x = are.  seri  v.y  ( 839.  7*.)  — ■%/(  my  — X ) “*■  ^ 
3 

(857),  con  che  abbiamo  le  due  costanti  arbitrarie  m , C . 

Per  «determinarle  faccio  R — — = o ( 1031. 30 , cioè  R ( = 

dx 

_ ) = o , perchè  qui  S = • , e viene  p = ® *• 


VX»  •+/> 


v--~* 

; 
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y/  e perciò  y — m : quindi  1’  equazione  integrata; 

postovi  y = m cd  * = <i  ( 1 01 9) , diverrà  a ==  aro.  sen.  v.  m 
-+C:  ma  essendo  m il  diametro  , are. ien.  v.  m è evidente- 
mente la  semicirconferenza  g/nrr;  dunque  C = a — bmt r-, 
dipiù  se  quando  a=o  si  vuole  anche  y = o , l’equazione 


integrata  si  cangierà  in  o = a — mir  e sara  m 


= Del 


resto  , si  ha  qui  un  minimo;  poiché  la  data  foimula,  so- 


stituito il  valore  di  p = y - 


— diventa  Jdx^? , da  cui, 

y y 

facendo  al  solito^  — o,  viene  un’infinito. 

11.  Fra  tutte  le  curve  isoperimctre  trovar  quella  in 
cui  l’arca  Jydx  (980)  è un  massimo  o un  minimo!  Giac- 
ché l'espressione  della  lunghezza  d’ un  arco  è (995)  /y  (d* *-+ 
dy*)  =.Jdx*J(  1 •+/>’)  li  ) e questa  per  la  natura  degl’ 
isoperimetri  non  varia,  avremo  @Jdx^/(l  -+/>’)  = o:  ma 
anche  (ìfydx  — o ( 1019  ) ; dunque  il  problema  si  ridurrà  a 
trovar  la  curva  in  cui  Jtdx  — Jydx  -+-  jp;dx»y{\  -+p^)  è un 
massimo  o un  minimo,  moltiplicata  per  j contante  1’  c- 
spression  dell’ateo,  onde  sieno  omogenei  i due  integra- 
li. Si  avrà  pertanto  z — y -¥  g\/  ( I H-  pl  ) , /3n  = fiy  -+■  ..  . 

-fi*  , onde  Q = 1 , R = — — r , Q "7“  = 0 1 
V ( 1 P ì • V l 1 ■+  p ) dx 

e ripetuto  il  raziocinio  del  passato  problema  , verrà  z ( = 

y+gV(i*p'))  = pR  + c = ~Y~F)  ■+c,(C-Jr)x 
Vd  ^y*)»g,p(  = j-)=^v/^  e dx 

u*  C.  — y 


\ dunque  integrando,  *=v[g* — (C 


dy  ( c — y ) 

vV-  (c->)*] 

— y V ] ■+  C*,  cioè  ( C — y y — pi*  — ( x ■ — C'  )*  equazione 
al  circolo  , in  cui  le  costanti  g , C , C'  si  determineranno 
come  sopra  (I.)  avvertendo  di  più  che  la  lunghezza  della 
curva  può  supporsi  data  : ed  é chiaro  che  il  radicale  poe- 
tando il  doppio  segno,  e perciò  potendo,  descriversi  il  cit- 
colo  onde  rivolga  all'ascissa  o la  concavità  o la  convessi- 
tà, avremo  un  massimo  nel  primo  caso,  un  minimo  nal 
««condo  . 

II  li  li 
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III.  Fra  tutte  !e  curve  isoperimetre  trovar  quella  il 
cui  solido  di  rivoluzione  tia  la  massima  o minima  superfi- 
cie ìxjys/(dx*  -+•  dy*)  ( loia) . Trascurato  2»,  che  è un 
numero  costante  , e fatta  y(  dx2  -+  dy 1 ) = dx  y ( 1 •+  p2)  , 
dovrà  essere  , come  nell’  antecedente  problema  , *</x  = 

fydx  yf  I -t-  p2  ) f}idxy/(  t -+•  p2  ) un  massimo  o un  mi- 
nimo ; dunque  * = (>  ■+  £ ) v ( I •+ p*  ) > &*  = (ìy  V(l  ■+  p‘) 

VU  -+P)  VlH-fJ 

df  R 

— = o , e fatto  il  solito  raziocinio  , = 


P*))=pB  + C: 


: (JL±ll L.  + C , C = ,p  ( * d2  ) 

Vi 1 P ) V(*  dx 

= 7T  V[i>  H-  * )*  — c*  J , e dx  = — S-ÉL — , equa- 

^ VllJ'  -+-/ j — ^ ] 

cione  alla  curva  volgarmente  detta  la  Catenariu  , perchè 
una  catena  flessibilissima  se  sia  sospesa  per  le  sue  estre- 
mità , si  conforma  in  questa  curva  . b qui  pule  atteso  il 
doppio  segno,  che  compete  al  radicale,  si  avrà  un  mas- 
aimo  quando  la  curva  rivolga  la  concavità  aU’asse,  ed  un 
mimmo  quando  gli  volga  la  convessità  . 


CALCOLO  DELLE  DIFFERENZE  FINITE  . 


1022  Già  sappiamo  che  cangiato  1’  algoritmo  d dell» 
differenze  infinitesime  (821)  nell’algoritmo  5 delle  finite 
può  aversi  (828;  Sp(x)  = Ajx  -+  -+  Cjjt*  -+  ec. , 

essendo  A,B,C,  ec.  i coefficienti  delle  successive  poten- 
ze Sx,  Sa*,  S-v*,  ec.  nello  sviluppo  di  p ( x fc  Jx  ),  e che 
posson  determinarsi  eoi  metodi  già  accennati  nel  calcolo 
differenziale  (828). 

1023.  Dunque  S(-fe  = 4=  nx ” l$x  -+  — — X 

xn  ~~  2 Sx * ±r  5LL2.~  1 ^ x”~,ixi  -+■  ec.  Oppoata- 

2-3 

mente  preso  e per  il  segno  integrale  ( 853  ) , avrem» 
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• ( 4=  nx 


X 437  X 

—'!,+"Jz-z±K—  *»„•  t «.)  = ±=  ,•  h. 

*1  * 


C.  Sia  Sx  costante  e l*.  n = ( ; dunque  cSx  = (855)S*ffl 


= *. 


e ff  1 = — : a*,  nzzii 

Si- 


dunque  e l UxSx  -+  Sa,-*  ) =■ 


aSxtrx  -f  Sx2»! — x*  , e ex=- — — -?L  : 3*.  n = g;  dun- 
que c (sx’Sx-t-  3x5**  -+•  SxJ  ) = 35ì»x*  •+  3Sx’ax-t-  Sx*ai 

A»  X*  X$X 

—7-  , ec  : onde  ac  Sx  — I , 


. e ex  = - 

3^i  a 


verrà  a 1 = x , <rx  = £ ( x*  — * ) , Cx%  = ix*  — à*‘  -+  -*x  , 

• parimente  troveremo  ffx*  = x 1 ^ y ex 4 = — (6x* 

4 3° 

* 

— I5x»  4 10X,-I),ff^  = i-(2x4  — 6x»  -4 5**—  1 ) , ec. 


1024.  Ma  debba  differenziarsi  il  prodotto  y = * ( x — 

l)(x  — a) (x  — n),  supposta  Sx  = l • Avremo  < 824) 

= l X -4-  I )x(x—  I )(  x — 2) ( X — n -4-  1)  — 

*'  * 1 ' ( * 2 ) ( x — n )=sx(v  — I ) ( x — 2)  .... 

<x-n4l)(x-tl-l4«)=*|x-l)(x-'l) 

( X—  ri  -4-  1 )(«  -+  I J.  D'inque  <r  ( x ( X — I ) ( x — 3 ) . . • 

n -4-  I 

si  cangi  n in  n -4-  I , avremo  egualmente  ff( *(*-  l) 

( x - « ) )= xS^z'  11*^1)  ^ c 

n -+  a 


1025  Si  trova  nel  modo  stesso  5 f x ( x -4-  t ) ( x -4-  2 ) .... 
(*■+'»))  — a )(x-h  3 ) . . . ( X -+•  ri  jl  ri  -+l)t 

• »(x(x-4-l)(x-4-a)  . . . ( X -4-  n ) , = 

(*-!)x(X4l)fx  + S) ( X -+*  ri  ) . n 

’ " " ~ ■ ———————  -4-  V»  a 

/I  *4-  ti 


1 02Ó.  Sia  da  ditFrrenyiarsi  _y  = 2x  ( ->x  — l)t2x 4).^ 

( 2x  — ri  ) , supposta  Sx  = I : avremo  Sy  = (-2X  -+  -j  ) ( ix 
-4-  I ) 2X  ( 2X  — I ) ( »X  — n-4-  J ) — lx  ( 2X  — I ) , »X 

— 2 2 ....  f 2x  — n -4-  2 ) ( 2X  — n -4-  ! ) ( 2x  — r»  ) — o*  X 
( 2x  — i ) (2x  — a ) . . . iax  — n -4-  2)  ( ( ax  -+  a > ( ax  -4-  i ) — 

( ax  — n -+  i ) * 2x  — ri  i ) = 3x  ( a*  — i > i ax  — a ) . . . . 
(3X  — ri  -+  a ) ( 4X  •+  4nx—  n%  -+  n -+•  a ) =*  ax  ( 2x  — i ) x 
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( *r  — 2 ) (2*  — n -+  2)  («-+  0(4*  — n-+2)| 

e quindi  C (2X(  2x  — I ) ( 2x  — 2 ) ( 2X  — n -+  2 ) X 

2x  ( 2X  — 1 ) ( 2x  — 2 ) . . . . ( 2*  — n ) 


(4* 


2))  = 


(«H-  ') 

•iti , cangiando  n in  n — 2 , r(2x (2x  - 

( a*  — n ■+  4 ) ( 4*  — « ■+  4 ) ) =»  • • • 

2x  (2*  — l)(2*  — 2)...(2X  — «-+2) 


OJ- 


(n  I ) 


I ) ( 2JC  — 2) 

. Avremo  egualmente 


I 


(ma-  -+  a)  (nix  •+  a -4-  m) (mx  -4-  a -+  2 m) . . . (ma-  -+  a -+  nm) 

__LX 1 . 

mn  ( mx  4a)(  mx  -+  a -1-  m ) . . . (mx  •+  a ~j-(n  — l)m) 

1027.  Passiamo  dopo  tutto  questo  a integrare  1*  equa- 
zione lineare  di  prim’  ordine  y'  — py  — X = o,  ove  y'  = 
y -4-  Sy  —y  + I ( e p eJ  X son  funzioni  di  a- . Fatto  y — 
rt  , onde  Sy  = rSt  -+  r5r  -4-  Srjs  , l’equazione  si  cangera 
in  rt  (p  — 1 ) — rje  — tSr  ■ — 3' Ss  -+•  X = o ; e se  sia  re 
( p — 1 ) — : *5r  = o ovvero  I*.  pr  — r •+  Jr  , verrà  rSe  -+ 

X 

JrJt  = X,  ovvero  II*.  Sz  ~ — . La  I*.  a’  integra  riducen- 

pr 

dola  a lp  = l (r  -+  $r)  — Ir  — 5 (Ir)  ( S >4  ) , onde  Ir  = tip 

ed  r=e  ^ : perciò  dalla  II*.  si  ha  3z=— — — ,t(—~) 

cip  r 

» P “ 

— c ——  , ed  y =z  e'lp  ( t -+  C ) . 
cip  tip 

pe  pe  ■ 

1028.  Poiché  la  somma  » di  tutti  i valori  di  Ip  dipen- 

de da  a:  di  cui  p è funzione  ( 1027  ) , ed  x = 3 f x — 1 -+■ 
x — • 2 -+-  * — 3-+  ec  )(  827  ) , si  avrà  tip  col  cangiar  suc- 
cessivamente x in  Jf  — I , X — 2 , x — 3 ...  3 , 2 , I t e col 
prender  la  somma  dei  logaritmi  di  queste  quantità  o il  lo- 
garitmo del  loro  prodotto  ( 300.  1°. ) che  chiamo  ixp.  Quin- 
di r = — irp  (308.3°.),  e chiamando  p'  il  ter- 

mine che  viene  immediatamente  dopo  p nella  sericee . ..'p, 
p ,p  , ec. , sarà  r -*•  3r  ( — pr  ) = xp‘  che  si  avrà  can* 

X 

giando  x in  x -4-  I nel  prodotto  np\  perciò  ?*(  = — ) = 
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,t  — * —,  *d  y = xp(e  -|-  C ) . Così  data  y - t-  ( * -> 

*P  xp  ,p 

!)};4«(2*4  I ) = c , sarà — = x ■+  I ,p  — I =»  — 

P — 1 

i * x — i*  — ■ a x — 3 

, p = a 7tp  — 3 - 2 » = 

x -t-  1 x t x x — I x — a 

I , • X , v a { 2x  -+  I ) 

« X -t-  I p — I X-4-1 

i c 

ed  y = — (C  — a*(2x-+J))=(  1023  ) ax . Supposta 

x x 

costante  p =/,  saranno  */',«/',  dei  prodotti  f ”,  /"  1 di 

/moltiplicata  per  se  stessa  tante  volte  n,n-+-  1 quanti  so- 
no i termini  che  precedono  ^ ,/  nelle  serie  ec!~  " ^ y ...  "y, 

y^y^y'  ec. , ed  in  tal  caso  si  avrà  y-=?fn(  C -+•  . . . . 
X 

*— — ;)»  e se  sia  costante  anche  X=j,  il  rimanente  in- 

I f • | 

tegrale  c — — - esprimerà  la  somma  — — ; (2581  della 

}**'  J”(f-  1 ) 

progression  geometrica  JL  , — .1-^ . . . , cioè  la  somma  di 

tutti  i valori  che  si  hanno  da  yj~~,  cangiando  successiva- 
mente n in  n — I , n — 2 .. . . 3 , 2 , t ; si  avrà  dunque  al- 
iata y — Cf"  -+•  . 

/—  » 

1029.  Si  scioglie  con  questo  metodo  il  bel  Problema 
g!à  proposto  di  sopra  (390.  XXIV  ).  Se  come  ivi,  sia  c 
la  sorte  al  frutto  semplice  di  rn  per  1 , t gli  anni  in  cui 
vuol  consumarsi  e sorte  e frutto,  ed  x la  somma  costan- 
te da  spendersi  annualmente  , supporrò  che  nell'  anno 

SÌf»9  . 

n la  9orte  sia  ridotta  ad  y , onde  tra  sorte  e frutti  sì 
abbia  y[  1 -4-  m)  ; e giacché  in  quest’  anno  si  spende  x, 

la  sorte  nel  seguente  ( n -+  1 )"""  sarà  y'  = ( m -+■  1 ) y — x, 

equazione  da  cui  si  ha  p — f ~ m -+  I ,X  — g — — x , ed  ^ 

__  r , , - x f(  "»  -4-  1 )"  — 1 ] , .. 

m -+-  t j — — — 1 i : ma  quando  gli  anni 
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•ono  n = l li  hi  la  sorte  y = c ; dunque  c = C(m-+-l)» 

m , C—  eò  y h ( c — — ) ( m -+  I j n *.  Or  tut- 
or H-  i m 

lo  vuol  consumerei  negli  anni  n=zt,  e perciò  nell’anno»* 

= r -+  I dee  aversi  y ~ o ; dunque  o = — -4 • (c  — — ) ( n* 

m m 


■+  l ) c la  somma  cercata  ar  =: - . 

(ni  -4-  1 / — I 

X 

10,30.  Se  — - non  cade  fra  l’ espressioni  di  cui  si  ♦ 
xp 

assegnato  1*  integrale  ( 1023),  sapendosi  che  supposte  'X, 

"V  "Y  „„  „ ' " ut  ‘ . . . r v 

a , a , ec.  p , p , p , p , ec  ciò  che  divengono  X e 
p'  po»co  in  luogo  di  x,  x — I , ar  — 2 , x — 3 , ec.  , de- 
X 'X  "X  '"X 

ve  aversi  v . — . = ( 82?  ) — ■+  — ■+  j-  ec.,  «ara  dunque 

ifp  xp  * p K"p 


X *p"X  , a-p'"X  . xp‘vX 


m 

* p 


-+•  eo. 


in  tal  coso  xp*  — = 'X  -4-  - h wp  _ -4- 

xp'  x'p  x"p 

Ma  facendo  p =p<  x)  , si  ha  ’p  = p ( x — I ) , "f  — p ( » 
— 2 ) » "’p  = P < * — 3 > • «c-  * »/>  = t>  ( x — 1 ) p ( a;  — 2 ) X 
P(x  — 3 ) • • ■ 3 • 1 l , x'p  = 0 1 r — 2 ) p (*  — 3)p  (x  — 4)  x 

3.21,  *'>  = p(r  — 3)<p(sr  — 4)>(jr  — 5)...  X 

3 a 1 , *'"p  = p(x  — 4 ) p ( x — 5 ) . . . 3 . 2 . I -,  sara  dun- 
que -J-=  p{x  — l)  =.'p , =p(x-  1 )p(x  — 2)  ~ 

X p X p 


‘p"p » ;—£•=«>(*  — I )ip(x— 2)  0(*  — 3)  = ec-# 

e in  conseguenza  j»  = 'X  -+  'p"X  -+  'p"p'"X  ■+  'p"p'"p'yX 

ec.  . . . xpC. 

X 

1031.  Del  resto  la  formula  ^ = xp  ( «•  — - -4.  C ) benché 

xp 

fondata  aulì’ ipotesi  di  Sx=l  , può  anche  applicarsi  al  ca- 
so di  Jx-=n  purché  prima  d’ integrare  «i  ponga  x=nu. 
Infarti  è manifesto,  che  allora  ai  avra  5x(=n)=n3u» 
e per  conseguenza  5'i  — I . 

1032.  Sii  anche  I’  equazione  lineare  del  sccond’  ordi- 

ne y -+  a$y  -4-  bYy  — X . in  cui  a,b  «nno  costanti , e Ssr 
e:  1 . Applicand>  il  metojo  dei  coefficienti  indeterminati 
(956),  giungere  no  pr-mieranente  all’  equazione  u — ■ mìa 
— X , • in  seguito  all’  altra  y = 
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( a -f  /»')  ii" — ( a -+ m"  ) u'  , 

m/"_  ^ > essendo  m , m"  i due  valori 

diradati  dall’  equazione  ra*  H- ora -+ A = o , ed  u'.  u"  i 
due  valori  di  u , die  resultano  dal  porre  i valori  di  ra  in 
quello  di  u.  guanto  poi  all’integrale  di  u — ra5u  = X,  a- 

v. eoio  ( ioaS  ) « - * (t  1)  (c  — » * V ond# 

“*  ('  -*■  i) 

fatta  la  costante  x •+ — = h,  e peri»  m = ! .v.i 

ra  1 j * 

« = A^c-(A-.,)e__)  (loa8).  e se  #nche  x fo?Je 

costante,  verrebbe  u = Chm  — X ( hm — i)[ivi). 

IC33.  Per  applicar  questa  dottrina,  c.  limiteremo  alle 
piu  semplici  Sene  neo,  reati.  Già  si  sa  ( ) che  l’equa* 

lione  i = A -+  Bx  -+  Cx*  -f  ec.  si  riduce  a 

• = a*  ( A — I ) -t-  ( oB  h-  2A  ) ux  -+  ( u»C  -f.  2cB  — A ) #* 
“*"  * ® *+■  -11C  — B ) a,-»  4 ec.,  c 1 due  pumi  cornicienti 

A,b  si  determinano  dall' equazioni  o'A a*  = C)  oJB  ■+ 

Su  A = O : riguardo  agli  altri  C,U,fc  ec. , ai  ha  C = ., 

rJi5-s.A  n^-2C  b p — 2 d c 

“ a*  a a*  ’ L T~  -+•  • «c  i d on- 
de la  serie  ricorrente  1 — — H-  — 1 '2x>  _p  29*4 

a a*  aJ  a* 

a* 

" a*"-+  roffo  £e«irore  della  serie  . Ora  le  quanti- 


v . — 2 I 

ta  costanti  -p,  -+  — dal  cui  prodotto  nei  respettivi  coef- 
ficienti B,A  ovvero  C,  B ovvero  D,C,  ec.  che  precedo- 
no , nasce  ciascun  coefficiente  C , D , fc  , ec.  che  segue  , fi 
c lam.mo  scala  di  relazione  ; ed  è facile  osservate  l°.  che 
la  tcula  dt  'elettone  ì fonnata  dai  eoe  fetenti  che  ha  la 
va, tubile  nel  denominatore  ordinato  del  rotto  genitore, 
presi  con  teff, it  contrarj  0 divisi  per  1 termini  costanti  : 
2 .eie  per  avete  il  coefficiente  ili  un  nuovo  termine  della 
sene  bisogna  moltiplicar  i ultimo  già  trovato  per  il  pri- 
ma  te, mine  della  scala  di  relazione  , il  penultimo  per  il 
secondo  ec. , « Jar  la  somma  di  tutto  . Così  il  rotto  .... 
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_JL ±1±±—  sì  cangia  nella  serie  I -4-  2«  -+  •+  3*‘ 

1 — Z — i4  -4-  i' 

-4-  4*4  -4-  5*'  -+  6*4  -4-  6z7  ■+  zz*  -4-  ec.  la  cui  scala  pre- 
lazione ( mancando  **,  a1  ) sarà  l»-4-o,  -4-0, -4-1»  I» 
c supposti  trovati  i primi  cinque  coefficienti  l > 3i3r4> 

per  avere  il  sesto,  il  settimo,  ec.  , si  fata  I • 4 “ -o 
q < o _j.  j # -j  — '|  , i=5  coefficiente  del  sesto  termine  ,1.5 
-4-o. 4-4-0  3-4-1. 3— 1.2=6,  coefficiente  del  settimo , cc. 

1034.  Sia  data  dunque  una  serie  ricorrente  ton  la 
•cala  o , -4-  r , e se  ne  voglia  il  termine  generale  yxa.  Sup- 

, n — I 

posto  y il  generale  coefficiente  della  serie  ec.  yx  > 

yXn,y'xn"*‘l,j"xn  ec.  ed  n il  numero  dei  termini 

ia  cui  differenza  costante  è Sri  sz  1 , si  avrà  y <jy  •+ 

1 y ( 1033):  ma  y -y  1-  5y  ,y"=y  -4-  a5>  H-  5 y (B23)  i 

dunque  y ■+  ^ Sp±.Ì2  = p , che  paragonata  con  1*  e* 

, 2 — ■ q , 

quazionc  di  sopra  (1032)  ci  da  a = j—— ^ ~ 1~  ’ ° ~~  ‘ * * ’ 

. . X =0,  -■= i 

r 2(1— 2— r) 

vlj-±  4.0  , h'  = ! -4-  -L  ,h"  = 1 -4-  -L , C/i'", 

2(i  — 5 — r ) 

[(a  -f  m!)  <*ff  — (a  -+  wi  ) f/7]  .tf*  p 
u"  = Cl i"m  ed  J*"  == - 7 — - — 77 — C°- 

//i  — vi 

•1  , data  la  serie  1 -+  2x*  -»-  2*'  •+  6*  4 -+  ec.  = I*0  ■+  ox 
-r  2»*  2**  -+  6*4  -+  ec.  con  la  scala  di  relazione  1 , 2 , 

•ara  o 1 1 r — 2 , a — 3 , — è » m ~ * */.1  ~ ' ” 

1 , **= 3 . V = c ( - 1 r , «'* = e'**,  > = §c  2-  - p $cx 

(_i)";  e poiché  fatto  n-o,  si  ha  dalla  serie  y— I,  e 
tatto  n=i  l si  ha  y = 0,  le  due  equazioni  l—  fC  -+  , 

o~§C  — iCdanno  C'  = à,C  = 2 ed  yx'  ss  i ( 2"  ±=  2 )*", 
preso  il  segno  -+ , o il  segno  — secondo  che  n è pari  o 

,mPTo35.  Anche  nell’analisi  del  Caso  e della  Probabilità 
si  adoprano  le  diffidenze  finite.  Clamando  noi  fatuità  o 
casuale  un  successo  allorché  ignoriamo  le  cagioni  , che 
posson  farlo  avvenire;  siamo  costretti  a riguardar  come 
egualmente  probabile  l’esistenza  o inesistenza  di  due  suc- 


1 


I — 2 
5-2 
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cessi  casuali,  se  l’uno  o l’altro  dovendo  necessariamente 
accadere,  non  vi  sia  maggior  ragione,  per  cui  l’uno  deb- 
ba accader  piuttosto  che  I’  altro  . Ni  riguarda  pure  come 
egualmente  probabile  l’esistenza  di  tre  avvenimenti,  cbe 
a vicenda  escludendosi,  mentre  un  di  essi  dee  cenarne  n- 
te  aver  luogo,  non  ci  offrono  intanto  legione  alcuna,  on- 
de lo  debba  aver  questo  piuttosto  cbe  quello  : ma  qui  l’ i- 
nesistenza  di  ciascuno  è più  probabile  della  sua  esistenza 
nel  rapporto  di  2 a 1 , perchè  di  tre  casi  possibili  1’  ine- 
sistenza ne  ha  due  in  favore  e uno  solo  contrario.  Quin- 
di le  probabilità  n , IT  dell’esistenza  o inesistenza  u’ un’ 
avvenimento  son  tanto  maggiori  o minori,  quanto  diretta- 
mente  è più  grande  o più  piccolo  il  numero  dei  casi  F,  C 
a lei  favorevoli  o contrai),  e quanto  reciptocamente  è p ù 
piccolo  o più  grande  quello  dei  casi  possibili  P ; onde  sa- 
i F 1 C 

rk  n = F X — = — e FI'  = C X y = y i e poiché  i casi 

favorevoli  F insieme  coi  contrarj  C formano  i casi  possi- 
bili P,  cioè  F-+C=»P,  si  avrà  n -+  FI'  = I ed  1 rappre- 
senterà la  certezza,  essendo  chiaro,  cbe  un  avvenimento 
dee  di  certo  accadere  o non  accadere.  Trovata  la  proba- 
bilità, si  determina  la  speranza  £ degli  interessati  all’e- 
sistenza dell’avvenimento,  e quesra  speranza  evidentemen- 
te risulta  e dalla  somma  sperata  S e dalla  probabilità  II 

CC 

d’  ottenerla  , cioè  £ — nS  = — - . 

P 

1036.  La  probabilità  fin  qui  considerata  suppone  cer- 
ta la  futura  esistenza  deli’  avvenimento  , sia  questo  favo- 
revole , sia  contrario.  In  tal  caso  la  probabilità  comune- 
mente chiamasi  semplice,  e potrebbe  anche  chiamarsi  as- 
soluto.  Che  se  l’esistenza  futura  dell’  avvenimento  è sol- 
tanto probabile,  allora  la  probabilità  divicn  composta  o re- 
lativa. Ed  è manifesto  riguardo  a questa  seconda  , che  es- 
sa tanto  diverrà  maggiore  o minore  quanto  sarà  maggiore 
o minore  la  probabilità  , che  1’  evento  succeda  , c che  suc- 
cedendo , sia  favorevole  ovvero  contrario  . Dunque  per 
valutarla  dovtà  moltiplichisi  insieme  la  probabilità  dell'  c- 
vento  per  quella  della  sua  qualità  favorevole  o contraria  . 
La  probabilità  composta  ha  nei  casi  pratici  maggiore  e- 
«tensione  che  la  semplice.  Eccone  qualche  applicazione. 

1°.  Sono  in  un’urna  m palle  bianche,  n nere.  B scom- 
mette contro  C , che  sortiranno  a palle  bianche  prima 

Iii 
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che  b palle  nere.  Manca  a B un  tiro  perchè  guadagni, 
ne  mancano  * a C . Supponendo  che  le  palle  estratte  non 
ai  ripongano  nuovamente  nell’ Orna  , ai  domanda  la  proba- 
bilità dei  .tue  gìuocatori . 

Saranno  dunque  m — a -4-  I le  palle  bianche,  n — b 
-4  a-  le  nere  residue  nell’urna.  La  lor  somma  m — a 4-  t 
-4  n — b- h x darà  il  numero  dei  casi  possibili,  e fatto 
per  comodo  m — a -4  I — ex  , n — b j 3 , a 4-  /3  = y , sa- 

0i 

fà  n = la  probabilità  per  il  caso  favorevole  a B , e 

y-+  * 


Q -4-  X 

n'=  - quella  per  il  caso  contrario.  Ora  la  probabili- 


tà di  guadagnar  la  scommessa  non  si  ristringe  per  B a quel- 
la unicamente  che  può  avere  di  vincere  il  tiro.  Perdendo- 
lo egli  ha  luogo  di  speiar  nei  seguenti  : onde  se  sia  y la 
sua  totale  probabilità  prima  del  tiro,  supposto  ancora  che 
questo  gh  sia  contrario  , rimmarrà  sempre  con  la  probabi- 
lità ’y  , che  sarà  funzione  di  * — I , come  y la  è di  x: 
ed  è chiaro  che  'y  costituisce  e-sa  pure  parte  della  speran- 
za di  B avanti  il  tiro,  coll’unica  differenza,  che  se  dopo 
il  tiro  è probabilità  semplice,  avanti  è composta,  poiché 
d'pende  allora  dalla  probabilità  della  perdita  del  tiro  stes- 
so; onde  il  suo  vero  valore  è in  quel  caso  , che  ag- 
giunto a FI  formerà  il  totale  della  probabilità  di  B prima 

del  tiro  . Avremo  percò  y = n 4-  ^ ^ ; 

r -+x 

ossia  'y — y •+  - ^ ■ = ° : equazione  lineare  del 

prim’ ordine,  che,  cangiato  x in  x 4-  I e perc’ò  'y  in_yed 

y in  v , diverrà  y — y [ \ = o . Per 

integrarla  più  facilmente  particolariz.zn  i valori  , e faccio 
m = 4, 0 = 2,0  = 3,0=4;  onde  a = 2,/3  = 3,y  = 5 e 


l’equazione  diverrà  y' — y ? — = o.  Dunque 

'0  4-  x/  6 4"  * 


"°*tì  X = ^ • r = IS4.IU-») 


xp 


— r2. ,r-^  = g(5H-x)  = ^(jf4-  9),ed>  = 

( 6 4-  * ) 1 5 -4  r I vp  a 
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. — a -- — f—  ( x -4-  o ) •+  Ci  . Per  determinar  la  co* 

► tante  osservo  che  quando  x — o non  resta  a B alcuna  spe- 
ranza di  vincere:  onde  anche  y — o : dal  che  si  ricava  in* 

fine  » = — — — ? — . Sia  *■  = 2 , sarà  allora  y = — . 

11°.  Determinar  le  sorti  del  Banchiere  e del  Puntato- 
re al  giuoco  del  Faraona  nei  casi  chi-  con  ux  carte  da  sfo- 
gliarsi , si  trovino  nei  mazzo  o una  o due  o tre  carte 
puntate  . 

Se  a*  «on  le  carte  si  avranno  ( 285.  II.  i°.  ) jt  ( 2*  • — l ) 
combinazioni  binarie,  cioè  nel  primo  caso  2*  — 1 con  la 
carta  puntata  , ( -jx  — 1 ) ( x — 1 ) senza  di  questa  . Ora  il 
primo  sfoglio  o segue  con  la  carta  puntata  o senza.  La 
probabilità  di  questo  secondo  evento  è manifestamente 

X £ ,| 

( 1035  ) , quella  del  primo  è — . Succedendo  il  se- 

x x 

condo  evento  il  banchiere  nè  scapita  nè  guadagna,  e, solo 
cangia  la  sua  probabilità  totale  y funzione  di  2*  in  'y  fun- 
zione di  2* — 2,  che  valutata  prima  dello  sfoglio  per  le 

regole  della  probabilità  composta  varrà ‘y . Succe- 

X 

dendo  il  primo,  egli  può  vincere  o perdere,  secondo  che 
la  carta  puntata  viene  a destra  o a sinistra.  Or  qui  leeoni- 
binazioni  non  essendo  che  due,  1’  una  favorevole  e l'ul- 
tra contraria,  la  probabilità  che  pbssa  aver  luogo  la  favore- 
vole sarà  dunque  § , e questa  moltiplicata  al  solito  per  la 

probabilità  dell’evento,  varrà  prima  dello  sfoglio  _L  . Dun- 

que  la  probabilità  totale  del  banchiere  prima  dello  sfoglio 

sarà  y = - W-.  Ponendo  * •+  i in  luogo  di  x > 

x 2x 


e quindi  y per  y ed  y per  ’y , si  avrà  y'  ■ 


y — 


I , . 1,1  X 

— = o ; onde  ( 1028  ) *■/>  = —,  xp  = , e — - 

2 ( x •+ 1 ) a;  a -+•  l xp 

5=  = ( 1023.  I*  ) — , ed  y = ■+  C V Ma  quando  x 

2 jr  \ 2 > 


— o,  non  resta  altra  speranza  al  banchine  , e si  ha  y = 
o:  dunque  C = o|i  e^quindi  y = 3. 
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Nel  secondo  caso  le  combinazioni  rotali  saranno  co- 
me nel  primo;  quelle  con  una  esita  puntata  4 (x — I ) ; 
con  due  i;  senza  le  catte  puntate  ( * — l)(2x — 3): 
(Quindi  la  probabilità  che  non  venga  alcuna  carta  puntata 

1 ri  v ( Jr  — I ) ( 2jc  — 3 ) , 

al  primo  sfoglio  sara  - — — , che  ne  venga  u- 

na  sara  — ' — - — — , che  ne  vengun  due  sara . 

X ( -X  1 ) x(2X  — I ) 

Non  venendone  alcuna  , il  banchiere  guadagna  la  solita  pro- 
babilità''^, che  valutata  prima  dello  sfoglio  diverrà  . . . 

— — 1 — 2-X- ili  ’y.  Venendone  una,  abbiamo  già  ve- 
sti 2x  — I , J B 

duto  di  sopra  che  la  probabilità  per  il  caso  favorevole  è h , 


che  prima  dello  sfoglio  equivarrà  a 


2(  : 


I ) 


. Ma  in 


x ( •»  x — 1 ) 

questo  caso  rimane  sempre  una  carta  puntata  nel  mazzo  , 
e su  questa  abbiamo  veduto,  che  il  banchiere,  qualunque 
sia  il  numero  delle  carte,  ha  la  probabilità^,  dunque  poi- 
ché questa  valutata  prima  dello  sfoglio  monta  a . . . . 

— -5-^-,  sarà  perciò  la  totale  probabilità  del  banchiere 

jr  ( 2x  — 1 ) 

fondata  sul  secondo  evento  — . Infine  venendo 

x ( 2x  — 1 ) 

due  carte  puntate  o un  doppietto  il  banchiere  ha  per  le 
condizioni  del  giuoco  la  certezza  di  vincere^,  sulla  qual 

vincita  prima  dello  sfoglio  ha  la  probabilità  ! . 

2x  ( 2x  — I ) 

Dunque  tutta  quanta  la  probabilità  del  banchiere  in  questo 
secondo  supposto  di  due  carte  puntate  sarà  y — . . . . 


(or  — l)f2x  — 3), 


8* 


*(2* — I ) 
giamenti,y  • — 


2 x(zx — 1 ) 
*(2r — l ) 


, cioè,  fatti  i soliti  ean- 
8*  -4-  I 


■o.  Avremo  dunque  %p  — 


ix  - 3 -ìx_ 

2X  — I 2X 


(X  •+  1 ) (2*  *+  I ) 2(x-+l)(2xH-l) 

X — I X — 2 

"4  32 

, TCp  = . . . 


_5 

3' 


*—  1 

1 


.L.L.Lx.. 




5 ’ 3 x (2x—  1) 
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I X 8*  -+  i x . , . 

_____  , g — . — ff = — ( 4 x — 3) , ed  y — 

— Si  troverebbe  egualmente  per  la  probabilità  del 

2 1 24.'  1 ) 

puntatore,  — — . 

3 ( 2*  — i ) 

Nel  terzo  caso  le  combinazioni  binarie  totali  saranno  al 
solito  *(  2x  — I ) . Quelle  senza  le  carte  puntate  (2*  — 3)X 
(.v  — a)v  con  una  carta  puntata  3(2*  - 3)  -,  con  due  3. 
Dunque  la  probabilità  che  non  si  abbia  alcuna  carta  pun- 
tata al  primo  sfoglio  sarà  -ÌSf.~.2}  che  se  ne  abbia 

a.  ( 2*  — 1 ) 

una  ^ — , che  se  ne  abbiano  due 5 . Se- 

x(-ix—  1)  *(2*— 1) 

guendo  il  primo  caso  il  banchiere  non  guadagna  che  la 
probabilità  ‘y  di  vincere  nello  sfoglio  seguente  che  pri- 
ma dello  sfoglio  verrà  — * ~ J ~l2Ì  y ; Se  seeue  ilsc- 

x ( 2*  — 1 ) 6 

condo,  egli  ha  la  probabilità  , che  la  carta  gli  sia  favo- 
revole, probabilità  che  abbiamo  già  trovata  essere  h,  e 

che  prima  dello  sfoglio  vale  — (?.*  TLàl  , inoltre  suada- 

ix  ( 2*  — 1 ) 6 

gna  la  probabilità  sopra  le  due  carte,  che  rimangono,  la 
quale  per  un  numero  2x  di  carte  essendosi  già  trovata  di- 
4«r  — 3 . 

sopra  — ->  qui  in  un  numero  2*  — 2 di  carte  sa- 

2 ( 2jf  1 ) 


rà  dopo  il  primo  sfoglio 


4*  - 1 


, e avanti  di  esso 


2(-2x—  3) 

3Sj±l — -U  ; onde  la  probabilità  intera  del  banchiere 

2X\2X  l ) % 

fondata  sul  secondo  evento  sarà  3 ^ 5 ) se„uenj0  ;n. 

X ( 2X  — I ) 

fine  il  terzo , il  banchiere  guadagna  la  solita  metà  della 
scommessa,  sulla  quale  ha  dunque  la  probabilità.  . . 

3 

2x~('2a:— 1>*  Cd  inoltre  8uadagna  la  probabilità  § sull’altra 
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•arca  rimasta , probabilità  , che  prima  dello  sfoglio  vale 

3 , , 

1 cioè  in  tutto  il  banchiere  può  avere  sul  terzo 

2x  ( 2x — I ) r 

evento  la  probabilità — - — 5 . Dunque  infine  la  totale 

x(2x — i)  1 

speranza  del  banchiere  sarà  nìÀìi. ... 

*(-*  — i) 

— r • Fatti  i soliti  cangiamenti  si  avrà  *' — . . . . 

x(2x  — i)  J 

{■2x  — i)jx—  l ) _ 3(3*— 0 

(2*  -+  I ) ( X -+  I y (2x  -+•  I ) (a  -+.  I ) 

**  — 3 3*~  5 3_  lv*  — 3 x — 3 x -4  v 

Sto  — I ' 2x  — 3’*.”*  5 ‘ 3 * ■*—  l'x  — a”*’ 

3ii  = a 2 t 

5 4 3 *(*  — i ) ( 2x  — i ) * p x (x  •+  i)(2x-t- 1)* 

X *5 

r ày" = ff*  (3*  — 1 ) = (*’  — 2x’  -+  x ) = ( x — 


I)*.  Dunque  y = i- (- (x—  I )*  -+•  C), 

X v 2X  — 1 ) ( X — 1 ) V S / 


• 5 r s§  - 1 j 

cioè  y = - , giacchi  come  sopra  C = o . La  pro- 


babilità del  puntatore  si  troverebbe  = ffJ* 

2x  — i 

III.  Sono  in  un’  urna  x -+■  l biglietti  coi  numeri  natu- 
rali t ,2,3,  ec.  e che  debbono  esser  estratti  da  altrettanti 
individui , a condizione  che  chi  estrarrà  un  numero  =,  o < ni 
otterrà  un  certo  premio  . Si  domanda  se  la  probabilità  di 
guadagnarlo  sia  la  stessa  tanto  per  i primi  estraenti  , quan- 
to per  gli  ultimi.  E’  certo  quanto  al  primo  estraente,  che 
in  x -4-  i combinazioni  possibili , avendone  m favorevoli 
cd  x -+  I — m centrine,  la  probabilità  per  la  vincita  sarà 

per  lui  — — — , e per  la  perdita  - 1 — . 

x i x •+  l 

Quanro  al  secondo  possono  aver  luogo  due  casi  diffe- 
renti, cioè  1*.  che  nell’ estrazion  precedente  sia  sortito  un 
numero  > di  m.  2°.  che  ne  sia  sortito  uno  =* , o < m . Nel 
primo  caso  egli  non  fa  che  cangiare  al  solito  la  sua  pro- 
babilità y per  la  vincita  in  ’y  funzione  di  x,  che  al  prin- 
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cipio  dell’  estrazione  vale  '.  Nel  secondo  ca- 

x ■+  i 

«o  sopra  i residui  x biglietti  ne  restano  per  lui  m — j che 
potranno  farlo  vincere  , onde  per  questo  evento  avrà  la 

ffi  — J 

probabilità , e questa  pure  valutata  prima  dell*  estra- 

. . mi  m — i ) . ... 

zione  varra  • — Quindi  la  probabilità  totale  del  se- 

*(*-+•  I ) *• 

condo  estraente  per  la  vincita  avanti  l’  estrazione  sarà 
’ V ( x I — m)  m{m  — i) 

y = * ; 1 ; > espressione  che  coi  con- 

’•  -L-  1 x ( x •+  i J r 

y (X  ■+  2 — 771  ) 


x “4*  I 

sueti  cangiamenti  diviene  y' 

m ( 77i  — t ) 

( * 


— =■  O.  Sarà  dunque  X ==  — m ^ ^ 

ij(XH-a)  ^ (*-M  j(*-+a) 


xp  =Z  m(m~  I )(  m — 2)(W  — 3)-4  3a-»  . 
* "*■  2 (X-rl)x(a.  — l)  (x— 2).  .(x — m 


X -+  «J  — 771  _ 

P = — ~ » *P 


T/)<= m ( 7W  ~ I ) ( 777  — 2 ) l 771  — 3 ) 3 2.1 


-2) 


( * -*  2 ) ( x -*■  1 , X ( * — 1 ) ( X — 2 ) { * — 77.  -+  3 ) ’ 


_X_  _ x(x  — l)(X  — 2)(x 

v m — 2 ) ( 777  — 3 ) ( m ^7) 


trp 


3) . . . (x  —■  m ■+  j)  _ 
•3-2.1 


(1025) 


costante 


*(*  — I )'  X~  -2)(x-2){x  — m-4-3) 

(m—  I ) l »i  — 2)1 771  — 3 ) ..3.2.I  ’ * ^ 
w(m  — l ) ( 7B  — 2 ) ( 01-3).  ..3.2.  I 

( * ■+  1 )sr  (x  — 1 ) ( x — 2 ) . . . ( x — 771-1-2)  

( x (x  — l)(x-2),  ■ .(  T 7714  j)  -N 

V(  -71  — 1 ) (771  — 2)  (771  — 3).  . . 3. 2 . 1 j- 
si  determina  con  osservare  che,  quando  x -+■  1 r=  m,  non 
restano  che  m estratti  tutti  contrari  alla  perdita  ; onde  la 
probabilità  per  la  vincita  si  cangia  allora  in  certezza  c 
diviene  y = 1 . Ma  la  supposizione  di  * ■+  I = m,  can- 
gia il  secondo  membro  dell.’  equazione  in  1 -+.C,  avremo 
dunque  l=I-{-C,  e quindi  C = o . Di  qui  è evidente  la 

conclusione  che  in  generale  ,y  = , onde  la  probabili- 

tà del  secondo  esraente  per  la  vincita  e in  conseguenza 
anche  quella  per  la  perdita  sono  eguali  alle  probabilità 
del  prioio  esttaente. 
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Questo  resultato  basterebbe  per  concludere  che  tutti 
Pii  altri  goderanno  nel  seguito  le  stesse  probabilità  : ma 
volendo  verificare  1*  accennata  conclusione  anche  rapporto 
al  terzo  estraente , si  osserverà  che  per  lui  posson  dami  3 
casi  diversi  : i°.  che  nei  due  estratti  precedenti  non  sia 
sortito  alcun  numero  =,  o < m . a°.  che  ne  sia  sortito  uno. 
30.  che  ne  siano  sortiti  2.  Le  combinazioni  tra  favorevoli  e 
contrarie  a ciascun  di  questi  tre  casi  sono  in  tutte  (285) 

^ ' QJciie  che  favoriscono  il  primo  caso  sono... 

(x  — m)  ( x -+  I — m ) 


quelle  che  favoriscono  il  secondo 

sono  — /71)  e quelle  che  favoriscono  i!  terzo.  . . 

m ( m — 1 ) 

— — . La  probabilità  per  il  primo  caso  è dunque 

(*-"l)(*4  I — ra  ) , am  l * •+  I — m ) 

— ; > per  1!  secondo  — , 

*{*-*■  l)  r *(*  ■+  1 ) 

..  ni  1 m — 1 ) .... 

per  il  terzo I,  Avvenendo  il  primo  caso  1 estraen- 

te  cangia  la  sua  probabilità^  per  la  vincita,  in  ’y  funzio- 
ne di'  x — 1 , che  valutata  prima  dell’estrazione  varrà  . . . 

. — — • , . Avvenendo  il  secondo  caso  , nei 

residui  x — I biglietti  se  ne  troveranno  m — I favorevoli 
alia  vihcita  , e perciò  la  probabilità  di  quest’evento  si  ri- 
durrà allora  rappotto  al  nostro  estraente  a — , e que* 

x — 1 


sta  pure  valutata  prima  dell'estrazione  diverrà 

2m  ( x ■+  1 — m)  (m  — | » ‘ ■ 

1 — ; , r — •.  Avvenendo  il  terzo  caso  , nei 

< x H-  l ) x (x  — 1 1 ' ’ 

soliti  x - — 1 biglietti  residui  ne  rimarranno  m — 2 favore- 
voli alla  vincita  , e la  probabilità  per  la  medesima  di- 
verrà rapporto  al  terzo  estraente  ™~ZjLy  che  prima  dell’e- 


strazione varrà 


m ( m — I ) ( m — 2 ) 
( * -+•  1 ) x ( * — I ) 


. Quindi  la 


probabilità 


totale , 
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totale,  che  il  terzo  estraente  ha  di  vincere  sari  y = 
\ ( x — m)(x-fl  — m) 
x (x  -+  i ) 

2 m (ni  — I ) ( x -+  I 


ni)  -+  m ( m — i)(i 


_2)_ 

l)  x(x-  l) 

\ ( x — m ) ( * -+  I — m ) m l m — | ) I 2X  — m) 

■ -+■ — 

* t je  l J ( x -t-  I ) x ( x — l) 

y ,'y  , x \n  y' , y , x -¥  1 , potrà  dedursi  y'  — 

y(x  2 — m)  {x  — m -+  3)  m_  in  ( m — I ) ( 2r  -t-  4 — m) 


. Cangiate 


(*+a)(*  + 3)  l**+  1 )(*H-^(n-3) 

• , equazione,  nella  quale  essendo  $x  = 2 , dovremo  per 
integrarla  cangiar  x in  in  ( 1031)1  e fare  in  conseguenza 

m-+3)  m (m — lj(4ii-f  4-m) 


, y ( 2h  -+  2 — m)  ("iu  ■ 

* ( 2«  -f  2 j ( iu  • 

= O.  Si  avrà  dunque  X 


( 2«  •+  2 ) ( 2u  -+  3 ) (2«  -+-  I )(-20  ■ 

mi  m — | ) ( 41/  -+  4 


(2u  -+  I ){ìu- 
( 3»  H-  2 — m ) ( 2/1  H-  3 — m) 

1 i TD  - — . . 


■ 2;(2« 


■2)(2«-+3) 

-m)  _ 

i-3)5P 


(au-4-2jl2u-4-3J 

(2«  — mj(2o  — 2 — m)(2n  -4  - (m-  2 )(w  — 4.)  .4  2 

•Zu  ( 2u  — 2 ) ( 2u  — 4 ) • . . ( m -t-  4 )(  m -|-  2 ) 

(2M  — m -+  l)(2M — m — t),2» — m — 3)..  (w — |)(m  — 3),.  3 l 
( 2«  •+  I )(2«  — l )(2«  — 3)  . ( m -+  3>(m  • 

m ( m — 1 ) ( m — 2 ) ( ct  3 ) ..  .4  3.2  l 
(2u  -I-  l)  2u  (2u  — l)(2u  — 2). . . 12«  — in’+  Z) 

m ( m — I ) ( m — 2 ) ( m — 3 ) , ■ , 4 . 3 . 2 . I 

(2kH"3K2“*+2)(2U'+"  I)2m12h  — t)l-“  — 2)  ..  (2«  — m ■+  4) 
X 2U  (2u  — I )l2ri  — 2)  . . , (211  — m -+■  4,(40  -+4  — m ) 

<7 zu  <7  .11-  . ■ — — « t , ■ - ■ — ■ ■ 

xp'  [m  — 2)(  m — 3)(m  — 4)...  4.3. 2. 1 

•Zu  ( ‘In  — I ) ( 2B  — 2 )_. . . ( 2K  — m -+  2 ) 


l) 


(wi—  l )(m  — 2)  — 2,...  4.3.2  t 

il  valore  di  iu  — x,  verrà  y =3  . , . , 
m (m  — I ) ( m — 2).  .3-2  I 
(x-w)x(x—  t)(x  — 2; .. . (x- 
/ -v  1 * — I )(x  — 2)  . ■ . (x  — m • 

\ l m — I I i m — *x  1 . . . 0 . 2 


; onde  restituito 


■m  -+  2) 

2) 

(in  — I ) ( m — 2 ) . • . 3 ■ 2 . I 
do  *4  I ==:  m la  probabilità^  si  cangia  evidentemente  in 

Kkk 


-4  , e poiché  quan- 
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certezza , e si  ha  y — 1 , dal  che  risulta  C = o , dunque 

infine  , = , H m a j 

x (x  — i)fx — a )...(*■  — m ■+  2)  m 


X ■ 


( hi  — 1 j ( m — 2 > . . 3 . i . 1 * -+ 1 


, come  si  era  già  detto . 


Nota  su  i pnncipj  del  Calcolo  Infinitesimale . 


J037.  L’  ipotesi  delle  di^erenze  infinitamente  piccole 
introdotta  fino  dai  primi  fondatori  del  calcolo  differenzia- 
le , e per  cui  questo  prese  ancora  il  nome  di  calcolo  infi- 
nitesimale , incontrò  1’  opposizione  dei  successivi  analisti , 
che  trovarono  non  conveniente  lo  stabilir  la  base  di  una 
teoria  si  estesa  e di  tanta  conseguenza  sopta  una  nozione 
indeterminata  , c che  niuno  potrà  mai  concepite  giusta- 
mente . Molti  di  più  supposero  non  abbastanza  rigoroso  , 
anzi  anche  erroneo  il  ptincipio  , per  cui  le  quantità  infi- 
nitesime di  un’  ordine  si  fanno  svanire  in  faccia  a quelle 
d un’ordine  inferiore  e alle  quantità,  che  si  dicono  finire. 
Per  allontanare  queste  rraccie  , il  grande  Eulero  fece  riflet- 
tete, che  le  differenze,  le  quali  vengon  supposte  infinite- 
sime, sono  assolutamente  nulle.  Infatti  dall’equazione  1*. 
( 828.  1 0 ) dp [ x) = Adx  -+  B dxl  -+  Cd*’-}-  cc.  nasce  la  2*. 

— ^~=  A -4-  Bdx  -4-  Cdx1  •+  ec.  ; e perchè  si  abbia  dp{x) 
dx 


= Adx,  come  risulta  dal  calcolo  infinitesimale  (828.  I*-. ) , 

• ' . , . dp (*)  . , . 

Cioè  , perche  sia  — - — - = A , convien  supporre  dx  = o nel- 


la 2*.,  e in  conseguenza  dp(x)  = O nella  J*.  Quindi  il 
coefficiente  differenziale  A ( S29  ) , che  vien  dato  dalle  re- 
gole del  calcolo  infinitesimale  , altro  non  è rf*  sostanza 

che  il  valor  del  rotto  , allorché  si  riduce  a zero 


diviso  per  zero  . 

10,38.  Maclaurin  e d'  Alembert  partendo  da  un'  altra 
considerazione  osservarono  , che  quanto  nell’  equazione 
I*.  diminuisce  dx  c con  lei  dp(  x ) , altrettanto  nella  2*.  il 

rapporto  si  accosta  ad  essere  eguale  ad  A . Dunque 
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A è il  limite  a cui  tende  la  ragione  • perchè  ai 

abbia  — f—  = A non  sarà  necessario  che  le  differenz* 

dx 

dp{x),  dx  si  suppongano  infinitesime,  ma  bensì  tali, 
che  il  loto  rapporto  abbia  il  più  grande  o il  più  piccolo 
dei  valori  di  cui  è suscettibile,  o sia  pervenuto  a quel  ter» 
mine  a cui  va  appiessandosi  a misura  che  dp(x)  e dx  im- 
piccoliscono. Così  se  ad  M sia  condotta  la  tangente  MT, 

i triangoli  simili  MPS  , mrM  danno  = — =*  Q e poi*  .ce 
* PS  rM  lx  ÌOO 

, , MP  _ MP  x MP ly 

che  > — sara  — - > — e quanto  piu  m ai  accosta 

r f rS  P F dx 


ad  M , tanto  meno  differiranno  fra  loro  le  due  ragioni 
— •,  dunque  1’ una  è limite  dell’ altra  e se  si  convenga 


che  dx  , dy  rappresentino  esclusivamente  il  valor  delle  diffe- 
renze 5*  , 5^  allorché  il  loro  rapporto  è pervenuto  al  limi- 
te della  sua  grandezza  o del  suo  impiccolimemo , avremo 

~ = = d-Z,  d’  onde  PT  come  si  ebbe  ancora 

PI  PI  dx  dy 

dal  calcolo  infinitesimale  (887). 

1039.  Ma  queste  idee,  benché  giuste , non  sempre  ben 
lontane  da  quell’evidenza  di  cui  si  esagera  la  mancanza 
ne>  principi  del  Calcolo  Infinitesimale.  L’espressione  di  ze- 
ro diviso  per  zero  è assai  vaga,  e per  lo  meno  altrettan- 
to inconcepibile  quanto  1'  altra  delle  quantità  che  escono 
dall’  ordine  dei  finiti  ; e per  conto  dei  limiti  „ io  non  di- 
sconvengo , dice  La  Grange  , che  maneggiati  in  una  con- 
veniente maniera  non  sieno  atti  a dimostrare  rigorosamen- 
te i prinepj  del  Calcolo  Differenziale;  ossia  la  specie  di 
Metafisica , che  bisogna  impiegarvi , è se  non  contraria  , al- 
unno straniera  allo  spirito  dell'Analisi  chq;  non  deve  ave- 
re altra  Metafisica  se  non  che  quella  la  quale  consiste  nei 
primi  principi , c nelle  operazioni  fondamentali  del  Calcolo 

Supcriore  a queste  eccezioni  è per  verità  1’  Analisi 
che  La  Giunge  chiamò  dvrivara  , e sì  felicemente  sostituì 
al  Calcolo  Differenziale  . lì  qui  volentieri  esporrei  i prin- 
c-pj  di  questo  sì  nobile  e sì  fecondo  ritrovato  del  più  gran 
genio  del  »ecnl  nostro,  se  non  fossi  ormai  risoluto  di  chiù- 


dei  questi  L'ementi  che  foise  lui  estesi  anche  al  di  la  dei 
confini  che  mi  eran  permessi . Dirò  solo  che  non  ostante 
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i vantaggi  di  questa  beila  «coperta , e il  chiaro  lume  di 
cui  1’  insigne  Autore  P ha  sparsa  nelle  sue  funzioni  Anali- 
tiche , Egli  stesso  ha  poi  di  nuovo  adottato  il  sistema  de* 
gl*  infinitesimi  nella  Meccanica  Analitica  protestando  ,, 
che  qualora  se  ne  sia  ben  concepito  lo  spirito  e siamo  ben 
convinti  dell’esattezza  dei  suoi  resultati,  o col  metodo 
geometrico  delle  prime  ed  ultime  ragioni,  o col  metodo 
Analitico  delle  funzioni  derivate  , si  possono  impiegare  gl’ 
infiniteumi  come  uno  stromento  sicuro  e comodo  per  com- 
pendiare e semphcizzare  le  dimostrazioni  ,, . 

Dietro  un’autorità  sì  imponente  e nella  necessità,  in 
cui  mi  trovavo  di  abbracciate  >1  metodo  più  compendioso 
per  dar  luogo  ad  una  maggior  copia  di  dottrine  nell’  an- 
gust  a delle  poche  pagine  , che  mi  erano  prescritte  per 
questi  elementi,  nessuno  si  maraviglieià  se  ho  dunque  a* 
dottato  il  sistema  degl’ infinite*imi  : molto  più  che  aven- 
do intrapreso  di  scrivere  ad  oggetto  di  preparare  i Giova- 
ni all’  intelligenza  della  Fisica  più  sublime  , bo  creduto 
essenziale  al  mio  assunto  l’assuefargli  fin  da  principio  a 
quell’unico  stile,  di  cui  nel  seguito  della  lor  carriera  do- 
vranno fatnigliarmcnte  servirsi.  Del  resto  nell’articolo  e- 
spressamente  costruito  (1038)  si  trova  , credo  io  , quanto 
basta  per  dar  una  giusta  idea  dei  varj  fondamenti  del  me- 
todo-,  e la  cura,  che  mi  son  preso  di  confrontarne  spes* 
«issimo  i resultati  con  quelli  dell’  Analisi  finita  , è suffi- 
cientissima per  persuadere  della  verità  e bontà  delle  tue 
conseguenze  chiunque  tuttor  si  ostinasse  nel  dubitarne  < 
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